Esercitazione 10 - Soluzioni

Esercizio 1
Siano X; v.a. i.i.d. con distribuzione uniforme in (0,1). Definiamo la suc-
cessione di v.a.

n
Y,=X---X,=[[ Xj,.
j=1
i) Trovare il limite in probabilita (Si consiglia di passare dalla distribuzione del
prodotto alla distribuzione del ming<;<n X;).
ii) Vale anche la convergenza quasi certa?

Soluzione:
i) La nuova variabile, definita per n fissato, come

v,=[[X;€01) qe

j=1
Verifico che Y,, Loe quindi che
P(lY,|>e)=P(Xy--- X, >¢)—0

per n — +0o0 : poiche la funzione di ripartizione del prodotto di v.a. & complicata
da ottenere, passo alla f.r. del minimo, sfruttando il fatto che

{X;-- X, >¢} C {1g1jlanj > s}
Quindi si ha

PXy--- X, > €)§P{ min Xj>€}
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[P(X; > e)]"
= 1-PX; <o)
1—¢"—0

ii) Per verificare la convergenza q.c. si dimostra che vale la condizione necessaria

e sufficiente:
o0
P{ U |Ym|>s}—>0

m=n



Ma si ha che

o0

> P(Xy-- X, >e)

oo

Z P{ min X; >€}
1<j<n

m=n

o0

= Z[lig]mﬂoa

m=n
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P{m©n|ym >€}
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poiche e il resto n-esimo di una serie convergente, essendo 1 — ¢ < 1. Quindi si
q.c.
ha anche che Y,, = 0

Esercizio 2
Sia {X,},~; una successione di v.a. indipendenti e somiglianti, uniformi in
(0,1). Studiare la convergenza della successione

X1 X+ X3 — Xy + .o+ Xop1 — Xop
n

Yo,

Soluzione:
Se si definisce la successione di v.a. Z; = X; — X4, per j =1,...,2n — 1,
possiamo riscrivere la successione data come:

1 2n—1
Y, =~ Z;.

dispari

Tale sommatoria ha n termini e le Z; sono anch’esse i.i.d., quindi si puo applicare
la legge forte dei grandi numeri per la quale

2n—1
Y Z; - EZ;=0.
q.c.

Jj=1

dispari

1

n

Yo,

Esercizio 3

Siano {Xn}, 5, € {Yn}, >, due successioni di v.a. indipendenti e somiglianti,
con distribuzione esponenziale di parametro n. Studiare la convergenza in dis-
tribuzione, in probabilita e quasi certa della successione

X, —-Y,
—

Z, =

Soluzione: Ricaviamo la f.r. della successione Z,, € (—o00,+00) q.c.: per



z >0,

Xn_Yn
Fz (2) = P(Zn<z):P<n<z)
= P(X -Y, <zn)
P(Y, > X, —zn)

// n2 —n(x+y)dxdy
{(z,y):y>z—2n}

Distinguiamo i due intervalli z < 0 e z > 0. Per 2 < 0 si ha

+oo +oo
/ efm/ n2e”™"dydx
0 T—2zn

+oo —2nz+zn? > zn?
_ 2 e e
n R e .
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Fz,(2)

Per z > 0 si ha

+o0 y+nz
Fz () = / e_”y/ n?e " drdx
0 0
+oo 2
— ’I’L/ e~y |:1 — e My z:| dx
0
_ _e—2ny zn? i e—zn2
2 2
0
z'n.2
£ z2<0 0 z2<0
Fr(s)={ T .55 — Fy(z) = { >
1—¢ 5 2>0 1 z>0

. . d q.c. p q.c.
Quindi Z,, — Z =0 e anche Z, — Z =" 0.
Per verificare se vale anche la convergenza q.c., consideriamo separatamente

le due successioni % e %7 che si puo verificare convergono in probabilita a
zero: infatti
X’ﬂ —ne
Pl|—|<e|=PX,<ne)=1—-e" -1
n
e lo stesso vale per Y= . Verifichiamo se vale anche q.c.:
(oo} X oo
P > < P (X,
(U ( “ad)) < S e
m=n m=n
oo oo 1 m
- >em=y (%)
m=n m=n



che & il resto n-esimo di una serie convergente e quindi tende a zero. Quindi

q.c. q.c. . q.c. . .
Xu T80 e % = 0 e di conseguenza (%, %) = (0,0). Infine, applicando il
teorema sulle funzioni continue, si ha che
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