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Il passaggio di una corrente elettrica sotto I’azione di una
differenza di potenziale tra i capi di un filo metallico & un
fenomeno quotidiano e familiare. Gli elettroni sono sem-
pre presenti nel metallo: quando non e applicata alcuna
differenza di potenziale, il loro comportamento & un mo-
to incessante e irregolare attraverso il filo, senza una di-
rezione privilegiata, dunque un’assenza di corrente. La cor-
rente elettrica ¢ la risposta degli elettroni all’applicazio-
ne della differenza di potenziale. Dalla legge di Ohm sap-
piamo che questa risposta e proporzionale alla differen-
za di potenziale, con una costante di proporzionalita da-
ta dall'inverso della resistenza del filo.

Una domanda naturale, che sara oggetto di questo arti-
colo, & la seguente: possiamo prevedere la resistenza
senza applicare la differenza di potenziale? In altre pa-
role: e possibile misurare la risposta degli elettroni os-
servandoli in assenza di campi elettrici? Piu in generale,
possiamo ottenere informazioni sul comportamento di
non-equilibrio di un sistema a molte particelle dall’os-
servazione delle sue proprieta di equilibrio e, viceversa,
possiamo inferire le proprieta di equilibrio da esperi-
menti di non-equilibrio?

Questa e la domanda centrale nello studio del problema
di fluttuazione-dissipazione (o fluttuazione-risposta): si
tratta di un problema chiave, sia dal punto di vista con-

cettuale che da quello applicativo, di quella Fisica statistica
che ambisce a derivare il comportamento macroscopico
di un sistema dalle sue proprieta microscopiche.

Le relazioni di fluttuazione-dissipazione (RFD) hanno avu-
to origine piu di un secolo fa dalle ricerche di Einstein [1]
sul moto browniano (cfr. Box A) e sono poi state ap-
profondite da Onsager [2] durante gli anni *30 del secolo
passato e da Kubo [3] negli anni '50. Negli ultimi anni ab-
biamo assistito ad una crescita impressionante della
profondita di osservazione sperimentale: oggi non ¢ dif-
ficile studiare e manipolare singole molecole. Al tempo
stesso si & avuta una esplosione della potenza dei calco-
latori, per cui & possibile effettuare simulazioni dettaglia-
te anche in sistemi con scale spaziali e temporali molto di-
verse. L'accesso ai dettagli microscopici e alle fluttuazio-
ni di quantita di cui un tempo era possibile conoscere so-
lo informazioni medie ha rinnovato l'interesse nel pro-
blema del rapporto tra equilibrio e non-equilibrio, por-
tando a risultati teorici interessanti ottenuti da molti au-
tori (Morriss, Evans, Cohen, Gallavotti, Jarzynski e altri)
[4-6] negli anni "90. Nel seguito toccheremo questi pro-
gressi recenti [7], sia con un breve cenno teorico (cfr. Box
E), sia con una discussione su alcune applicazioni moderne
nel campo della Fisica delle proteine ottenute da Busta-
mante e collaboratori [8].
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- Figura 1 Moto browniano di un corpuscolo di dimensioni molto maggiori delle molecole del fluido. Nella figura di sinistra &
schematizzato il moto delle molecole che circondano il corpuscolo; & facile capire come il moto delle molecole produca continui
urti sulla superficie del corpuscolo. Allargando la scala di osservazione (riducendo l'ingrandimento del microscopio) e filmando il
moto del corpuscolo, si osserva il percorso mostrato nella figura di destra. Alcune misure statistiche su questo tipo di percorso
permettono di risalire alle proprieta statistiche delle molecole del fluido, come illustrato nel Box A

Volendo tracciare una breve storia delle RFD, non si pud non
cominciare dal lavoro del 1905 di Einstein: il grande scien-
ziato spiego come determinare il numero di molecole con-
tenute in una mole di fluido, noto come numero di Avoga-

dro N,, attraverso la semplice osservazione del moto di

piccoli grani sospesi in acqua. I dettagli di questo studio so-

no discussi nel Box A (cfr. anche Figura 1). 1l test speri-

mentale della teoria venne realizzato con successo nel 1909

da Perrin [9] e permise di accertare che le molecole esisto-

no e causano il moto diffusivo dei grani.

Per ottenere questo risultato cruciale, Einstein considero i due

effetti prodotti dalle molecole del fluido su un oggetto picco-

lo ma macroscopico (cioe molto pit grande delle molecole):

B 1. le fluttuazioni: a causa dei continui urti con le mole-
cole del fluido, la velocita dell’oggetto in sospensione cre-
sce e decresce irregolarmente mostrando fluttuazioni
imprevedibili;

B 2. il rilassamento (anche chiamato dissipazione o ri-
sposta): se una forza esterna viene applicata all’oggetto
per un tempo molto piccolo, la sua velocita si allontana
dal suo valor medio e poi decade (“rilassa”) verso il va-
lor medio originale (uguale a quello del fluido).

Qualche dettaglio su questo meccanismo si puo trovare nei

Box B, C e D, in cui si tratta approfonditamente I’equazio-
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ne di Langevin, che descrive quantitativamente le fluttua-
zioni del moto browniano.

Il fenomeno del rilassamento delle fluttuazioni e il significa-
to della RFD & ben riassunto da un esperimento ideale sulla
velocita di uno dei grani sospesi nel fluido: le fluttuazioni del-
la velocita istantanea (molto piccola) v(¢) dell’oggetto sospe-
so possono essere schematizzate come in Fig. 2 (riquadro di
sinistra) dove assumiamo che la velocita cresca fino ad una
soglia di controllo fissata, raggiunta al tempo 0. Una descri-
zione quantitativa dei processi di fluttuazione e rilassamen-
to si ottiene con le “funzioni di auto-correlazione” C(1):

C(t) = (v(t)v(0)). (1)

dove con la notazione (-) intendiamo una media fatta su mol-
te traiettorie indipendenti e in assenza di forze esterne. Da-
ta 'ergodicita del sistema, questo equivale a fare la media
su molti sistemi diversi indipendenti. L'evoluzione irrever-
sibile di un dato sistema verso uno stato stazionario, indi-
pendente dallo stato iniziale, & caratterizzata dalla conver-
genza di C(t) al valore (v)?. Il comportamento tipico del de-
cadimento di una fluttuazione spontanea & dato dalla me-
dia dei processi discendenti di rilassamento, come mo-
strato dalla curva nera in Fig. 2 (sinistra) ed equivale a C{(?)
nel cosiddetto limite gaussiano.



BOX A: CIMPORTANZA DEL MOTO BROWNIANO
Nell’estate del 1827 il botanico scozzese R. Brown osservo
per la prima volta, con I'aiuto del microscopio, il fenomeno
ora noto col nome di moto browniano (MB): grani di pol-
line in sospensione in acqua si muovono continuamente
in modo rapido ed irregolare. Per decenni, I'importanza
del MB venne sistematicamente sottovalutata. Come ec-
cezioni si possono citare M. Faraday che ripeté 1’'esperi-
mento (confermando i risultati di Brown) ed il fisico ita-
liano G. Cantoni che intuil che il MB potesse essere una
dimostrazione sperimentale dei principi fondamentali
della teoria meccanica del calore. Solo verso la fine del XIX
secolo L.G. Gouy effettuo esperimenti sistematici varian-
do la temperatura e la viscosita del liquido e la grandez-
za del grano, suggerendo che lo studio del MB potesse es-
sere un modo per esaminare la teoria cinetica. H. Poin-
caré, che conosceva i risultati di Gouy, nel suo famoso e
influente libro 7/ valore della scienza attiro 1’attenzione
sull'importanza del MB.
La svolta fondamentale si ebbe all’ inizio del XX secolo con
il contributo di A. Einstein e M. Smoluchowski [1, 12, 13]
a cui segui la formulazione teorica, in termini di equazioni
differenziali stocastiche, da parte di P. Langevin [14]. Li-
dea ¢ la seguente: il moto del grano di polline & determi-
nato da due contributi:
W a) la forza “media” d’attrito, dovuta alla presenza del

fluido;
W D) gli urti con le molecole.
Per semplicita di notazione, consideriamo solo il moto nel-
la direzione x:

dv

m F,+ Fr .

(A.1)
dt

Il contributo dell’attrito e dato dalla legge di Stokes F, =
-6mnRv dove n & la viscosita del fluido, R il raggio del gra-
no (assunto sferico) di massa m e v la sua velocita. Quin-
di, se trascuriamo F,(cioé il contributo degli urti con le
molecole), un grano di massa m ha un tempo caratteri-
stico di rilassamento 7= m/(6mnR). A temperatura am-
biente, per un grano di raggio un micron sospeso in ac-
qua, r= 0(10-7) secondi che & un tempo piccolo ma mol-
to piti grande dei tempi molecolari che sono O(10-11) se-
condi. Il grande rapporto fra questi due tempi caratteri-
stici, e I’elevato numero di molecole che urtano nell’
unita di tempo con il grano, permette di idealizzare F co-
me un rumore bianco indipendente dalla posizione, cioe
un processo stocastico gaussiano a media nulla e “del-
ta-correlato” nel tempo:

Fp) =0 (Fi(t)Fs(t)) = co(t = t) (A.2)

La costante ¢ e determinata richiedendo I’equipartizione
dell’ energia (v?) = k;T/m dove k, e la costante di Boltz-
mann e T la temperatura del fluido. A questo punto & fa-
cile ricavare la relazione di Einstein- Smoluchowski. Ri-
cordando che:

(/‘l' 4I‘JAI'—)

A3
dt ‘ dt? l‘ )

e moltiplicando ambo i membri dell’equazione (A.1) per
x, mediando, si ottiene:

md® , .,

2de2 N/ (xFr). (Ad)

Introducendo la variabile z = d(x?)/dt ed usando I'equi-
partizione dell’energia e (xF) = 0, si ha:

mdz

?m /»'/;I 3

(A.5)

+3mnRz

Risolvendo I’equazione precedente, otteniamo:

dove il valore della costante A, che dipende dalle condi-
zioni iniziali, e irrilevante per il comportamento a tempi
lunghi. Di conseguenza, possiamo scrivere:

L' importanza della legge di Einstein- Smoluchowski sta
nella possibilita di collegare la grandezza D, che & deter-
minata da quantita macroscopiche osservabili sperimen-
talmente ({[x(¢) — 2(0)12), n, R, T etc.), con il numero di Avo-
gadro N, (ricordiamo che k, = R/N, dove R & la costante
dei gas). Dalla (A.7) abbiamo una connessione non am-
bigua tra il mondo microscopico (le molecole) e quello ma-
croscopico (il granello) ed inoltre un modo per contare le
molecole, cioé determinare NV, da una misura di D. Pos-
siamo dire che 'osservazione del moto irregolare di una
particella browniana abbastanza grande da essere visi-
bile al microscopio (diciamo del diametro di un micron)
fornisce una lente di ingrandimento del mondo atomico.
Gli esperimenti condotti da J. Perrin chiusero definitiva-
mente la polemica sulla reale esistenza degli atomi tra
Boltzmann, da una parte, e la scuola energetista (capeg-
giata da Ostwald e Mach) dall’altra. Lufficializzazione
venne da Arrhenius che, nel 1911 in una conferenza a Pa-
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rigi, riassumendo i lavori di Einstein, Smoluchowski e Per-
rin sul MB dichiaro che non sembrava piu possibile du-
bitare che la teoria molecolare, introdotta dai filosofi del-
I'antichita, Leucippo e Democrito, descrivesse la realta al-
meno nei suoi aspetti essenziali.

Dov’e il punto geniale? Nello studio del grano di polline
¢ stata ipotizzato che, per la forza, ci siano due contributi:
uno di tipo macroscopico, dato dalla legge di Stokes, e uno
di origine microscopica originato dagli urti con le mole-
cole. Al granello, che ha una massa molto maggiore di
quella delle molecole del fluido, & chiesto qualcosa di ap-

La soglia scelta 6v(0) puo anche essere prodotta artificial-
mente, perturbando lo stato del sistema in modo da imporre
che le velocita iniziali corrispondano a una valore di soglia.
I processi di rilassamento o risposta differiscono da caso a
caso, come & schematizzato nel riquadro a destra di Fig. 2.
Anche qui & possibile effettuare una media su molti espe-
rimenti ottenendo una funzione del tempo év(¢) indicata dal-
la curva nera nel riquadro di destra di Fig. 2: scegliamo la
notazione () per indicare questo diverso tipo di media che
viene fatto su molte realizzazioni della stessa perturbazio-
ne e del conseguente processo di non-equilibrio. Per per-
turbazioni sufficientemente piccole, & possibile verificare che
la quantita:

non dipende dalla perturbazione imposta. Si dice allora di
essere in regime di risposta lineare, e R(t) viene chiamata
per 'appunto funzione risposta.

1l significato fondamentale della RFD risiede nell’equiva-
lenza, in media, tra il rilassamento verso I'equilibrio che se-
gue una perturbazione esterna e il decadimento delle flut-

ov(t)

parentemente contraddittorio: comportarsi in modo tale
da essere contemporaneamente in accordo con la teoria
cinetica ('equipartizione dell’ energia) e con 1'Idrodina-
mica (legge di Stokes). Questa e l'idea ardita e geniale di
Einstein.

E interessante il fatto che Einstein non fosse interessato
a spiegare il MB del quale aveva (a differenza di Smolu-
chowski) una conoscenza superficiale. Il suo vero scopo
era la ricerca di una manifestazione chiara dell’esisten-
za degli atomi che potesse essere osservata sperimental-
mente [15, 16].

tuazioni spontanee misurato dall’autocorrelazione ((¢). Con
piti rigore matematico, si ha una relazione di proporzionalita
del tipo:

Piu in generale, le RFD esprimono la relazione tra le flut-
tuazioni di un sistema non perturbato e una funzione di ri-
sposta appropriata. Si tratta spesso di espressioni pitt com-
plicate che dipendono dal sistema in esame, dalla quantita
che viene perturbata e dalla quantita che viene misurata co-
me risposta.

La discussione precedente accenna alla soluzione formale
del problema che ci siamo posti all'inizio per la corrente elet-
trica: la resistenza del filo, che corrisponde ad una rispo-
sta alla differenza di potenziale applicato, si puo calcolare
a partire dalle proprieta del filo in assenza di potenziale
sfruttando la RFD.

Un altro esempio classico, per le fluttuazioni di energia in
un sistema all’equilibrio termodinamico, e discusso nel Box
D. La Figura 3, in cui & presentato un modello ancora di-
verso, suggerisce un’altra interpretazione della RFD.

4 Figura 2 Comportamento
schematico del rilassamento
delle fluttuazioni spontanee
(sinistra) e delle perturbazioni
(destra) della velocita del grano
nel moto browniano. Colori dif-
ferenti indicano realizzazioni dif-
ferenti dello stesso esperimen-
to. Le curve nere sono medie su
molte di queste realizzazioni:
nel limite gaussiano, il rilassa-
mento medio coincide con la
funzione di correlazione (equiva-
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lente alle fluttuazioni che hanno
inizio da un livello dato)



Successivamente al lavoro teorico di Einstein, la RFD & sta-
ta verificata in diversi esperimenti e ritrovata in molti mo-
delli, conducendo ad una teoria generale delle fluttuazioni
dovute all’effetto congiunto di molti costituenti elementari
della materia (atomi, molecole, elettroni, etc.), esprimibile
sempre come somma di un forza dissipativa sistematica e
di una forza stocastica. Nel 1931 L. Onsager [2] propose |'u-
niversalita di questa teoria estendendola a tutti i sistemi per-
turbati vicino all’equilibrio. In particolare, Onsager ipo-
tizzo che il meccanismo esposto in precedenza per il moto
browniano sia valido in generale: le medie delle quantita fi-
siche “rispondono” alle perturbazioni esterne con un de-
cadimento che riproduce il decadimento delle funzioni di
correlazione misurate nel sistema imperturbato:

BOX B: L’ EQUAZIONE DI LANGEVIN ATEMPI DISCRETI
A qualche lettore la derivazione della (A.7) puo sembrare
un po’ disinvolta. In effetti i calcoli, che seguono fedelmente
l'articolo di Langevin, sono semplici ma formali (nel sen-
so negativo del termine) anche se il risultato finale & cor-
retto. Una trattazione piu rigorosa richiede I'uso dei pro-
cessi stocastici a tempi continui. Comunque una versione
a tempi discreti dell’equazione (A.1) ¢ sufficiente per ri-
cavare in modo chiaro il risultato fondamentale. Indi-
chiamo con v, la velocita della particella browniana al
tempo nAt dove At e piccolo (poi sara preso il limite At—0).
L'equazione di Langevin si puo scrivere nella forma:

dove w, e una variabile aleatoria ed a e b sono costanti
da scegliere in modo opportuno (ovviamente a = 1 — At/z;
per ora diciamo che 0 < a < 1). Per semplicita di calcolo
assumiamo che le {w,} siano variabili indipendenti e di-
stribuite N(0, 1), ovvero variabili gaussiane a media nul-
la, varianza 1 e scorrelate. Assumiamo inoltre che v, sia
N(v,), o}) ed indipendente da {w,}. Ricordando che la
combinazione lineare di variabili gaussiane & ancora
gaussiana, ¢ sufficiente determinare (v,) e 02. Con sem-
plici calcoli, si ottengono le relazioni di ricorrenza:

che possono essere facilmente risolte:

dove o2 = (v?) = b%/(1-a?).
Quindi la variabile v, e distribuita N((v,), 62) dove (v,) e
o2 tendono al loro valore asintotico con un “tempo carat-

W) _ (a(oa(0)
oa’(0) - ((6x(0))2) )

dove abbiamo indicato con éa(t) = a(t) — (a) una variazio-
ne istantanea della quantita a(z) rispetto al suo valor me-
dio e con 6a’(t) la stessa variazione misurata in seguito ad
una perturbazione 6a’(0) avvenuta al tempo ¢ = 0.

Vent’anni dopo, R. Kubo [3] dimostro la validita generale
della RFD per sistemi hamiltoniani, perturbati lievemente
da una situazione di equilibrio termodinamico, arrivando
ad ottenere delle formule estremamente utili per calcolare
i coefficienti del trasporto, note oggi come formule di Green-
Kubo [7]. La struttura generale di queste formule ¢ la se-
guente (diamo un esempio per quantita scalari, ma le for-

teristico” (in unitd A7) n, = 1//Inal. Si pud notare che, se
vogliamo che (v?) sia una quantita finita, allora si deve ri-
chiedere b = const. VAt e subito si capisce che la varia-
bile bw,/At, che nel limite Ai—0 diventa F,/m, & un oggetto
piuttosto “selvaggio”.

Consideriamo ora I’evoluzione della posizione x,,, = x,, +
Atv, e calcoliamo il coefficiente di diffusione D. Poiché sia-
mo interessati al comportamento a tempi lunghi ed il ri-
lassamento della distribuzione di probabilita delle velo-
cita & rapido, possiamo assumere che le velocita siano di-
stribuite secondo N(0, (v?)). Scrivendo lo spostamento
della particella browniana nella forma:

si ottiene:

Un semplice calcolo mostra che (z{/z%l) =a (v?) e piu in ge-

nerale (U,.L{M) = a* (v%). Quindi le sommatorie nella (B.5) so-

no riconducibili a somme di serie geometriche. A questo

punto & facile calcolare il coefficiente di diffusione:

dove t = nAt. Ricordando che @ = 1 — At/ t ed usando la
(B.5), si ottiene la (A.7):
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BOX C: IL PRIMO ESEMPIO DI RELAZIONE FLUTTUA-
ZIONE/ DISSIPAZIONE

Consideriamo I'’equazione di Langevin nel caso in cui la
particella browniana sia sottoposta, oltre che alla forza di
attrito viscoso e al rumore termico, a una forza costante
F,; ad esempio, nel caso di particelle cariche, F, = gE do-
ve ¢ ¢ la carica della particella in osservazione e E e I'in-
tensita del campo elettrico indipendente dalla posizione.
Di conseguenza, I'equazione (A.1) diviene:

In questo caso & naturale aspettarsi che la particella rag-
giungera una velocita media costante, dopo un tempo di
rilassamento dell’ordine di 7. Mediando ambo i membri
della (C.1), si ottiene una equazione per questa velocita
media di deriva:

dove si & utilizzato il fatto che il rumore e a media nulla
e si & definito v,(?) = (v). La velocita stazionaria si ricava
ponendo a zero la derivata al primo membro:

BOX D: UN ALTRO ESEMPIO DELLA RELAZIONE FLUT-
TUAZIONE/ DISSIPAZIONE

Anche se in un sistema macroscopico le fluttuazioni di una
generica variabile (ad esempio, I'energia) intorno al suo
valore di equilibrio sono percentualmente molto piccole

(tipicamente O(1/7N), dove N & il numero di particelle del
sistema) questo non significa affatto che non siano os-
servabili e concettualmente importanti.

Abbiamo visto che la RFD fornisce una connessione tra
le fluttuazioni di un sistema imperturbato ed un’ oppor-
tuna funzione di risposta. Un altro esempio importante di
RFD é I’ identita:

dove:
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avendo introdotto la mobilita p che e proporzionale alla
velocita di deriva ed ¢ indipendente dalla forza applica-
ta. Un confronto diretto tra la (C.1) e la (A.7) porta alla no-
ta formula di Einstein:

che ¢ il tipico esempio di una formula di fluttuazione ri-
sposta in cui la mobilita, che e la risposta del sistema ad
una perturbazione esterna, si puo esprimere in termini
di grandezze definite in assenza di perturbazione (come
la temperatura e il coefficiente di diffusione).

E semplice vedere come la (C.4) rientri nelle formule di
Green-Kubo. Infatti, un limite al continuo (4¢—0) della (B.5)
conduce alla relazione tra coefficiente di diffusione e au-
tocorrelazione:

In questo la (C.4) corrisponde alla (6) dove la velocita
svolge il ruolo della corrente. Bisogna sottolineare che in
casi piti complicati in cui le equazioni del moto sono non
lineari, per definire la mobilita in modo che non dipenda
dall’intensita della forza applicata, & necessario effettua-
re il limite di forza che tende a zero (condizione di rispo-
sta lineare).

1 0 :
N T (E) (D.2)

e il calore specifico (per particella) che puo essere visto
come una funzione di risposta, in quanto misura la va-
riazione di (£) ad un cambiamento di 7: &E) = Nc,6T. La
formula (D.1), benché quasi banale, ha la sua rilevanza
concettuale. Infatti, come notato da Einstein, se fosse
possibile misurare le fluttuazioni di energia del sistema,
si avrebbe una determinazione esatta della costante fon-
damentale (cioe di k, e quindi del numero di Avogadro).
La relazione (D.1) mostra il ruolo centrale delle fluttua-
zioni in Meccanica statistica: anche se da un punto di vi-
sta meramente numerico risultano praticamente trascu-
rabili, sono in stretta relazione con quantita misurabili (ad
esempio, il calore specifico) e forniscono un’ulteriore evi-
denza della struttura corpuscolare della materia.




4 Figura 3 Un esperimento ideale
mostra ’essenza della relazione di

fluttuazione-dissipazione: una molla
dura (caso I) a riposo (a), sotto l’azione
I di una piccola forza F risponde con
un’elongazione Al (b). Le fluttuazioni
spontanee della posizione in funzione
del tempo sono mostrate in (c). Nel
caso Il, ’esperimento & ripetuto con

posizione
=
<
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% una molla meno dura. Essendo Al pil
ampia, le fluttuazioni spontanee sono
maggiori. In laboratorio si pud effet-
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posizione

tuare un esperimento che mostra i

comportamenti semplificati qui sopra:

H II usando un raggio laser, si possono

Molla amplificare le oscillazioni dell’angolo

‘ . di un piccolo specchio montato su un
morbida pendolo di torsione dovute alle fluttua-

zioni termiche, cioé all’interazione tra

tempo

mule di Green-Kubo valgono anche per correnti e forze
vettoriali):

J=LF, (5)

~
L=g8V / ds(J(s)J(0)) g, =o- (6)
JO
In queste formule J ¢ una qualche corrente che rappresen-
ta il trasporto di una quantita fisica e F, € una forza gene-
ralizzata (la causa esterna che produce la corrente). L'e-
quazione (5) esprime la condizione di risposta lineare, ov-
vero il fatto che la corrente & proporzionale alla forza ge-
neralizzata tramite un coefficiente L chiamato coefficiente
del trasporto. E facile convincersi che la (5) & la generaliz-
zazione della legge di Ohm. La formula di Green-Kubo, ov-
vero 'equazione (6) mostra come, data una temperatura 7
= 1/(kyp) e dato il volume V del sistema, il coefficiente del tra-
sporto L si puo ottenere conoscendo I'autocorrelazione del-
la corrente (J(s)J(0)) nel sistema imperturbato (quando F, =
0). I coefficienti del trasporto esprimono la risposta a per-
turbazioni esterne di quantita pitt complicate della sempli-
ce velocita di un tracciante. Ad esempio, la conducibilita ter-
mica e legata alla risposta ad una differenza di temperatu-
ra, la viscosita alla risposta ad uno sforzo di taglio e la re-
sistenza elettrica, come detto, indica la risposta ad una dif-
ferenza di potenziale. Il metodo di Kubo & molto usato nel-
le simulazioni al computer, per esempio in Dinamica mole-
colare. Un sistema composto da molte molecole viene si-
mulato risolvendo numericamente le equazioni del moto di
tutte le molecole. Quando si misura una corrente (ad esem-
pio di calore) indotta dall’applicazione di una differenza di
potenziale termodinamico ai suoi bordi (ad esempio, una dif-

lo specchio e le molecole del fluido cir-
costante (ad esempio l’aria)

ferenza di temperatura) si osserva che la misura ha un for-
te errore statistico. Il problema viene allora risolto con 'u-
so delle formule di Kubo che permettono di misurare un’au-
tocorrelazione nel sistema all’equilibrio (senza che la per-
turbazione sia applicata) riducendo di molto I'incidenza del
rumore. In certe situazioni puo essere efficiente usare la for-
mula al contrario: quando una media di equilibrio & troppo
complicata da misurare, la si puo ottenere applicando in ma-
niera controllata un’adeguata perturbazione.

I processo di riconoscimento dell'universalita della RFD ha
richiesto quasi 50 anni di lavoro e la “teoria della risposta
lineare” &, ancora oggi, uno strumento efficace in Fisica sta-
tistica. La rilevanza della RFD & dovuta alla sua duplice na-
tura: si tratta di un risultato fondamentale ad un livello
astratto e molto generale che, al contempo, costituisce uno
strumento pratico per ottenere predizioni quantitative.

Al giorno d’oggi, 'avanzamento del potere computaziona-
le e delle tecniche sperimentali ha aperto la possibilita di
investigare la materia a scale inferiori del micrometro, av-
vicinandosi al nanometro. Nuove classi di sistemi, in cui le
fluttuazioni svolgono un ruolo centrale, sono al centro del-
l'attenzione dei ricercatori stimolando la ricerca teorica a
trovare generalizzazioni alla RFD originale per poter esse-
re applicate a stati lontani dall’equilibrio. Un filone di risultati
che & considerato di notevole interesse riguarda le cosid-
dette relazioni di fluttuazione, scoperte inizialmente (con
l'ausilio di simulazioni numeriche) nel 1993 da Evans,
Cohen e Morriss [4] e formalizzate sotto alcune ipotesi ma-
tematiche da Gallavotti e Cohen [5] due anni dopo.

Le relazioni di fluttuazione (cfr. Box E) coinvolgono una
quantita chiamata produzione di entropia (che rappresen-
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BOX E: LE RELAZIONI DI FLUTTUAZIONE

Uno sviluppo recente dello studio delle fluttuazioni in Mec-
canica statistica e costituito dai cosiddetti teoremi o rela-
zioni di fluttuazione, leggermente diversi tra loro a seconda
dei sistemi fisici e delle assunzioni di partenza utilizzate
[4, 5, 7]. Quel che accomuna questi risultati & la possibi-
lita di trattare perturbazioni molto forti e quindi sistemi ar-
bitrariamente lontani dall’equilibrio, a differenza delle
RFD discusse nel testo che sono valide solo in regime di
“risposta lineare” e quindi per perturbazioni piccole. Il prez-
zo da pagare per questa maggior generalita & purtroppo
un minor potere predittivo. Discutiamo brevemente il ca-
so particolare di sistemi sottoposti ad una perturbazione
stazionaria in cui, dopo un transiente iniziale, si raggiun-
ge uno stato statisticamente stazionario con fluttuazioni
Consideriamo, come esempio illustrato in Figura 4 (sini-
stra), un fluido contenuto in un contenitore formato da due
cilindri concentrici (il contenitore ha quindi sezione anu-
lare). Se uno dei cilindri viene messo in rotazione, il flui-
do e sottoposto ad uno sforzo di taglio (cfr. Figura a sini-
stra). Quando la velocita di rotazione & sufficientemente
bassa, il profilo di velocita & stazionario e lineare: vicino
al bordo esterno, il fluido ha la velocita del cilindro rotante;
vicino a quello interno & fermo. Aumentando la velocita,
si puo raggiungere un regime turbolento. In una simula-
zione di Dinamica molecolare & possibile misurare la cor-
rente di impulso trasversale J che percorre il fluido a
partire dal cilindro esterno verso l'interno.

%

Questa corrente equivale alla cosiddetta componente tra-
sversale del tensore degli stress.

Si tratta di una misura dell'irreversibilita del sistema: in-
fatti, filmando I’esperimento e riproducendo il filmato al
contrario, si vedrebbe la corrente (nell’ipotesi di poterla
misurare) procedere nel verso opposto e sarebbe possi-
bile riconoscere quale dei due sensi di riproduzione e
quello naturale. Per questa ragione la misura della cor-
rente & anche una misura della produzione di entropia.
La presenza costante della perturbazione esterna fa si che
ci sia una produzione di entropia che viene continua-
mente bilanciata da un flusso uscente di calore verso il ter-
mostato accoppiato al sistema.

Una simulazione di Dinamica molecolare permette di idea-
lizzare ancora di piti 'esperimento e di prendere in con-
siderazione volumi V molto piccoli, tali da contenere un nu-
mero di molecole dell’ordine del centinaio. In questa si-
tuazione, una media su tempi lunghi della corrente di im-
pulso mostra lo stesso risultato, con una direzione ben de-
finita dovuta all’irreversibilita dell’esperimento. Su tempi
brevi, d’altra parte, si osservano scostamenti dal valor
medio. Se i tempi sono abbastanza brevi e/o il sistema &
abbastanza piccolo, e possibile osservare fluttuazioni del-
la corrente nella direzione opposta a quella media. Que-
sto puo far sospettare una “violazione” del secondo prin-
cipio della Termodinamica, asserzione che non e corretta
in quanto i principi empirici della Termodinamica sono va-
lidi per sistemi formati da un gran numero di molecole.

- Figura 4 Sinistra: schema generale di un esperimento su un fluido in una cella cilindrica. Una delle pareti del recipiente
viene messa in moto con velocita costante. Il fluido a contatto con la parete cerca di seguirne il movimento, propagando al
suo interno una “forza” trasversale (questa propagazione di momento corrisponde alla corrente / indicata in Figura). Destra:
la corrente /,, mediata su un tempo At, se misurata in un sistema piccolo e per valori piccoli di At, & caratterizzata da flut-
tuazioni ampie che possono anche diventare negative. Qui mostriamo la densita di probabilita di queste fluttuazioni: I’area
della regione blu, corrispondente ai valori /,, < 0, indica la probabilita di avere le cosiddette violazioni del secondo principio

della Termodinamica
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Definito un tempo Atz (non necessariamente piccolo) su cui
si misura una media temporale della corrente,

Jar = 2 [ J(s)ds,

e possibile ripetere la misura un grande numero di volte
in modo da ottenere la densita di probabilita P(J,). Un
esempio di questa probabilita e mostrato in Figura 4 (de-
stra) dove in azzurro € stata evidenziata la regione J,, <
0 corrispondente alle cosiddette violazioni del secondo
principio. Nel 1993, Evans, Cohen e Morriss [4] hanno mo-
strato che e valido questo risultato:

che & di notevole interesse e ha preso il nome di relazio-
ne di fluttuazione. Nell’equazione (E.1), C & una costan-
te che non dipende da At o da V ed e calcolabile esplici-
tamente. La quantita CV J, At e, per questo sistema, la

ta la dissipazione sempre presente in un sistema perturbato
fuori dall’equilibrio) e sono valide senza limiti sulla di-
stanza dall’equilibrio. Il ruolo di produzione di entropia e
giocato da diverse quantita a seconda del sistema o del li-
vello di descrizione (microscopico o macroscopico) utilizzato.
Una grande attenzione e stata rivolta all’energia scambia-
ta dal sistema con I’elemento perturbante esterno, ad esem-
pio una “forza” o un termostato aggiuntivo, che porta il si-
stema fuori dallo stato originale. Il vantaggio di una misu-
ra di questo tipo e 'estrema accessibilita sperimentale, se
confrontata con quantita definite “microscopicamente” che
richiedono misure delle traiettorie delle singole molecole.
Per alcune quantita, le relazioni di fluttuazione sono state
verificate sperimentalmente in sistemi “piccoli”, costituiti da
poche migliaia di particelle, come ad esempio delle ma-
cromolecole di interesse biologico. Per sistemi cosi piccoli,
la natura statistica del secondo principio della Termodina-
mica diventa evidente ed e possibile, per brevi intervalli di
tempo, osservare una diminuzione dell’entropia. Nel Box E
mostriamo che la probabilita di fluttuazioni negative della
produzione di entropia, indicate impropriamente come
“violazioni del secondo principio”, diminuisce esponen-
zialmente con I'aumentare della taglia del sistema ed e
pressoché zero quando il sistema & composto da qualche mi-
gliaio di molecole.

Una relazione che si & dimostrata utile al di la del puro in-
teresse teorico, venendo sfruttata in esperimenti sulle bio-
molecole, & quella ottenuta da C. Jarzynski [6] nel 1997 e

“produzione di entropia” di cui discusso sopra. In segui-
to, questa relazione ¢ stata generalizzata e, sotto oppor-
tune ipotesi, e stata anche dimostrata come teorema. Si
puo notare che la relazione (E.1) non determina la forma
della P(J,) ma impone dei vincoli: ad esempio, per il ca-
so della distribuzione gaussiana, il valor medio e la va-
rianza non sono arbitrari ma deve esistere una precisa re-
lazione tra le due quantita [7].

Dalla formula di fluttuazione (E.1) emerge direttamente
il ruolo della taglia del sistema (il volume V') e della du-
rata At della misura, che compaiono nell’esponenziale nel
membro di destra. Appare chiaro quindi che, aumentan-
do Ve/o At, la probabilita di osservare valori negativi del-
la produzione di entropia diminuisce esponenzialmente
e il secondo principio della Termodinamica & salvo per si-
stemi macroscopici. E importante sottolineare che la va-
lidita di relazioni del tipo (E.1) & stata dimostrata per
un’ampia classe di sistemi.

conosciuta come uguaglianza di Jarzynski (JE). Questa re-
lazione permette di calcolare la differenza di energia libe-
ra AF,, tra due stati di equilibrio A e B di un dato sistema,
alla stessa temperatura 7' = 1/k,p). attraverso una misura
di non-equilibrio ripetuta molte volte seguendo sempre lo
stesso protocollo di trasformazione da A a B: si raccolgono
i valori del lavoro W fatto durante la trasformazione e si sti-
ma la densita di probabilita ff/l¥). La JE asserisce che:

+o0
/ exp(—0BW) f(W)dW = exp(—BAF4p). (7)
In pratica, si effettuano NV esperimenti (V >1) portando il
sistema dallo stato A allo stato B, indicando con W, il la-
voro dell’n-esimo esperimento, e si utilizza la formula:

N
1
AFap = —kgT log |:T Z (‘XP(—A’”",.):I. (8)

n=1

Dalla Termodinamica sappiamo che AF,, ¢ il lavoro se la
trasformazione & “quasi-statica”, ovvero se avviene in un
tempo lunghissimo. La JE invece non pone nessun limite al-
la velocita dell’esperimento ma in cambio richiede una pre-
cisione molto buona nella stima della f{T4), in particolare dal-
la parte dei valori negativi W < 0 dove il peso esponenzia-
le ¢ molto grande, obbiettivo non sempre facile da rag-
giungere. F stato comunque mostrato che, in certe condi-
zioni, la JE & il modo pit efficiente per misurare AF . E an-
che interessante notare che la JE ottiene, tramite misure di
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micro—pipetta

4 Figura 5 Una singola bio-
molecola viene allungata tra-
mite una trappola ottica (otte-
nuta con interferenza tra
diversi laser) che tira una
delle estremita della moleco-
la, mentre laltra estremita &
ancorata ad una micro-pipet-
ta. La crescita della distanza L
porta la molecola da una
stato ripiegato A ad uno stato
srotolato B. L’esperimento
viene ripetuto un gran nume-
ro di volte e il lavoro W svolto
in ogni esperimento dalla
“pinza” ottica viene registrato
per determinare f(W) che,
con l’ausilio della formula JE,
equazione (7), permette il cal-
colo della differenza di ener-
gia libera tra i due stati

trappola laser

non-equilibrio, informazioni sul sistema all’equilibrio a dif-
ferenza della RFD che viene principalmente usata al con-
trario. Per questa ragione la JE ha trovato applicazione nel-
lo studio del cosiddetto protein folding (cfr. Fig. 5), cioe nel
processo di ripiegamento della proteina verso la confor-
mazione funzionale finale che dipende dall’ambiente (cioé
dai parametri termodinamici) in cui si trova. La stabilita del-
la struttura “buona” dipende dalla differenza delle energie
libere tra di essa ed altre strutture in competizione. I ri-
cercatori hanno usato una “pinza” microscopica, ottenuta
intrecciando diversi raggi laser, allo scopo di poter muove-
re un’estremita della proteina (che é simile a una catena mol-
to lunga e attorcigliata), mantenendo al contempo l'altra
estremita fissa ad un substrato. La pinza tira la proteina dal-
la sua struttura originale (“nativa”), costringendola ad as-
sumere una struttura alternativa. Un numero molto gran-
de di questi esperimenti, come discusso precedentemente,
permette di poter usare I'equazione (7) per calcolare la dif-
ferenza di energia libera [8].

Le generalizzazioni della RFD a sistemi lontani dall’equili-
brio termodinamico sono state ottenute sia per stati stati-
sticamente stazionari (ad esempio, in fluidi turbolenti o in
materiali granulari sottoposti a forte agitazione), sia per si-
stemi con rilassamenti lenti (gel, paste, liquidi sotto-raf-
freddati, materiali vetrosi e persino vetri veri e propri) che
sono stati della materia di cui ancora non si ha una com-
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prensione completa [10, 11]. In queste situazioni, ad esem-
pio, non esiste una definizione universalmente accettata di
temperatura. Gli sforzi di generalizzare la RFD a questi si-
stemi, che non possono essere descritti in modo esaustivo
dalla Meccanica statistica di equilibrio (ad esempio, i vetri)
hanno portato alla definizione di “temperature dinami-
che”, il cui significato ¢ materia di dibattito. In alcuni casi
¢ stata anche suggerita la possibilita di produrre un nuovo
tipo di termometro, basato sulla RFD e su misure di flut-
tuazione e risposta (cfr. Box F). E stato anche compreso re-
centemente che la correlazione tra velocita di molecole vi-
cine, che sono trascurabili in sistemi all’equilibrio, puo di-
ventare significativa in situazioni lontane dall’equilibrio e
puo portare alla violazione della RFD nella forma usuale.

La scoperta che la RFD funziona al di fuori del contesto ori-
ginale in cui e stata ricavata (cioe la Fisica dei sistemi ha-
miltoniani con molti gradi di liberta) permette di riaffermare
con ancora maggior generalita il principio di regressione di
Onsager discusso in precedenza: il comportamento della ri-
sposta a perturbazioni esterne fornisce lo stesso tipo di
informazioni contenute nelle fluttuazioni spontanee “in-
terne”. Al momento comunque non si ha ancora una esten-
sione rigorosa della RFD a sistemi caotici generici, come ad
esempio il celebre modello di Lorenz che & una schematiz-
zazione semplificata, ma decisamente interessante, della
convezione atmosferica. Il problema di un sistema caotico



e che spesso vive in una regione ristretta dell’intero spazio
accessibile (attrattore strano) e, in seguito ad una pertur-
bazione esterna, puo visitare nuove regioni rendendo me-
no ovvia I'equivalenza tra traiettorie perturbate e traietto-
rie spontanee. In pratica questo problema puo essere tra-
scurato in una gran maggioranza di casi di interesse fisi-
co, a patto che una piccola componente di rumore sia pre-
sente (caratteristica piuttosto comune nel mondo reale).
Leith e Kraichnan, circa 35 anni fa, hanno suggerito che la
RFD poteva essere usata per comprendere i fenomeni cli-
matici come, ad esempio, gli effetti prodotti da cambia-
menti bruschi dei parametri o come la concentrazione del-
la CO2 nell’atmosfera dovuta ad attivita vulcanica o antro-
pica [7]. Il sistema climatico, in realta, ha delle proprieta
che rendono non semplice 'applicazione della RFD:
M a) le leggi che regolano 'evoluzione temporale del sistema
non sono note completamente;
M b) a differenza dei sistemi della Meccanica statistica usua-
le, dove ha senso considerare perturbazioni piccole, in
Geofisica sono rilevanti solo perturbazioni finite;

BOX F: FLUTTUAZIONE-DISSIPAZIONE NEI VETRI
Consideriamo un sistema hamiltoniano, con hamilto-
niana H,, e perturbiamolo con un termine 6/ = -6h(?)B.
Ci si puo domandare quale sia I’effetto di tale perturba-
zione su un’osservabile A. Se ci limitiamo agli effetti li-
neari (piccole perturbazioni), il problema si riduce allo
studio di perturbazioni impulsive applicate al tempo ¢,,
6h(t) = 6(t — t,)6h(¢,), e la quantitd fondamentale e la ri-
sposta:

Kubo ha dimostrato che, se vale la statistica di Boltz-
mann-Gibbs (per esempio per un sistema in equilibrio
statistico), si ha la relazione:

Rapn(ty. 1,

dove

In presenza di equilibrio statistico, le quantita a due
tempi nelle formule precedenti dipendono dalla sola dif-
ferenza ¢, — t;: si parla in questo caso di invarianza per
traslazioni temporali. La (F.2) puo essere vista come un

W c) sono coinvolti molti tempi caratteristici differenti (da
pochi secondi a 103 anni).

I problemi qui esposti non implicano limiti concettuali, da-
to che la generalizzazione appropriata della RFD a pertur-
bazioni non piccole ¢ stata derivata, ma pongono notevoli
ostacoli tecnici dovuti all’estrema complessita della dinamica
del sistema. Ad esempio, il tempo di rilassamento caratte-
ristico di alcune variabili dipende dall’ampiezza della per-
turbazione iniziale. Piccole perturbazioni possono rilassa-
re rapidamente, altre pitt grandi impiegano molto pit tem-
po. Si tratta di un comportamento dovuto alla presenza di
molti gradi di liberta fortemente interagenti che produco-
no a livello macroscopico molte diverse scale di tempo ca-
ratteristico. Ad esempio, i tempi della turbolenza a picco-
la scala e quelli delle correnti oceaniche profonde sono ri-
spettivamente dell’ordine dei secondi e dei millenni. Ci si
ritrova quindi ad affrontare un ulteriore problema: lo stu-
dio dell’effetto di grandi perturbazioni richiede la cono-
scenza di fluttuazioni rare, sparse nel tempo, la cui stati-
stica & necessariamente molto incerta.

modo per definire, e misurare, la temperatura di un si-
stema hamiltoniano all’equilibrio termodinamico.

Il risultato precedente e valido sotto l'ipotesi che il si-
stema sia ergodico e si abbiano “buone” proprieta sta-
tistiche. In pratica, la media temporale di una generica
osservabile coincide con la media sulla misura di pro-

babilita della distribuzione canonica p, di Boltzmann-

Gibbs. Inoltre la dinamica del sistema e in grado di far
dimenticare la distribuzione di probabilita iniziale, fa-
cendola evolvere in un tempo caratteristico (dipenden-
te dai parametri del sistema, in particolare la taglia), ver-
so la distribuzione invariante p;.

Nonostante il grande successo di questo approccio nel-
la descrizione di un’ampia classe di fenomeni, esso pre-
senta dei limiti intrinseci nel caso in cui la dinamica del
sistema in esame mantenga una memoria delle condi-
zioni iniziali per tempi molto lunghi. In molti casi que-
sto regime dinamico e rilevante fisicamente in quanto il
tempo necessario per raggiungere I’equilibrio & macro-
scopicamente lungo, se non addirittura superiore ai
tempi tipici di un esperimento in laboratorio.

Un esempio paradigmatico di questi sistemi sono i ve-
tri: raffreddando queste sostanze a partire dalla fase li-
quida, la Termodinamica prevederebbe il raggiungi-
mento di uno stato solido in cui gli atomi o le molecole
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costituenti si dispongono in un ordine spaziale regola-
re, detto cristallino. Tuttavia il vetro assume piuttosto una
configurazione amorfa e la mantiene per tempi lun-
ghissimi, come testimoniano le vetrate delle cattedrali
medioevali [10, 11].

Ci sono molti esempi di sistemi fisici di questo tipo che
manifestano il loro stato di non-equilibrio rivelando pro-
prietd di memoria molto importanti. E il caso dei siste-
mi che presentano una dinamica detta di invecchia-
mento (aging), la cui risposta ad una perturbazione
esterna rallenta con il passare del tempo o con la dura-
ta della perturbazione. Se prendiamo un pezzo di PVC
(una delle pit comuni plastiche) e lo pieghiamo, esso tor-
nera alla posizione iniziale in un tempo che dipende da
quanto tempo 'abbiamo tenuto sotto sforzo. Alcuni si-
stemi magnetici presentano lo stesso comportamento, do-
ve ora la perturbazione é determinata da un campo ma-
gnetico esterno. In questi casi la dinamica del sistema
non e stazionaria ovvero dipende esplicitamente da al-
meno due tempi: il tempo di applicazione della pertur-
bazione e il tempo di osservazione.

Dal punto di vista teorico, questo comportamento e sta-
to studiato a partire da alcuni modelli inizialmente na-
ti per descrivere materiali magnetici disordinati ma dei
quali si & presto riconosciuto il valore paradigmatico
per i fenomeni vetrosi e complessi. Lo studio di questi
sistemi modello, detti vetri di spin, ha portato all’intro-
duzione di nuovi concetti e strumenti teorici [10, 11, 17,
18]. In particolare, allo scopo di caratterizzare la dina-
mica lenta di queste sostanze, e stato recentemente sug-
gerito uno scenario detto di debole rottura di ergodicita
che delineiamo qui di seguito.

Per un sistema di taglia finita, ovvero con un numero N
di gradi di liberta, la dinamica del sistema dovra sem-
pre condurre all’equilibrio termodinamico. Definita la
funzione di correlazione a due tempi di un osservabile
0, C\(t,. t,) = (0(¢,)O(¢,)), si ha che per N finito limtﬁm
C\(t,, ¢, + 1) = ¢,(1) ovvero a tempi lunghi la dinamica ri-
sulta stazionaria. La funzione c,(7) per r grandi tende
al quadrato del valore di equilibrio medio dell’osserva-
bile O0: lim__,_ ¢,(1) = (0)?. Questo indica semplicemente
che, a tempi molto lunghi, il sistema perde memoria del-
le condizioni iniziali e le correlazioni temporali scom-
paiono. Per un sistema molto grande N > 1, pero, il tem-
po per questa decorrelazione puo essere molto grande
e puo crescere con 'aumentare della taglia N del siste-
ma. Allo scopo di comprendere il regime di non-equili-
brio, si puo tenere conto esplicitamente della taglia del
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sistema /N nella funzione di correlazione Cy(t,. ¢,). I li-
miti in considerazione esplicitamente sono dunque due
€ possono non commutare:

Chiamata C(¢,. ¢,) la funzione di correlazione nel limite
termodinamico, possiamo effettuare il limite asintotico
in diversi modi ottenendo risultati diversi. Ad esempio,
facendo divergere i due tempi in modo da tenere costante
la loro differenza r= ¢, - ¢, si otterra:

Questa C, descrive cosl una dinamica stazionaria del si-
stema (cioé una volta raggiunto uno stato statistica-
mente stazionario) ma che puo non esaurire la descri-
zione della dinamica del sistema. Se difatti si decide di
osservare la dinamica su di un’altra scala di tempi, ad
esempio considerando ¢, = ¢t,, allora il limite asintoti-
co potrebbe condurre a:

E facile comprendere come i due limiti asintotici (F.4) e
(F.5) non siano incompatibili. Infatti, ad esempio, una
funzione del tipo:

soddisfa entrambi i limiti purché C, (1) =lim, . C., (1) =
g. Questa parametrizzazione sembra la piu semplice in
grado di descrivere una delle dinamiche di invecchia-
mento note — la dinamica di non equilibrio di ordinamento
di fase — in cui una lunghezza caratteristica &(¢) descrive
la taglia tipica delle regioni equilibrate del sistema in una
delle fasi di equilibrio in competizione [11, 18]. L'inter-
pretazione pil intuitiva di un tale scenario & la seguen-
te: la funzione Cg,
presenta le fluttuazioni di equilibrio locale del sistema
ovvero le fluttuazioni interne ai domini di fase dovuti al-
la agitazione termica tipiche di un sistema all’equili-

che assume valori tra C(t, t) e q, rap-

brio, come se tutto il sistema fosse in unica fase. A tem-
pi lunghi, pero, si osservano delle deviazioni dovute ai
movimenti delle interfacce tra i domini e alla crescita del-
la lunghezza caratteristica di questi. La correlazione as-
sume valori pit piccoli di g e, per tempi molto lunghi, il
sistema perde memoria della struttura dei domini pre-
senti al tempo ¢, organizzandosi in domini di taglia mol-
to maggiore.




L'aspetto interessante e che il valore della funzione di cor-
relazione, piu che i valori di ¢, e ¢,, determina la scala
dei tempi alla quale stiamo osservando il fenomeno. Se
C e maggiore di g, stiamo osservando la dinamica di qua-
si equilibrio all’interno dei domini di fase mentre, per
valori piu piccoli, si manifesta la dinamica di invec-
chiamento dovuta al movimento delle interfacce.
Poiché non siamo in una situazione di equilibrio termo-
dinamico, non possiamo utilizzare la (F.2). E perd possi-
bile elaborare una teoria basata sulla descrizione della di-
namica non stazionaria che coinvolge la funzione di cor-
relazione a due tempi C(t,, t,) e la risposta del sistema al-
I'applicazione di un piccolo campo magnetico R(¢,, t,). In
questa teoria si ipotizza la validita di una relazione di
fluttuazione e dissipazione di non-equilibrio in cui, al po-
sto della temperatura, compare un fattore X(¢,. ¢,) che
dipende esplicitamente dal tempo:

Per queste dinamiche molto lente, si assume poi che il fat-
tore X dipenda dal tempo solo attraverso la funzione di
correlazione ovvero X(¢,, ¢,) = X[C(t,, t;)]. Questa assun-
zione equivale appunto a considerare, per tempi molto lun-
ghi, la funzione di correlazione come un “orologio” della
dinamica: il valore di C diventa una misura della scala di
tempo in considerazione. Piu precisamente, questo fatto-
re di violazione della relazione di fluttuazione e dissipa-
zione abituale, si definisce (se esiste) come:

Questi risultati hanno aperto un dibattito abbastanza am-
pio sul significato di questa relazione di fluttuazione e
dissipazione di non equilibrio. Abbiamo una generaliz-
zazione del concetto di “temperatura” che, nell’ambito
dei sistemi con aging, € una quantita che dipende dal
tempo di osservazione e in certi casi dal modo in cui &
effettuato I’esperimento. La cedura piu usata consi-
ste nel misurare la risposta integrata:

che coincide con la risposta media ad una perturbazio-
ne “a gradino”, ovvero 6h(¢) = 0 per ¢ < ¢, e 6h(t) = 6h(t,)
per ¢ > t, e I'autocorrelazione (¢, ¢) del sistema non
perturbato. E facile verificare che un grafico parametri-
co in cui si disegnino i punti di ascissa C{(t,. ) e ordinata
x(t,, t) per valori di ¢ > ¢, (a t, fissato) risultera in una
retta di pendenza - se il sistema & all’equilibrio oppu-

re ad una curva con pendenza variabile B(C). La pen-

denza di questo grafico parametrico, in pratica, per-
mette una misura di questa temperatura sperimentale
detta temperatura “generalizzata”. Nella Figura 6 mo-
striamo un esempio di questa misura. W

4 Figura 6 Un esempio di grafico

— Sistema vetroso
— — Sistema all’equilibrio

parametrico x vs. C (risposta integrata
e autocorrelazione): la retta tratteg-
giata rossa é il risultato quando il
sistema é all’equilibrio termodinami-
co, la pendenza della retta (cambiata
di segno) & linverso della temperatura
B; la curva nera invece corrisponde al
caso di un sistema con dinamica lenta
con tempi caratteristici ben separati,
per cui & possibile individuare una
pendenza a grandi valori di C (cioé
tempi brevi), g corrispondente all’in-
verso della temperatura ambiente, ed
una a piccoli valori di C (tempi lunghi)
p da cui si pud definire una tempera-
tura generalizzata 1/8>T
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