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E1 : +E2 : +E3 : =

E1) Consideriamo due urne aventi la seguente composizione iniziale: la prima contiene 2
palline rosse e 1 blu, mentre nella seconda è presente 1 pallina rossa e 2 blu. Si lancia una
moneta regolare e se esce testa si estrae una pallina dalla prima urna, altrimenti si estrae una
pallina dalla seconda. La pallina estratta non viene rimessa nell’urna di provenienza e si effettua
un’altra estrazione con la stessa procedura (cioè si rilancia la moneta per scegliere l’urna).

a) Calcolare la probabilità che la prima pallina estratta sia rossa.

b) Calcolare la probabilità di ottenere una pallina rossa alla seconda estrazione.

c) Sapendo che alla seconda estrazione è uscita una pallina rossa, calcolare la probabilità che
la pallina sia stata estratta dalla prima urna.

N.B. Tutte le risposte devono essere opportunamente giustificate

Soluzione
Indichiamo con Ri, i = 1, 2, l’evento esce rossa alla i-esima estrazione e con Ti, i = 1, 2,

l’evento testa all’i-esima lancio della moneta. Chiaramente P (Ti) = P (si estrae la pallina dalla
prima urna al lancio i-esimo)= 1

2 e P (T ci ) = P (si estrae la pallina dalla seconda urna al lancio
i-esimo)= 1

2 .
a) Abbiamo che

P (R1) = P (T1)P (R1|T1) + P (T c1 )P (R1|T c1 ) =
1

2
· 2

3
+

1

2
· 1

3
=

1

2
.

b) Poniamo
Ω = (T1 ∩ T2) ∪ (T1 ∩ T c2 ) ∪ (T c1 ∩ T2) ∪ (T c1 ∩ T c2 ).

Pertanto

P (R2) = P (R2 ∩ Ω)

= P (R2 ∩ T1 ∩ T2) + P (R2 ∩ T1 ∩ T c2 ) + P (R2 ∩ T c1 ∩ T2) + P (R2 ∩ T c1 ∩ T c2 )

Abbiamo che

P (R2 ∩ T1 ∩ T2) = P (R2 ∩ T1 ∩ T2 ∩ (R1 ∪Rc1))

= P (R2 ∩ T1 ∩ T2 ∩R1) + P (R2 ∩ T1 ∩ T2 ∩Rc1)

= P (R2|T1 ∩ T2 ∩R1)P (T2|T1 ∩R1)P (R1|T1)P (T1)

+ P (R2|T1 ∩ T2 ∩Rc1)P (T2|T1 ∩Rc1)P (Rc1|T1)P (T1)

=
1

2
· 1

2
· 2

3
· 1

2
+ 1 · 1

2
· 1

3
· 1

2
=

1

6

P (R2 ∩ T1 ∩ T c2 ) = P (R2|T1 ∩ T c2 )P (T c2 |T1)P (T1)

1



=
1

3
· 1

2
· 1

2
=

1

12

P (R2 ∩ T c1 ∩ T2) = P (R2|T c1 ∩ T2)P (T2|T c1 )P (T c1 )

=
2

3
· 1

2
· 1

2
=

1

6

P (R2 ∩ T c1 ∩ T c2 ) = P (R2 ∩ T c1 ∩ T c2 ∩ (R1 ∪Rc1))

= P (R2 ∩ T c1 ∩ T c2 ∩R1) + P (R2 ∩ T c1 ∩ T c2 ∩Rc1)

= P (R2|T c1 ∩ T c2 ∩R1)P (T c2 |T c1 ∩R1)P (R1|T c1 )P (T c1 )

+ P (R2|T c1 ∩ T c2 ∩Rc1)P (T c2 |T c1 ∩Rc1)P (Rc1|T c1 )P (T c1 )

= 0 · 1

2
· 1

3
· 1

2
+

1

2
· 1

2
· 2

3
· 1

2
=

1

12

In conclusione abbiamo che

P (R2) =
1

6
+

1

12
+

1

6
+

1

12
=

1

2
.

c) La probabilità cercata si ottiene come segue

P (T2|R2) =
P (R2 ∩ T2)

P (R2)

=
P (R2 ∩ T2 ∩ (T1 ∪ T c1 ))

1
2

=
P (R2 ∩ T2 ∩ T1) + P (R2 ∩ T2 ∩ T c1 )

1
2

=
1
6 + 1

6
1
2

=
2

3
.

2



E2) Siano X ed Y due v.a. indipendenti ed esponenziali di parametro λ > 0. Consideriamo
la v.a. doppia

(U, V ) = (X + Y, eX).

a) Determinare la funzione di densità di (U, V ).

b) Verificare che la funzione ottenuta al punto a) sia una densità.

c) Calcolare E(V |U = u).

N.B. Tutte le risposte devono essere opportunamente giustificate

Soluzione
a) Osserviamo che U = g1(X,Y ) = X + Y e V = g2(X,Y ) = eX . Le funzioni u = g1(x, y) =

x+y e v = g2(x, y) = ex, definite su {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}, determinano una trasformazione
biunivoca (quindi invertibile) (g1, g2) tale che{

u = g1(x, y) = x+ y

v = g2(x, y) = ex
⇐⇒

{
x = h1(u, v) = log v

y = h2(u, v) = u− log v

Si ha inoltre che h1(u, v) e h2(u, v) sono definite su {(u, v) ∈ R2 : log v > 0, u− log v > 0} =
{(u, v) ∈ R2 : u > 0, eu > v > 1}. Inoltre il determinante Jacobiano diventa

|J | =
∣∣∣∣ ∂x∂u ∂x

∂v
∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0 1
v

1 − 1
v

∣∣∣∣ = 1/v, per v > 1.

Pertanto applichiamo il Teorema dello Jacobiano ed otteniamo

fU,V (u, v) =

{
fX,Y (log v, u− log v)|J |, log v > 0, u− log v > 0

0, altrimenti

=

{
fX(log v)fY (u− log v)|J |, log v > 0, u− log v > 0

0, altrimenti

=

{
λ2e−λu 1

v , u > 0, eu > v > 1,

0, altrimenti

b) E’ immediato notare che fU,V (u, v) ≥ 0,∀(u, v) ∈ R2. Inoltre∫∫
R2

fU,V (u, v)dudv =

∫ +∞

0

(∫ eu

1

λ2e−λu
1

v
dv

)
du

=

∫ +∞

0

λ2e−λuudu

= λ

∫ +∞

0

uλe−λudu = 1

dove l’ultima passaggio segue, ad esempio, osservando che l’integrale è la media di una v.a.
esponenziale; ovvero 1/λ.

c) Determiniamo la densità condizionata fV |U (v|u). Abbiamo che per u > 0

fU (u) =

∫
R
fU,V (u, v)dv

3



=

∫ eu

1

λ2e−λu
1

v
dv

= λ2e−λuu

Pertanto

fV |U (v|u) =
fU,V (u, v)

fU (u)
=

1

vu
, u > 0, eu > v > 1.

In definitiva la media condizionata diventa

E(V |U = u) =

∫
R
vfV |U (v|u)dv =

∫ eu

1

1

u
dv =

eu − 1

u
, u > 0.

4



E3) Consideriamo una successione {Xn, n ≥ 1} di v.a. indipendenti ed uniformemente dis-
tribuite nell’intervallo (0, 1). Sia

Yn =

√
1−max(X1, X2, ..., Xn)

n
, n ≥ 1.

a) Studiare la convergenza in distribuzione della successione {Yn, n ≥ 1}.

b) Cosa possiamo affermare sulla convergenza in probabilità di {Yn, n ≥ 1}?

N.B. Tutte le risposte devono essere opportunamente giustificate

Soluzione
a) Osserviamo che Yn ∈ (0, 1/n) q.c. Per y ∈ (0, 1/n) abbiamo che

FYn
(y) = P (

√
1−max(X1, X2, ..., Xn) ≤ ny)

= P (max(X1, X2, ..., Xn) ≥ 1− (ny)2)

= 1− [FXn
(1− (ny)2)]n

= 1− [1− (ny)2]n

Quindi

FYn
(y) =


0, y < 0,

1− [1− (ny)2]n, 0 ≤ y < 1/n,

1, y ≥ 1/n.

Osserviamo che limn→∞[0, 1/n) = {0} e che limn→∞[1/n,∞) = (0,∞). Pertanto

lim
n→∞

FYn
(y) =

{
0, y ≤ 0,

1, y > 0,

da cui segue

lim
n→∞

FYn(y)
(∗)
= FY (y) =

{
0, y < 0,

1, y ≥ 0.

dove l’uguaglianza (∗) è valida per y 6= 0 e Y = 0 q.c., cioè Y ∼Deg(0). In conclusione

Yn
d→ 0.

b) Dalla teoria sulla convergenza di v.a. sappiamo che il risultato ottenuto al punto a) implica
anche la convergenza in probabilità alla degenere in 0. Quindi

Yn
p→ 0.
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