PROBABILITA’
Seconda prova di Esonero del 09/01/2017
Corso di laurea in SG e SES

’ Cognome : Nome : Matricola :

[E1: +E2: = |

El) Sia X una v.a. con distribuzione uniforme nell’insieme {—1,0,1} e Y un’altra v.a.,
indipendente da X, con funzione di densita fy (y) = 3y*I(o1)(y).

a) Sia Z = (1 — |X])(2+Y). Determinare la funzione di ripartizione di Z e rappresentarla
graficamente. Stabilire se Z ammette funzione di densitd, motivando la risposta, e in caso
affermativo determinarla.

b) Sia W = (1+ |X|)(2+Y). Determinare la funzione di ripartizione di W e rappresentarla
graficamente. Stabilire se W ammette funzione di densita, motivando la risposta, e in caso
affermativo determinarla.

N.B. Tutte le risposte devono essere opportunamente giustificate

Soluzione

a) Dato che (1 — |X|) € {0,1} q.c. e (247Y) € (2,3) q.c. segue che Z € {0} U (2,3) q.c.
Pertanto possiamo affermare che Fz(z) = 0 per z < 0 e Fz(z) = 1 per z > 3. Fissato z € [0,3)
abbiamo che

Fy(s) = P(Z < 2) = P((1— X2+ Y) < %X € {~1,1}) + P((1— |X[)2 4 V) < 2, X — 0)
PO<z,Xe{-1,1})+P2+Y <2z, X =0)
2

(X € {~1,1}) + P(Y < z — 2)P(X =0)

1
=24 P(Y<z-2
3 T3PV =2-2)

E’ necessario distinguere due casi. Per z € [0,2) abbiamo che P(Y < z — 2) = 0, mentre per
z €[2,3) si ha

z—2
P(YSZ—Z):/ 3yidy = (2 — 2)3
0

In conclusione

0, z <0,
2
£ 0<2z<2
Fy(z)={7% - ’
z(2) 246220 9<sas,
1 z > 3.

La v.a. Z & una mistura di v.a. Infatti in 0 la funzione di ripartizione ha un un salto e
P(Z =0) = Fz(0) — Fz(07) = P(X € {-1,1}) = 2. Pertanto Z non ammette funzione di
densita.

b) Dato che (14 |X]|) € {1,2} qc. e (24+7Y) € (2,3) q.c. segue che W € (2,3) U (4,6)
q.c. Pertanto possiamo affermare che Fy (w) = 0 per w < 2 e Fyy(w) = 1 per w > 6. Fissato
w € [2,6) abbiamo che

Fw(w)=P(W <w) =P((1+|X)2+Y) <w, X € {~1,1}) + P(1+|X)2+Y) < w, X =0)



:P(Yg“’2_4,Xe{—1,1})+P(ng—2,X=0)
—4
= P(X € {-1,1})P (Y < “’2> +P(Y <w-2)P(X =0)
2 w—4 1
=cp(ly< 2} 1Py <w-2
3 ( =" >+3 Y<sw-2)
Per w € [2,3) si ha P (Y < “3%) =0 e quindi
1 3
Fiy(w) = 5(w—-2)

Per w € [3,4) siha P (Y < 274) =0e P(Y <w—2) =1dacui

2
Ricapitolando

0, w < 2,

(w —2)3, 2<w<3,
Fy (w) =S £, \ 3<w< 4,

1., 2 (w—4

3+3(%)7, 4<w<6

1 w > 6.

La funzione di ripartizione Fy, soddisfa le condizioni del teorema fondamentale del calcolo in-
tegrale (cioé Fyy & continua su R ed ammette derivata continua q.0.) e quindi W & assolutamente
continua ed ammette densita data da

(w—2)2, 2<w<3,
fur(w) = Fy(w) = (212, 4<w<s,

0, altrove.



E2) Consideriamo X ~ Un(0,2) e una successione di v.a. indipendenti (Y},),>1, le quali sono
anche indipendenti rispetto ad X, dove Y;, ~ Esp(\,).

a) Studiare la convergenza in distribuzione della successione di v.a. (Z,,)n>1 con Z, = X/Y,,,
supponendo che per n — co: 1) A\, — %; 2) Ay, — o0.

b) Studiare la convergenza in distribuzione della successione di v.a. (V;,)n>1 dove

Y1 Yk —EYg)

V,=¢e n ,

supponendo A\, = n.
N.B. Tutte le risposte devono essere opportunamente giustificate

Soluzione
a) Notiamo che Z,, € (0,00) q.c. e che la densita congiunta di X e Y,, ¢ data da

1 _
f(xvy) = 5)‘716 AnyI(O,Q)X(O,OO)(xuy)

Pertanto per z > 0

X
Fz.(2)=P < < z> = // f(z,y)dxdy
Y, {(z,y)ER2:0<z<2,y>0,x/y<z}

2 [ee) 1
/ / Ane MYy | Sda
0 x/z 2
1 [? .
= 7/ e MEidr
2 Jo

z 2
== (1= *Anz>
2 ( c

F(z)==z (1 — e_%> Iio,00)(2), €A — %

0, se \, — 00

Pertanto

n—roo

. . d X
da cui possiamo concludere che Z,, — Z dove Z é una v.a. con f.r. data da F' se \,, — %, mentre
non converge in distribuzione se \,, — co.
b) Osserviamo che

S (Vi = BY:) _ Vit .4 Yn— (EYi+ ..+ EY,)
n n

la cui convergenza in probabilita puo essere studiate, qualora tutte le condizioni siano verificate,
mediante la legge dei grandi numeri. La successione (Y;,),>1 € costituita da v.a. indipendenti ma
non identicamente distribuite; pertanto dobbiamo verificare che le ipotesi del Teorema di Cebicev
siano valide nel nostro caso. Abbiamo che E(Y,) = 1/\, = 1/n e Var(Y,) = 1/)\2 = 1/n?.
Inoltre
) n o0 1
nl;r{:o];Var(Yk) = kzz:l 7z <%

essendo quest’ultima una serie armonica convergente; pertanto

22:1 Var(Yy)

5 — 0, n— oo
n



Si ha in definitiva

22:1()/16 - EYk) & 0
n

da cui segue, dalla proprieta della convergenza in probabilitd per funzione continue, che

che implica



