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1. Analisi dimensionale

1.1. Periodo di un pendolo *

Mediante considerazioni dimensionali determinare la dipendenza della frequenza di oscil-
lazione f di un pendolo inizialmente in posizione verticale dai parametri rilevanti per il
problema, ossia

o la lunghezza ¢ del pendolo
o la sua massa m
o l'accelerazione di gravita g

o la velocita iniziale vg

Soluzione

I parametri in gioco sono la massa del pendolo m, la sua lunghezza ¢, I'accelerazione

.....

dimensioni di un tempo, cioé

[mPgrvy] = MOLPHOHT=2=0 — (1.1.1)
Otteniamo il sistema
a =
B+~v+d6 = 0
—2y—-96 =1

che puo essere risolto nella forma

a = 0
1—96
B = 2
1496
T = 2

con ¢ arbitrario. Quindi qualsiasi combinazione del tipo

N
e N (G AR
£re 2U°_<€g> \ﬁ

[SIY



1.1. PERIODO DI UN PENDOLO «

ha le dimensioni di un tempo. La soluzione per il periodo sara quindi della forma
2 l
T=f (”’) - (1.1.2)
tg) \l 9
dove f é una funzione arbitraria del parametro adimensionale

2

(%
I =2
1 Eg

Questa funzione esprime una possibile dipendenza (che in effetti esiste) del periodo di
oscillazione di un pendolo dalla sua ampiezza. Il principio di isocronia delle oscillazioni,
valido approssimativamente per piccole ampiezze, ci dice che

lim f(z) =C (1.1.3)

x—0

dove C' & una costante strettamente maggiore di zero. Risolvendo le equazioni del moto
si troverebbe che la formula ¢ corretta, e che C = (27r)_1.
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1.2. STUDIO SPERIMENTALE DEL PERIODO DEL PENDOLO *

1.2. Studio sperimentale del periodo del pendolo *

Per studiare sperimentalmente la dipendenza del periodo del pendolo dai suoi parametri
si fanno 50 diversi misure, variando le caratteristiche del pendolo e la sua velocita iniziale.

Il pendolo viene sempre lanciato dalla posizione verticale.
Le misure sono riportate nella tabella posta di seguito (che per convenienza é pos-
sibile scaricare in formato ASCII all’indirizzo http://www.df .unipi.it/"cella/ueg/

PENDOLO . dat).
Si chiede di

o Rappresentare in un grafico il periodo 7T in funzione di

l/g

o Trovare due combinazioni adimensionali indipendenti di T, g, vg, £ € m e rappre-
sentare la prima in funzione della seconda su un grafico.

o Commentare il risultato dei due grafici precedenti. Dire in particolare se quanto
ottenuto ha qualche relazione con la funzione f(x) definita nell’Esercizio

o In alcuni dei casi considerati il pendolo stava compiendo “piccole” oscillazioni?
Come sarebbe possibile dare una risposta quantitativa?

| # misura | vo (ms™!) | £(m) [ m(kg) | T (s) |

1 0.10 6.72 2.28 5.22
2 0.21 1.42 8.84 2.41
3 0.95 9.37 8.69 6.23
4 1.10 6.10 6.81 5.05
5 1.72 9.06 8.68 6.19
6 2.09 9.03 0.48 6.22
7 1.29 2.33 8.07 3.18
8 1.67 3.61 5.79 3.96
9 2.11 3.52 6.92 3.96
10 3.57 9.5 2.09 6.51
11 2.86 4.54 4.33 4.54
12 4.30 9.44 4.79 6.57
13 5.11 9.98 9.62 6.83
14 4.82 8.67 5.36 6.37
15 4.91 6.87 1.41 5.74
16 5.30 7.14 6.05 5.89
17 3.77 3.17 4.79 3.96
18 6.84 9.52 9.89 6.89
19 6.43 7.76 3.26 6.26
20 4.04 2.69 9.66 3.72
21 7.54 8.71 0.55 6.73
22 3.02 1.23 1.15 2.56

@ose
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1.2. STUDIO SPERIMENTALE DEL PERIODO DEL PENDOLO *

23 8.00 7.84 7.04 6.51
24 5.46 3.52 6.44 4.38
25 9.39 9.12 2.27 7.15
26 7.49 5.63 6.15 5.64
27 7.15 4.72 6.76 5.21
28 9.10 6.78 9.49 6.35
29 9.35 7.08 8.76 6.50
30 8.95 5.84 7.95 6.00
31 8.17 4.58 8.60 5.37
32 9.83 6.12 3.74 | 6.29
33 5.48 1.82 9.53 3.46
34 6.97 2.70 1.17 | 4.30
35 9.49 4.86 2.52 5.80
36 9.94 5.05 7.35 5.99
37 4.98 1.19 1.14 2.96
38 2.60 0.31 9.42 1.53
39 8.16 2.82 747 | 474
40 6.11 1.51 1.71 3.53
41 8.99 3.10 6.35 5.17
42 9.80 3.62 7.35 5.63
43 5.94 1.25 5.67 3.41
44 6.70 1.49 1.80 3.87
45 8.73 2.50 0.29 5.06
46 4.59 0.65 2.54 2.7
47 7.94 1.85 2.13 4.81
48 8.47 2.05 3.09 5.24
49 7.47 1.49 6.25 5.14
50 6.28 1.04 9.55 4.50

Soluzione

Il periodo T misurato é rappresentato in funzione del valore di y/¢/g in Figura .
Per il secondo grafico richiesto una possibile scelta di parametri adimensionali indipen-
denti é

g
o = 7,/2
¢

Vo

n, = —
Vg

e il valore di II ricavato dai dati é rappresentato in funzione di Il in Figura [I.2
La combinazione II; ¢ il periodo misurato in unitd /¢/g, invece II; ¢ la velocita
misurata in unita /g¥¢.
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1.2. STUDIO SPERIMENTALE DEL PERIODO DEL PENDOLO *

8 T T T T T T T T T | T | T
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172
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Figura 1.1.: I periodi 7; in funzione di 1/¢; /g per i dati in tabella (cerchi). Per confronto,
¢ riportata la retta T' = 2mw+/{/g.

Osservando i due grafici si nota che nel primo (Figura i dati non si dispongono su
un’unica curva, cosa che accade per il secondo (Figura .

La ragione di questo & che, come & possibile vedere studiando il moto del pendolo (o
come possiamo dedurre dall’analisi dimensionale condotta nell’Esercizio , il periodo
& proporzionale a \/% solo per piccole oscillazioni. In quel particolare regime si puo

dimostrare che vale la legge
l
T =2m/— 1.2.1
\ﬂ (12,0

rappresentata in Figura dalla retta rossa. Come si vede alcuni dati corrispondono
alla ((1.2.1), negli altri casi il periodo é sistematicamente maggiore.

Nel secondo grafico vediamo che i dati si allineano apparentemente su una curva ben
definita. In effetti 'analisi dimensionale ci dice che per i parametri adimensionali che
abbiamo scelto deve valere (vedere I'Equazione ([1.1.2)))

Il = f(113)

e quindi abbiamo rappresentato nel grafico la funzione y = f(x2). Nel limite IT; — 0 che
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1.2. STUDIO SPERIMENTALE DEL PERIODO DEL PENDOLO *

14 T T [

12— — II=2m —

10 — P |

O | | |
0 1 2

I,

Figura 1.2.: Il valori II; ricavati dai dati in tabella in funzione dei valori I1y;. Per confronto
é riportata in rosso la costante 2.

corrisponde alle piccole oscillazioni vediamo che

i,/ (1) =27

in accordo con le considerazioni precedenti. Per quantificare tutto questo basta osservare
dal grafico in Figura che il valore di II si allontana da 27 tanto pitt quanto maggiore
& 1l valore di II;.
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1.3. PENDOLO SULLA LUNA *

1.3. Pendolo sulla luna x

Un pendolo di massa m = 10~ kg e lunghezza ¢ = 1 m viene lanciato sulla terra (g =
9.822ms~?) dalla posizione di equilibrio con una velocita iniziale vg = 5 ms~!. In queste
condizioni il periodo di oscillazione & T' = 2.1s. Sulla superficie della luna 'accelerazione
gravitazionale vale 1.625 ms™2. Determinare sulla base di argomenti dimensionali come
potrebbe essere costruito un nuovo pendolo e come dovrebbe essere lanciato (cioé quali
valori dovrebbero avere ¢, m, vy) per ottenere lo stesso periodo di oscillazione.

Soluzione

Riprendendo ’analisi svolta nell’esercizio [1.1] sappiamo che vale
ros ()1
tg) \ g

1.625
=22 ~01
9822 = 010

Dato che il periodo deve essere lo stesso, dovremo scegliere dei nuovi parametri ¢/, m’ e

v in modo da avere
pRY S p (Y
lg g vq g

Dato che non conosciamo la forma di f(z), dobbiamo imporre separatamente le due
condizioni

Sulla luna vale ¢’ = \g, dove

g/
g
2
% v
gg élgl

Come si vede la massa non gioca alcun ruolo. Invece dalla prima relazione segue che

o Q|

!
¢ =%0=x
g

e sostituendo nella seconda abbiamo

K/g/
12 2 2,2
vy = ——v5 = A0
0 7g 0 0
Di conseguenza possiamo scegliere la massa arbitrariamente, ma dobbiamo ridurre la
lunghezza del pendolo e la velocita iniziale di un fattore A (circa 1/6). Notare che

2
Yo
— ~ 254
gl

e quindi non ci aspettiamo di essere nel regime di piccole oscillazioni, nel quale potremmo
trascurare la dipendenza del periodo dalla velocita iniziale.
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2. Vettori

2.1. Triplo prodotto vettoriale

Dimostrare I’'identita .
aA(bAa):(a-ab—(a-b)a (2.1.1)

Soluzione

Supponiamo che i vettori b e ¢ siano paralleli. Potremo allora porre b = \¢. Sostituendo
otteniamo

NGA(EAE) =N@-&)E—\d o) ¢ (2.1.2)

che & banalmente verificata. Se invece b e ¢ sono linearmente indipendenti potremo
scrivere

aA(EAa):A(5A5)+BE+ca (2.1.3)

dove A deve essere uno scalare dipendente linearmente dal solo @, B uno scalare di-
pendente linearmente da bece C uno scalare dipendente linearmente da a e b. Non
& possibile costruire uno scalare dipendente linearmente dal solo @. Invece possiamo
prendere B proporzionale a @ - ¢ e C proporzionale a @ - b. Quindi

6A<5A5>2k1(6-é)5+k2<&’-5)8 (2.1.4)
dove kq e ko sono costanti numeriche. Prendendo b = & troviamo
0:k1(5.5)5+k2 5~5>5 (2.1.5)

N>
>
—~~
<
>
N>
S~—
Il
3

=
—~
N>
N>
S~—
<y

\
RA

s
—
IS
N3
N—
N>

(2.1.6)

cioé
ZANT =Ky (2.1.7)

da cui k1 = 1.
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2.2. MATRICE DI ROTAZIONE * * %

2.2. Matrice di rotazione % x x

Scrivere esplicitamente la matrice R che rappresenta una rotazione di un’angolo 6 attorno
ad un asse determinato dal versore n. Questo significa che dato un vettore ¥ qualsiasi

— —
U = Rv

rappresenta il vettore ruotato. Considerare in particolareicasin =2, n =g e n = Z.

Soluzione

Come ¢ implicito nel fatto che pud essere rappresentata con una matrice, la rotazione
& un’operazione lineare. Cerchiamo quindi di determinare il piti generale vettore legato
linearmente a ¥, tenendo presente che abbiamo a disposizione solo 7. e 6 per costruirlo.
Esso dovra percio essere della forma,

7 = A(#,0,0) 7+ B (7,0) 7+ C (7, 0) A AT

dove A, B e C dovranno essere degli scalari. Infatti ¥ e n A ¥ sono gli unici due vettori

linearmente indipendenti che é possibile costruire, dato che oggetti piti generali come

nA (7 A D) e simili si riducono ad essi utilizzando I'identita dimostrata nell’Esercizio (2.1)).
Veniamo adesso ai tre scalari. A dovra essere lineare in v, e quindi della forma

A((n,0,0)=a(@)n v
mentre dovra essere B(n,0) =b(0) e C (n,0) = c¢(0). Di conseguenza
T=a(®)(n-0)n+bO)T+c(@)ANT

Possiamo adesso determinare le funzioni a, b e ¢ considerando alcuni casi particolari.
Anzitutto, se ¥ = fn dovra essere anche @ = 7, dato che la rotazione lascia invariato
un vettore allineato con I'asse di rotazione. Sostituendo otteniamo

e quindi a +b=1.
Consideriamo adesso n = 2 e n = Z. Abbiamo

<y
Il
S
—
e
~—
8
+
o
—
e
S~—
N>
>
ISH
Il
S
—
e
~—
IS
+
o
—~~
e
N—
<

ma sappiamo che se applichiamo una rotazione di un angolo § attorno all’asse Z il versore
Z diviene
T — cos 0T + sin 0y
di conseguenza
cosOF +sinfy =b(0)z+c(0)y
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2.2. MATRICE DI ROTAZIONE * * %

e quindi
b(#) = cosb
c(@) = sinf
Il risultato finale &
¥ = [1 - cosb] (i - ¥)~+ cos O + sinOn A T

Determiniamo adesso la matrice R che corrisponde a questa trasformazione. Rendendo
espliciti gli indici abbiamo

v; = [cos 081, + (1 — cos 0) ning| vy, + sin Ge;jpn v,
dove si sottoindende la somma sulle coppie di indici ripetuti. Di conseguenza
Ri, = [cos 861 + (1 — cos 0) nynyg| + sin fe;jn;

ed esplicitamente

cos @ + (1 — cos ) n? —sinfn, + (1 —cosf)nyn, sinfny + (1 —cosf) nyn,
R = sinf@n; + (1 — cos ) n.n, cosf + (1 — cos ) n? —sinfng + (1 — cos0) nyn;
—sinfny + (1 —cosf)ngn, sinbng, + (1 — cosb) nyn, cos ) + (1 — cos ) n?

Consideriamo adesso i casi particolari richiesti. Per 1 = % vale ny, = 1, ny, =n, =0e
quindi

1 0 0
R = 0 cosf —sinf
0 sinf cosd

Analogamente per 7 = § abbiamo n, =1 e n, = n, = 0, quindi

cos@ 0 sinf
R = 0 1 0
—sinf 0 cosf

Infine per 1 = 2, dan, = 1 e n, = ny = 0 segue

cos —sinf 0
R = sinf cosf O
0 0 1
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2.3. IL PRODOTTO VETTORIALE COME OPERATORE «

2.3. Il prodotto vettoriale come operatore *

Dato un vettore fissato &, possiamo definire una funzione che agisce su un vettore qualsiasi

v e lo trasforma in un altro
fa(@)=dAT

Si tratta di una funzione lineare (dimostratelo), che quindi puo essere rappresentata
dall’azione di una matrice che chiameremo €2z su ¢

fa(0) = Qg v
Determinate esplicitamente gli elementi di €.

Soluzione

La linearita si verifica immediatamente:

f@(@(i—i—ﬁg) = dz’/\(a&'—i—ﬁg
AN

= aldANa+pLIAD
= afz (@) + B[z b)
Scriviamo 'equazione che definisce 23, cioé
QU=0AT
rendendo esplicite le componenti abbiamo
Dez Qzy Qa2 Vg Wyl — WUy
Que Qyy Q. Uy = WyUp — Wply
Qe Doy Qo v, Wrly — WyUy

e confrontando le due espressioni vediamo che deve essere

0 —w. wy
Qs = Wy 0 —wy
—Wy Wy 0
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3. Cinematica

3.1. Profondita di un pozzo *x

Per determinare la profondita di un pozzo si lancia un sasso al suo interno, e si misura
dopo quanto tempo si sente il suono dell’urto sul fondo. Detta vs = 340m/s la velocita del
suono e 7 = 2 s il tempo misurato determinare tale profondita. Che errore si commette
trascurando l'effetto della velocita finita del suono?

Soluzione

Il tempo 7 ¢ dato dalla somma del tempo di caduta 7. per il sasso e del tempo impiegato
dal suono 75 per tornare all’osservatore. La caduta avviene, trascurando gli attriti, con
moto uniformemente accelerato quindi

L
h= 597¢
cioe .
2h
Te=4]—.
[Y
Il suono si muove con velocita costante, quindi
h
Te = —.
Us

Il tempo misurato sara dunque

2h  h
T=Tce+Ts=y/— +—.
g Vs

Questa ¢ un’equazione di secondo grado nell’incognita v/h

22
h+ &\/E—USTZO
g

che ammette come unica soluzione accettabile (perché positiva)

2 2 2
N Y L S V4 (3.1.1)

2 "\ 29 Ll i
Vs
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3.1. PROFONDITA DI UN POZZO **

Sostituendo i valori numerici abbiamo

TV g/2

1 2
+ o1+
2 Vs

N =

~

~

4.43 m1/?

1.03

e quindi h = 18.5m. Trascurare la velocita finita del suono equivale a porre uguale a 1
il denominatore della Eq.(3.1.1)) , e quindi ad una correzione del 6%.

@loce) 2%
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3.2. LUNGHEZZA DI UNA TRAIETTORIA *x

3.2. Lunghezza di una traiettoria »*

Una particella si muove nel piano in un’orbita descritta da

—

R(t) = aé, coswt + bé, sinwt .

Mostrare che si tratta di un’orbita ellittica, calcolare il tempo necessario per un’orbita
completa ed esprimere la sua lunghezza come integrale definito (senza calcolarlo).

Soluzione

Possiamo riscrivere la legge oraria nella forma

xz(t) = acoswt
y(t) = bsinwt
da cui segue
2 2
€z Y
T AR
a? + b2

che rappresenta una ellisse avente gli assi coincidenti con quelli coordinati, di lunghezza
2a e 2b. Il tempo necessario a percorrere una intera orbita é chiaramente il periodo di
R(t), ossia

27

T="
w

Per quanto riguarda la lunghezza, possiamo calcolare la velocita:

—

V(t) = —awsinwt é; + bw coswt &,

e integrare il suo modulo nel tempo per un periodo:

T T
‘= / \V(t)|dt = / Va2w? sin? wt + b2w? cos? wt dt
0 0

27
= \/a2 sinZu + b2 cos2 udu .
0

Questo integrale non si esprime in termini di funzioni elementari, a parte il caso banale
a = b (traiettoria circolare) nel quale si trova ¢ = 27a.
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3.3. RAGGIUNGERE UN OGGETTO CHE ACCELERA %

3.3. Raggiungere un oggetto che accelera *x

Un’automobile parte da ferma con moto uniformemente accelerato, e accelerazione a.
Dopo un tempo 7 si lancia un proiettile che si pud supporre in moto con velocita costante
vg. Determinare la minima velocita vy necessaria a colpire 'automobile, in funzione di a
e 7. Si puo considerare il moto puramente unidimensionale.

Soluzione

Le leggi orarie di automobile e proiettile si possono scrivere nella forma
L 9
s4(t) = zat
alt) =5
sp(t) =wvo(t — 7).
Proiettile e automobile si incontrano al tempo determinato da sa(t) = sp(t), con t > 7.
Il tutto é rappresentato graficamente in Figura [3.1

50._8

40

30

20

10

Figura 3.1.: Figura per il problema.

Abbiamo quindi

L 9

§at —v(t—7)=0.

La velocita minima corrisponde alla condizione di tangenza tra retta e parabola,
A =3 —2avgT =0

cioé vg = 0 oppure vg = 2a7. La prima possibilita corrisponde a un tempo t = 0, e
quindi deve essere esclusa. La seconda corrisponde a

2 —4r(t—7)=0
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3.3. RAGGIUNGERE UN OGGETTO CHE ACCELERA %

cioé
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3.4. MOTO PERIODICO IN UN PIANO A VELOCITA NOTA *x

3.4. Moto periodico in un piano a velocita nota *x

Una particella si muove in un piano orizzontale e al tempo ¢ = 0 si trova nell’origine. Le
velocita agli istanti successivi sono rappresentate nei grafici in Figura che si ripetono
periodicamente. Trovare la traiettoria.

Uy v

Figura 3.2.: Figura per il problema. Le velocita sono rappresentate solo trat =0et =T,
in seguito si ripetono periodicamente. La velocita massima € vy,q;.

Soluzione

Il moto ¢ identico nella direzione x e in quella y. Inoltre la velocita é sempre non negativa.
Di conseguenza la traiettoria sara la semiretta

=1y, z>0.

Piu in dettaglio, trat =0 e t = T'/2 avremo

1
r = —at?
2
1
Yy = §Qt2
con
Av  2Uman
a=—
At T
Trat=T/2 et =T avremo
_ T, TN L (T 2
r = 4'Umax Umazx 5 2& B
_ T, LT L, TN
Yy = 4vmax Umazx 9 2a B

e analogamente negli intervalli successivi.
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3.5. VERTICI DI UN POLIGONO % » %

3.5. Vertici di un poligono x x x

N punti materiali sono inizialmente posti nei vertici di un poligono regolare con N lati,
a una distanza R del centro. Istante per istante ciascun punto di muove con velocita
costante v nella direzione del successivo preso in senso orario. Trovare le traiettorie di
ciascun punto.

Figura 3.3.: Figura per il problema, nel caso N = 6.

Soluzione
Ad ogni istante possiamo scrivere la velocita di un punto nella forma
U =ré + rbéy

ma per ragioni di simmetria i punti saranno sempre ai vertici di un poligono regolare,
ruotato e contratto rispetto al precedente. Allora dovra essere

r = —vCos«
rd = wvsino

dove « ¢é 'angolo tra la velocita e il vettore che unisce il centro del poligono con il vertice

considerato,
1 1
a=7m|=——1].
2 N

Dalle due equazioni otteniamo subito

T r6
+ =
cosa  sina
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3.5. VERTICI DI UN POLIGONO % » %

ossia

da cui

e integrando

taunozf =0
r
d d
tanaalogr = —aH
logr = — 0+C
tan «

Imponendo le condizioni iniziali abbiamo infine

1
r = 7"06_ tan o (9_00)

che descrive una spirale. Notare che questa si restringe verso il centro tanto piu lenta-
mente quanto pitt N é grande. Nel limite N — oo il poligono diviene una circonferenza,
e ciascun punto si muove su una traiettoria circolare.

@ose
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3.6. FARFALLE KAMIKAZE * % %

3.6. Farfalle kamikaze x x %

Per spiegare il motivo che porta una farfalla notturna a cadere a spirale sulla fiamma
di una candela, si puo fare 'ipotesi che normalmente esse facciano riferimento alla luce
della luna per guidarsi, mantenendo costante ’angolo tra la direzione di provenienza di
questa e la propria direzione di volo. Mostrare che questa é una strategia suicida se la
luce di riferimento é quella di una fiamma vicina. Perché invece funziona se la luce é
molto lontana?

Soluzione
Possiamo scrivere la velocita nella forma
U= Ré, + RAéy = —vcosaé, + vsin aéy

dove v ¢ il modulo della velocita (non necessariamente costante) e o ’angolo fissato tra
la direzione del moto e la direzione della sorgente. Da questo segue

R = wvcosa
RO = —vsina

e quindi

f=——tano.

R
Integrando abbiamo
0
R = Rye™ tana

che per tan a > (0 rappresenta una spirale logaritmica attorno all’origine. Se Ry ¢ molto
grande la traiettoria diviene essenzialmente rettilinea.
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3.7. Raggiungere una boa x x

Un nuotatore vuole raggiungere una boa posta ad una distanza d dalla riva. Si mette a
nuotare verso di essa riuscendo a mantenere una velocita costante in modulo vy rispetto
allacqua. E perd presente una corrente diretta parallelamente alla riva di modulo vc.
Discutere la traiettoria del nuotatore nei tre casi vg > vy, vo = vy € Vo < UN.

Soluzione

Fissiamo un sistema di riferimento cartesiano con origine nella boa, come in Figura.
Supponendo che il nuotatore parta dalla riva in un punto di coordinate (0, d) possiamo
scrivere la sua velocita nella forma

ar _ R
dt_ N|R» CCx

ossia, componente per componente,

dx x
— = —UN———— — U
dt N 2 ©
dy Y

dt _UN1/x2+y2

da cui otteniamo immediatamente una equazione per la traiettoria (5 = ve/vn)

der =« x2
oI+
dy y y?

Introduciamo la nuova variabile u(x) = z(y)/y e usando l'identita
dr d () du +
—=—(yu)=y—+u
dy dy 4 ydy

possiamo riscrivere 1’equazione nella forma

du BV1+u?

y@:

che si integra immediatamente per separazione delle variabili:
/ du 3 / dy
V1+u? Yy

s = pBlogy + BlogC

dove C' ¢ una costante di intregrazione. Quindi

da cui, ponendo u = sinh s

T _ 4 =sinhs = sinh [log (Cy)ﬁ}
Yy
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el

M
A\

Figura 3.4.: Sistema di coordinate per il problema.

ossia, ]
T = 5 {Cb’yl—kﬁ _ C_ﬁyl_ﬂ}

La costante di integrazione si determina imponendo le condizioni iniziali x =0, y = d, e

otteniamo 51
d B+1 -
z=2 (Q) (4 .
2 | \d Y

Studiamo adesso i tre diversi casi.
Per vo < vy possiamo porre § =1 —¢€ con 0 < € < 1. Abbiamo allora

S (ORSE]

e quindi x tende a zero per y — 0. Questo significa che il nuotatore raggiunge la boa.
Nel caso v, = vy abbiamo 8 = 1 e quindi

1)

La traiettoria é quindi parabolica e il nuotatore non riesce a raggiungere la boa, ma arriva
nel punto (—d/2,0) continuando a nuotare contro corrente senza muoversi.
Nel caso v, > vy abbiamo 8 =1+ € con € > 0 e quindi

=376

(<) DO 35 versione del 9 ottobre 2013



3.7. RAGGIUNGERE UNA BOA % x %

0.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
2 0.2 04 0.6 0-8 1.0
B=1/4
—0.2_‘ B _ 1/2
-04r B -1
-0.6
5 =11/10
| B =3/2
-0.8
1ok

Figura 3.5.: Traiettorie per particolari valori di §. L’asse x del problema ¢ verticale,

d=1.

Segue che per y — 0 la coordinata x assume valori arbitrariamente grandi in modulo e
negativi. Questo significa che il nuotatore é trascinato dalla corrente.

(<) DO 36 versione del 9 ottobre 2013



3.8. PREDA E PREDATORE **

3.8. Preda e predatore xx

Un coniglio si muove arbitrariamente nel piano mantenendo il modulo della sua velocita
v costante. Una volpe lo insegue muovendosi anche essa con velocita costante in modulo
vy, dirigendosi istante per istante nella direzione del coniglio.

Dimostrare che indipendentemente dalla traiettoria scelta dal coniglio esso verra rag-
giunto in un tempo finito se v, > v..

Soluzione

Sia Rc la posizione del coniglio e Rv quella della volpe. Il quadrato della loro distanza si

puo scrivere come
9 - S |2
¢ =|R. — R,

e la sua derivata temporale come

2 =y = _‘C _"U
2R R (M),

Ma sappiamo che la velocita della volpe si scrive

C v

R.—R
R.—R

C

e sostituendo otteniamo

ae? — — dR — —
%:2<RC—RU)- <~ |Ro— R,
Possiamo scrivere inoltre
a = 2v. |R. — Ry|cos¢p — 2v, |R. — R,
dove ¢ & I'angolo tra la velocita del coniglio e il vettore (ﬁc — Rv> In conclusione
otteniamo
de? — —
o 2 ‘Rc — Ry | (vecos d — vy) < 20 (Ve — vy)
che si puo anche scrivere nella forma
dl
i < (Uc Uv)
ossia

<Ly + (ve — vy)t.
Da questo segue che il coniglio verra raggiunto ad un tempo

4o

t < .
Uy — Ve
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3.9. Otto volante xx
Un punto materiale si muove nel piano su una guida descritta dall’equazione
y = Asinkx

mantendo costante la propria velocita lungo x, v, = vg.

Calcolare il valore massimo e minimo del modulo della velocita, e il valore massimo e
minimo del modulo della accelerazione. Riportare sulla traiettoria i punti corrispondenti
a questi valori.

Soluzione
Il quadrato del modulo della velocita vale

v =i 4 ¢?
y = Akt cos kx

da cui
v? = v} (1+ A?k? cos? kx) .

I valore minimo & quindi v,,;, = vg, che si ottiene quando

=)

mentre il massimo vale v,4; = voV'1 + A2k? e si ottiene per

mm
Xr= —.

k

L’accelerazione ¢ solo lungo y e vale
i = —Ak*i?sinkx = — Ak*vE sin kx
e 1 valori massimi e minimi del suo modulo sono

Amin = 0, T =

1
Umaz = Ak‘Qvg, T = Z (z + m7r> .

Le posizioni di questi punti sono indicate in figura.
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3.10. MOTO NEL PIANO: ACCERAZIONE E VELOCITA NOTI IN MODULO. »*

3.10. Moto nel piano: accerazione e velocita noti in
modulo. xS

Un punto materiale si muove in un piano con un’accelerazione e una velocita il cui modulo
¢ dato da |d| = a e |U] = v.

1. Se a(t) = ag e v(t) = wvo, con ag e vy costanti, quanto vale 'angolo tra velocita e
accelerazione?

2. Per le stesse accelerazioni e velocitd della domanda precedente determinare la
traiettoria.

3. Supponendo che per ¢ > 0 il modulo della velocita valga v(t) = St, con  costante
positiva, come si deve scegliere a(t) affinché la traiettoria sia identica a quella
precedentemente determinata?

Soluzioneﬂ

1. Se il modulo della velocita ¢ costante, allora 'accelerazione tangenziale alla traiet-
toria deve essere nulla. Quindi ’accelerazione é perpendicolare alla velocita.

2. Per quanto visto al punto precedente I'accelerazione tangenziale é nulla. Quindi il
modulo dell’accelerazione ¢ uguale al modulo dell’accelerazione normale, da cui

v
ang = —
1%

dove p ¢ il raggio di curvatura della traiettoria, che & quindi costante. Il moto &
quindi circolare uniforme, e la traiettoria una circonferenza di raggio R = v3/ay.

3. Per avere ancora un moto circolare dovra essere

. vt (t) a?
a(t) = o(t)% + 77 = B2+ U—gﬂ‘*t‘*

!Seritto del 20/1/2012
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3.11. Una traiettoria in coordinate polari xS

La traiettoria di una particella nel piano é descritta in coordinate polari dall’equazione

- d
~ cosf

dove d > 0 & una costante assegnata.
1. Rappresentare graficamente la traiettoria in un piano cartesiano.
2. Determinare il vettore accelerazione in coordinate polari, in funzione di 6, 0 e 6.

3. Determinare 7(t) sapendo che il vettore velocita ¢ costante ed ha modulo V, e che
r(0) = d.

Puo essere utile ricordare I'integrale indefinito

/ du =tanx + C

cos? x

Soluzioneﬂ

Domanda 1 L’equazione si puod porre nella forma
d=rcosf =x

segue che la traiettoria é una retta verticale a una distanza d dall’origine.

Domanda 2 Dato che la traiettoria & rettilinea, ’accelerazione vale

a = §jéy
Dato che
y=rsinf =dtan6
troviamo
. d
Y= cos20
e
. d 5 2dsinf
Y= o2 cos3 6
e dato che
€y = €,sinf + ég cos 0
troviamo p
i=—7 (9 + 262 tan 9) (é,sinf + ég cosh)
cos? 0

2Primo esercizio scritto Fisica I del 10 settembre 2010
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Domanda 3 Per il vettore velocita abbiamo
U=yé, =EVé,
Segue immediatamente che

r = d
= y(0) £Vt

e quindi

r(t) = Va? 1 g2 = \Jd + (y(0) £ V1)?
che imponendo r(0) = d si riduce a
r(t) = Vd? + V22
Alternativamente si puo scrivere

d .
0=V
cos2 6

o(t) do
g(0) cos*0

da cui (6(0) = 0 dato che r(0) = d)

ed integrando

dtanf(t) =Vt

d

cos

— d\/1+tan26 = /a2 + V22

r =
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3.12. Caduta di una moneta *xS

Il centro di una moneta di raggio R, inizialmente fermo, cade con accelerazione costante
a = —gy verso il basso come in figura. La moneta inoltre ruota con una velocita angolare
costante w.

1. Scrivere il modulo della velocita del punto P posto sul bordo della moneta in
funzione del tempo, sapendo che all’istante iniziale si trova sulla verticale del centro
O, al di sopra di esso.

2. Ad un istante ¢ > 0 qualsiasi determinare la posizione di un punto della moneta
con velocita nulla, se esiste.

3. Ad un istante ¢ > 0 qualsiasi determinare la posizione di un punto della moneta
con accelerazione nulla, se esiste.

Soluzioneﬂ

Domanda 1

Il moto del punto P sara dato dalla composizione del moto circolare uniforme attorno ad
O e di quello uniformemente accelerato di quest’ultimo. Quindi, ponendo la posizione
iniziale di O nell’origine di un sistema di coordinate,

r = —Rsinwt
1
y = Rcoswt— 3 gt?
e derivando
T = —Rwcoswt
y = —Rwsinwt— gt

da cui otteniamo il modulo della velocita

v = /R2w? + ¢2t2 + 2Rwgt sin wt

3Prova scritta 8 febbraio 2012
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Domanda 2

Dato il centro di massa si muove ad un dato istante con una velocita ¥ = —gtg§ un punto
della moneta potra essere fermo solo se questa velocita verticale é compensata da quella
del suo moto circolare. Questo pud accadere solo sul diametro orizzontale della moneta,
dove la velocita del moto circolare non ha componenti orizzontali. Inoltre indicando con
d la posizione sul diametro relativa ad O di P dovra essere

wd—gt =20

e quindi d = gt/w. Il punto cercato esistera solo per d < R, e quindi per ¢t < wR/g.

Domanda 3

In questo caso é 'accelerazione del moto circolare che deve compensare quella uniforme
del centro di massa. Quindi il punto si trovera sul diametro verticale della moneta (dove
I'accelerazione centripeta non ha componenti orizzontali) e dovra essere

—w?d—g=0
dove d é ancora la posizione sul diametro di P relativa ad O. In conclusione

9

=2

ed il punto cercato esistera sempre, a condizione che w? > g/R.
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3.13. Lancette dell'orologio *

Alle tre del pomeriggio ’angolo tra la lancetta delle ore e quella dei minuti di un orologio
formano un angolo di /2. Calcolare dopo quanto tempo le lancette si sovrappongono.
Soluzione

La velocita angolare della lancetta dei minuti é

2

_ -1
W = 50 % 60 rads
e quella della lancetta delle ore
27 _1
“o = 13 60 % 60 24"

L’angolo che ciascuna lancetta forma con la verticale é data da

O, = wnt

s
00 = 5 + Wot

dove t ¢ il tempo trascosro dalle tre del pomeriggio. Le due lancette si sovrappongono
quando 6, = 8, cioé quando
m
Wt = 3 + wot

e risolvendo troviamo

7/2 10800

~ 16 min 22
R 1 S min 22's

t:
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3.14. |1l problema dello spazzaneve *x

Questo problema o una sua variante ¢ molto noto. Ad una certa ora del mattino inizia
a nevicare, e a mezzogiorno uno spalaneve parte per pulire le strade. La neve continua
a cadere con intensita costante. Si sa che la velocitd con cui procede lo spazzaneve é
inversamente proporzionale all’altezza della neve.

Nelle prime due ore di lavoro lo spazzaneve riesce a pulire 4km di strada. Nelle due
ore successive invece se ne liberano solo 2km. Si vuole sapere a che ora ha iniziato a
nevicare.

Soluzione

Poniamo ¢t = 0 a mezzogiorno. Detto ty < 0 I'instante nel quale inizia a nevicare, avremo
che 'altezza della neve aumentera secondo la legge

hO((t—t())

La velocita dello spazzaneve sard data di conseguenza da

T t—tp

dove L ¢é una costante non nota con le dimensioni di una lunghezza. Lo spazio percorso
nelle prime due ore di lavoro sard dunque

T L to —
31:/ dtzﬁlogo T
o t—to to

dove 7 = 2h. Nelle due ore successive avremo invece

oL to — 2
82:/ ——dt = Llog 0= -7
. t—to to— T

A noi interessa determinare tg3. Dividendo membro a membro le due relazioni precedenti

troviamo o
log %~ s
log tfﬂ__QTT 52
e dato che s1/s9 = 2 troviamo
t to — 2
log 2T —91pg 0T
t() — T

ossia

Riordinando i termini abbiamo

(to — 7)% = to (to — 27)°
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ossia, espandendo e semplificando,
th - t072 -3 =0

Le soluzioni di questa equazione sono

e solo quella negativa & accettabile. Di conseguenza

_1-45
2

to 7~ —1h14minl0s

quindi ha iniziato a nevicare alle 10, : 45, : 505.
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3.15. Rotolamento puro e traiettorie *x

Un cilindro di raggio R rotola senza strisciare all’interno di una cavita, anche essa ci-
lindrica, di raggio 2R. Inizialmente il cilindro si trova nella posizione in Figura [3.6
Determinare la traiettoria del punto P appartenente al cilindro inizialmente al centro
della cavita.

P

Figura 3.6.: Il cilindro (in giallo) di raggio R e la cavita cilindrica (di raggio 2R) che lo
contiene.

Soluzione

Il centro del cilindro si muove su una circonferenza di raggio R centrata sulla cavita:
indichiamo con « I’angolo di rotazione. Indichiamo invece con g ’angolo di rotazione
del cilindro su se stesso. Rispetto ad un sistema di coordinate con origine al centro della
cavita le coordinate del punto P saranno:

xrp = —Rcosa+ Rcosf
yp = Rsina— Rsinf

La condizione di puro rotolamento mette in relazione gli angoli o e 8. Per trovare questa
relazione possiamo osservare che la velocita del punto di contatto tra cilindro e cavita

vale ‘
v=Ra+ RS
ma, questa velocita deve essere nulla, per cui & = —B . Integrando troviamo
a=—-3+C
e dato che inizialmente o = § = 0 abbiamo C = 0. Di conseguenza
zp = 0
yp = 2Rsina

e il punto P si muove sul diametro orizzontale della cavita, xtp = 0e —2R < yp < 2R.
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4. Statica

4.1. Pila di mattoni %« x %

Si vogliono sovrapporre N mattoni di lunghezza 2d in modo da ottenere una pila in
equilibrio come in figura (per il caso N = 4). Quale ¢ la massima separazione orizzontale
ottenibile tra il centro di massa del mattone piu in basso e quello del mattone piu in
alto?

Soluzione

Indichiamo con zj, la posizione del centro di massa del blocco k-simo (k = 0,---N — 1
partendo dal basso) rispetto a una origine fissata. Definiamo inoltre g la posizione del
centro di massa dell'insieme di tutti i blocchi a partire dal k-simo compreso. Avremo

=
Qk:]V_kz;xk-
1=

Per avere equilibrio tutti i g dovranno essere compresi tra gli estremi del blocco k —
1-simo, cioé
vp 1 —d<q <x)p_1+d Vke{2,---N}.

Possiamo inoltre porre senza perdere di generalita g = 0. Dobbiamo quindi massimizzare
xn_1 variando x1,---xzy_1 e tenendo conto dei vincoli precedenti. Dato che xy_1 € una
funzione lineare dei parametri il suo valore massimo dovra saturare tutte le disuguaglianze
precedenti, e quindi dovra essere

Gk = xr-1+d (4.1.1)
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o piu esplicitamente (ponendo senza perdere di generalita 29 = 0)

(k14 +ay-—1)=d

N -1

1
N_2(332+---+3:N_1):x1+d
N_k($k+-"+x]v_1):xk_1+d

TN-1=2TN—2+d
ossia

(1‘1+-"+$N71):(N—1)d
(xz—l—‘--—i-xN_l):(N—Q)($1+d)

(g +-+any-1) = (N —k)(rg—1+d)

TN—1=2TN—2+d

Sottraendo membro a membro da ciascuna equazione quella successiva abbiamo

d

r = ——
TN
G-
T9=——+2x
2 N _9 1
xk—m‘f‘fﬂk—l

Otteniamo in conclusione

IN—-1— d (412)

Notare che questa serie diverge per N — oo, quindi con un numero sufficiente di blocchi
& possibile avanzare in orizzontale quanto si vuole. Il numero di blocchi richiesti cresce
perd esponenzialmente con la distanza desiderata, infatti

N

1
ZgzlogN+’y+eN (4.1.3)
k=1

dove v ¢ la costante di Eulero-Mascheroni (y = 0.57721---) e ey un termine che tende
a zero con N.
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4.2. Equilibrio ed energia potenziale *x

A d B
k1 '

0, M ik

Una sbarra di lunghezza ¢ e massa M & sospesa al soffitto tramite due molle di lun-
ghezza a riposo nulla e costanti elastiche ki, ks . Ciascuna molla é collegata ad un
estremo della sbarra, e la distanza tra i punti A, B a cui sono fissate al soffitto vale d
(vedere figura). Determinare ’angolo che la sbarra forma con la direzione orizzontale
nella posizione di equilibrio e la posizione del centro di massa

o minimizzando l’energia potenziale

o risolvendo le equazioni di equilibrio

Soluzione

Utilizziamo come coordinate 'ascissa e 'ordinata x, y del centro di massa della sbar-
ra e l'angolo che la sbarra forma con la direzione orizzontale. Ponendo un sistema di
riferimento con origine nel punto medio tra A e B scriviamo ’energia potenziale come

~Leoso+2) 4 (y=Laino) i leoso— D) 4 (y 4
T 2cos 5 Y 2s T 2cos 5 Y

Determiniamo il minimo:

l 14
a—U = Mg—l—kl(y—sin9>+k2<y+sin9>:0
oy 2 2

ouU / d 14 d
o k1 (x—20059+2>+k2 (m+20059—2> =0

k k
U:ng—l—?1 2

3

oU 4 14 dy\ . 2 / 14
20 = k‘1§ [<x—2c:osc9—|—2>sm9—<y—2sm0>cosc9]—I—k22 [—<$+2C089—2

Dalle prime due equazioni otteniamo

= kl_k?ﬁsinﬁ— Mg
' T kMt k2 K+ ko

k1 — kot 0 k1 —kod

kl—i-kQQCOS _k1+k22

@ 51 versione del 9 ottobre 2013

2
gsin c9> ]

d) sin 6 + (

!
— S
L



4.2. EQUILIBRIO ED ENERGIA POTENZIALE *x

Figura 4.1.: Diagramma delle forze applicate alla sbarra. Tutti gli angoli sono presi
positivi nel verso antiorario.

Notare che se k; = kg sihay = —ZMkf e x = 0. Sostituendo nella terza equazione troviamo
I’angolo
Mgky —kq
tanf = —
4d  kiko

che possiamo utilizzare per calcolare = e y. Possiamo ad esempio riscrivere le relazioni
precedenti nella forma

- kl—kgg tan 6 _ Mg
Y ki+ko21+tan20 k1 + ko
kl—kge tan 6 kl—kgd

ki + k221 + tan2f ki + k22

e sostituire.

Proviamo a scrivere invece le condizioni di equilibrio. Il diagramma delle forze che
agiscono sulla sbarra é in Figura |4.1

Scriviamo la somma di tutte le forze orizzontali.

Fy =ka (2B — x5) + k1 (x4 — 7R)

Ma se teniamo conto che

d
g — g = g—x—icose
d
TA— TR = —§—x+§c059
vediamo che o
Fx:—aizv

Analogamente per la somma di tutte le forze orizzontali abbiamo

Fy=ka(yp —ys) + k1 (ya —yr) — Mg
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e dato che
I
YB —Ys = y+§s1n9
I
YaA—Yr = Y-— 581119
vediamo che U
F,=——
Y ox
Infine scriviamo la somma dei momenti scegliendo come polo il centro di massa. Abbiamo
I ¢ .
M = —ky(xp—zg) ism@ + k1 (x4 —zR) 2 sin ¢

Y4 14
+ ko (yB—ys)§C089—k1 (yA—yR)5c059

e vediamo che

M=-2"
6

Le condizioni di equilibrio si riducono quindi alle condizioni per il minimo del potenziale
determinate precedentemente.
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5. Dinamica punto materiale

5.1. Doppio piano inclinato %

Un punto materiale & vincolato a muoversi sulla superficie in Figurd5.1, composta da
due piani inclinati (con diverso angolo di inclinazione) separati da un piano orizzontale.
Senza fare uso di principi di conservazione mostrare che in assenza di attrito se il punto
materiale viene lasciato andare sul primo piano ad una altezza hq, si ferma sul secondo
ad una altezza hg = hy.

Figura 5.1.: Figura esercizio

Soluzione

Il moto sui piani inclinati sard uniformemente accelerato. Dato che il moto ¢ rettilineo
I’accelerazione € parallela al piano, e possiamo determinarla considerando la proiezione
della forza di gravita e della reazione vincolare in tale direzione. In assenza di attrito
la reazione vincolare &€ normale al piano, quindi non contribuisce, e possiamo scrivere in
modulo

ma = mgsin 6;

Lo spazio percorso sul primo piano inclinato e la velocita saranno quindi date da
1
0H(t) = 29 sin @y
vi(t) = gsinbit

da cui possiamo determinare il tempo di arrivo sul piano orizzontale

1 . h1
gl(tlhf) = igsmeltif = m
cioé
R S
LS sinfy\ ¢

o4



5.1. DOPPIO PIANO INCLINATO *

v(O)\\\

—

v(€)

Figura 5.2.: Il raccordo regolarizzato tra piano inclinato e orizzontale.

e la velocita
vip =vi(tLy) = v2gh1 .

Notare che questo risultato non dipende dalla inclinazione del piano. Passando sul piano
orizzontale il modulo della velocita non cambiera (giustificheremo al termine dell’esercizio
questa affermazione) e la massa si muovera con velocita costante fino al secondo piano
inclinato, a cui arrivera a t = t3;. Passando su quest’ultimo il modulo della velocita
rimarra ancora una volta invariato, e avremo adesso un modo decelerato che potra essere
descritto

.
Eg(t) = ’Ul,f(t — 75271') — §g Sin 92(t — tgji)Z
’Ug(t) = v,f— gsin 92(15 — tgyi) .
L’altezza massima si raggiungera ad un tempo t 5 determinato da va(tg ) = 0 cioé

(%1 f
t o) = —
(2,5 — t2,i) 750
e lo spazio percorso sara
W

2 gsinfy  sinfy

Ca(ta,f) =
corrispondente ad una altezza finale
hg = Eg(tlf) sin 92 = h1 .

Resta da giustificare la conservazione del modulo della velocita nella transizione piano
inclinato-piano orizzontale e viceversa. Osserviamo che a un dato istante il punto ma-
teriale & sottoposto alla forza di gravita e a una reazione vincolare che sappiamo essere
normale al vincolo (assenza di attrito). Nel punto di raccordo la normale al piano non ¢
ben definita, e il problema diviene ambiguo. Discuteremo il significato di questa ambi-
guita in un prossimo problema. Per adesso la elimineremo modificando la superficie in
un intorno piccolo quanto vogliamo dello spigolo, in modo da renderlo sufficientemente
liscio (Figura [5.2)).

Allora la reazione vincolare sara ben definita ad ogni istante, e non potra contribuire
in nessun caso alla accelerazione nella direzione tangenziale al piano. Quindi avremo
(usando il fatto che la derivata del versore tangente 7 ¢ ad esso perpendicolare)

d dv .,  _ dr dU

TH U —=— T =

U= dt - dt g

— ~

T
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da cui segue che
€
a.+(e>—a.+(0)+/ G-+ dt
0

dove € ¢ il tempo che la particella passa sulla parte “lisciata” del raccordo. Poiche
possiamo prendere € piccolo quanto vogliamo segue che

- 7(e) = - 7(0).
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5.2. Moto su una spirale *x

Una particella materiale di massa m ¢ libera di muoversi in presenza di una forza di
gravita F, = —mgé, su un vincolo privo di attrito dalla forma a spirale, descritto dalle
equazioni parametriche

z(p) = pcos (5.2.1a)
y(p) = psing (5.2.1b)
2(p) = % (5.2.1c)

dove p, h sono costanti positive fissate. Al tempo ¢t = 0 vale ¢ = 0 e la particella é
ferma. Determinare la legge oraria del moto e la reazione vincolare N.

Soluzione

Il punto materiale é sottoposto alla forza di gravita e alla reazione vincolare N. L’equa-
zione del moto sara dunque
ma = —mgé, + N (5.2.2)

In assenza di attrito la reazione vincolare é perpendicolare alla spirale, condizione che
possiamo scrivere come N -7 = 0 dove 7 € il versore tangente alla traiettoria. Questo
significa che se consideriamo ’accelerazione nella direzione 7 avremo

ma-7=-mgé, -7+ N-T=—mgé, T
d’altra parte l'angolo tra la verticale e la tangente alla traiettoria & costante, quindi
I’accelerazione tangenziale é costante, uguale a quella di un punto materiale su un piano
inclinato nello stesso modo. Per verificare questo scriviamo il vettore posizione

—

h
R =pe —pé
pep+27rgoez

e la velocita .
7 dR dép_’_h.A .A+h.A
= — =p—L 4+ —pé, = ppé — ¢
dt p dt 27Tg0 2T PPy 277('0 z

dove abbiamo utilizzato le relazioni é, = ¢é, e é, = 0. Segue che

2mpe, + he,
(2mp)? + h?

>
I

e quindi
h

——————— =sinf
(27p)? + h?

>
>
N

Il
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L=

Figura 5.3.: Una parte della spirale delscritta dalle Equazioni (5.2.1a)-(5.2.1c|). Si é scelto
p=2eh=1
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dove 6 & 'angolo tra l'orizzontale e la tangente alla traiettoria (notare che il denominatore
¢ lo spazio percorso ad ogni giro della spirale e il numeratore la variazione in altezza).
Valutiamo adesso 1’accelerazione

AV e h B
a=— = ppé — + —pe, = ppe, — € 5_¥¢
dt pPPey T PP dt 271_4)0 z = PPy — PP €p 27‘(90 z
ricordando che eip = ¢eé,. Le equazioni 1} si scrivono quindi
R h .. . =
m | pPéy, — pp e, + o, P8 | = —mgé. + N. (5.2.3)

Proiettando nella direzione 7

(pgoegg — pgerp + ger) T = —gé, T

27
cioé L
<pgbé<p — ppPé, + 27r¢éz> - (2mpé, + he,) = —ge. - (2mpé, + heé,)
e
h
Y =—g P)
P+ (35)
Da questo segue immediatamente
h
p 21
Y=g Qt
h
P+ (2x)
© h
1 A
p=—=g 2T 2

2 h )2

P+ (3x)
Sostituendo nelle equazioni parametriche otteniamo le leggi orarie. Dalla Equazione ([5.2.3))
abbiamo

- s 2. h . R

N=m (psoeg) — ppe, + (2#’ + g) ez>
e sostituendo le espressioni ¢, ¢ ottenute precedentemente otteniamo la reazione vincolare
in funzione del tempo.
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5.3. Moto viscoso *x*

In presenza di una forza di attrito viscoso F' = —A¥ una particella di massa m viene

.....

raggiunta rispetto al punto di partenza. Determinare inoltre la velocita alla quale la
particella passa nuovamente dal punto di partenza, in particolare nel caso in cui vy é
molto grande. Cosa significa “molto grande” in questo caso?

Soluzione

L’equazione del moto per il moto nella direzione verticale si scrive

m@:—)\v—mg.

dt

Questa & una equazione differenziale lineare a coefficienti costanti, del primo ordine, che
si puo risolvere con diversi metodi.
Possiamo procedere per separazione delle variabili, riscrivendola nella forma

1 dv A

A
e integrando membro a membro nel tempo:

L1 4 D)
/mgvdt—— 2t
OU+Tdt Om

L’integrale al membro sinistro ¢ immediato, quello a destra lo diviene col cambio di
variabile u = v(t):

v(t) 1 A

v(0) U+ DY m

v(t)—l—%: A
vo—l—% m

ossia

log

Esplicitando la velocita abbiamo infine

mg A, mg

u(t) = (vo+7) et = I (5.3.1)

che puo essere usata per determinare il tempo t,,4; nel quale viene raggiunto 'altezza
massima, risolvendo v(tma.) = 0. Si ottiene

A 1 m AV
e*atmaz = 7)\1)0, tma$ = *log <1 + 0> .
1+ e A mg

Per avere lo spazio percorso integriamo direttamente la velocita:

s(t) = /Otv(t) dt = % (vo + %) (1 - e*%t) - %t (5.3.2)
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e sostituendo t,,qs

2 A
hmaz = S(tmax) = @ - % log <1 =+ T:;) .

Troviamo adesso la velocitd quando la particella passa nuovamente a s = 0. Possiamo
riadattare la soluzione ([5.3.2]) ponendo vy = 0, e ricavare il tempo di caduta

2
S(to) = N9 <1 - e_%to) - %to - hma:c

che non ¢ possibile risolvere esplicitamente in tg. E chiaro perd che al crescere di vg
anche hpqy cresce, e di conseguenza tp. Quindi dalla (5.3.1)), sempre ponendo vy = 0,
otteniamo

Questa approssimazione sard buona quando

v > log (1 + AUO)
mg mg

cioé quando vy > mg/\.
Un metodo alternativo per risolvere I’equazione differenziale & quello di cercare prima
tutte le soluzioni dell’equazione omogenea

nella forma v = Ae™* dove k ¢ una costante da determinare. Sostituendo troviamo la
condizione
Fb =0
m
e quindi un insieme di soluzioni dipendenti da un parametro arbitrario che rappresentano
la soluzione generale (’equazione & del primo ordine).
E necessario adesso aggiungere una soluzione particolare dell’equazione completa

dv n A
— 4+ —v=—g.
dt  m
In questo caso possiamo farci guidare dall’intuizione fisica e cercare una soluzione a

velocita costante, che rappresenta la situazione in cui forze di attrito e di gravita si

bilanciano. Abbiamo v = —gm/\ e quindi otteniamo la soluzione generale nella forma
v(t) = Ae~m! — % .

Ponendo v(t) = vy troviamo A = vy + gm/\ e quindi la (5.3.1)).
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5.4. Un problema inverso *

Una particella di massa m si muove nel piano sotto I’azione di una forza della forma
F = F(r)é,

dove r ¢é la distanza dall’origine del sistema di coordinate e é, il versore radiale. La sua
legge oraria si puo scrivere per t < t. nella forma

r(t) = Blte—1)
L

mB2(t —te)

Disegnare qualitativamente la traiettoria e determinare F'(r).

Soluzione

Mentre t — t. la distanza dal centro diminuisce linearmente, mentre ’angolo cresce senza
limite in valore assoluto. La traiettoria é quindi una spirale che viene percorsa in senso
orario mentre la particella “cade” sull’origine.

Sappiamo che il moto deve obbedire al secondo principio della dinamica

F=ma
e siamo in grado di calcolare I'accelerazione. Scriviamo anzitutto il vettore posizione
nella forma

—

R =ré,
e derivando otteniamo velocita e accelerazione
a = e, + 20+l — 6%,
e quindi
1 . . ..
S F(r)é, = (f-—»r92> ér + (2fe-+-r9) é. (5.4.1)
m
D’altra parte esplicitamente
r = —pf
F =0
e
i - L L
mp2(t —t.)2  mr?
i — 2L _2Lp
o ompB(t—t.)3 mrd’
Eguagliando la parte radiale nella ([5.4.1)) si ottiene
L2
F(ry=——
(r) mr3

mentre la parte angolare si annulla automaticamente.
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5.5. Moto periodico *x

Una particella di massa m é vincolata a muoversi su un piano inclinato di lunghezza ¢,
come rappresentato in Figura Ai due estremi del piano é posta una barriera su cui la
particella rimbalza, senza modificare il modulo della propria velocita. Se vg é la velocita
nel punto pitt basso determinare il periodo del moto periodico. Studiare in particolare
cosa accade per grandi valori della velocita vg.

Figura 5.4.: Figura per il problema.

Soluzione

Il moto sul piano inclinato é uniformemente accelerato, con accelerazione a = gsinf. 11
periodo sara il doppio del tempo necessario per spostarsi dal punto pit basso al punto
pitt alto. Possiamo allora scrivere

1
s(t) = wvot — ith sin @
v(t) = wg—gtsind.
La velocita si annulla al tempo
0
t =
gsinf
e lo spazio percorso a tale istante vale
2
/ / Yo
s =s(t') = .
() 2gsind

Occorre distinguere due casi. Se s’ < £ la particella non arriva mai alla barriera superiore,
e quindi il periodo é semplicemente
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Questo accade se per il modulo della velocita iniziale vale

vy < /2¢fsin@ .

Invece se s > ¢ I'urto con la barriera superiore avviene quando s(t,) = ¢, cioé
1 2 .
Voty — Qgtu sinf =/
che significa

gti sinf — 2vpt, + 26 =10

_ % + \/vg — 2gsin 6

t
“ gsind

Entrambe le soluzioni sono positive, ma solo la minore é accettabile. L’altra corrisponde
al tempo in cui la particella, avendo superato la barriera, & tornata su di essa dopo aver
invertito il moto. Chiaramente T = 2t,,. Notare che quando vy > £gsin 0 le due soluzioni
si comportano in modo molto diverso. Quella non accettabile diviene molto grande (il
moto si inverte a un tempo sempre maggiore)

vo + \/vg — 2lgsin @ N 2vg

gsinf ~ gsinf

I’altra tende al tempo necessario a percorrere il tratto £ con velocita costante

vy — \/vg —2lgsin® {

gsin@ Vo

il che significa che se la velocita iniziale & molto grande gli effetti dell’accelerazione sono
trascurabili.
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5.6. Attraversamento di una buca xx

In un piano orizzontale (in presenza di gravitd) ¢ praticata una scanalatura triangola-
re come in figura, di altezza h e apertura angolare 20. Un punto materiale si muo-
ve sulla superficie risultante, che pud essere considerata un vincolo liscio, con spigoli
sufficientemente smussati.

Figura 5.5.: Figura per il problema.

Dimostrare, senza utilizzare principi di conservazione, che I’angolo di uscita 6 e quello
di entrata 0y nella scanalatura sono uguali. Dire inoltre se la traiettoria all’uscita della
scanalatura ¢ il prolungamento di quella in entrata.

Soluzione

Il moto sui due piani inclinati ¢ un moto accelerato nella direzione perpendicolare alla
scanalatura, con accelerazione a = g cos # nella fase discendente e —a in quella ascendente.
Nella direzione parallela avremo un moto uniforme. La legge oraria sul piano discendente

sara
r = wgpcosOit+ %at2
y = wosinbqt
vy = wvgcosb + at
vy = vpsint
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e su quello ascendente

x = (vocosbt) + Avg)t — %at2
y = wosinft

vy = (vocosby + Av,) — at

vy = vpsinb;

Nel primo caso abbiamo usato un sistema di coordinate con origine nel punto di ingresso
del punto materiale nel primo piano inclinato, asse x nella direzione di massima pendenza
del piano e asse y parallelo alla scanalatura. Nel secondo caso 1’origine é ancora nel punto
di ingresso del punto materiale (questa volta nel secondo piano inclinato), asse x nella
direzione di massima pendenza e asse y parallelo alla scanalatura. Awv, é I'incremento di
velocita dovuto alla accelerazione sul primo piano inclinato.

Si vede facilmente che il tempo di discesa tg € uguale a quello di salita t;. Detta
¢ = h/cos@ la lunghezza di un piano inclinato abbiamo che t; soddisfa

1
f =wvgcosbty+ §at?l

mentre per ts vale

1
= (Avy +vgcosby)ts — §at§

ma Av, = aty per cui quest’ultima equazione diviene
L 9
{ =wvgcosbyts — §at5 + atgts

che é chiaramente verificata da t; = t4. Allora all’uscita della scanalatura avremo

vy = wvgcoshi + ats — aty
vy = vpsinb;

il che significa 61 = 0.

Per rispondere alla seconda domanda notiamo che il moto in direzione trasversa é un
moto uniforme con velocita vgsinf sia in presenza che in assenza della fenditura. Ma
nel secondo caso il tempo di attraversamento é 2t4, nel primo sarebbe

2h
t,= — tan@.
v cos 01

I due tempi coincidono se

tan 6 = t; = —vg cos 01 + \/vg cos? 01 + 2gh
Vg cos 01 gcosf

ossia (supponendo h > 0)

2 h
qsin&ziq 2l

1++/1T+2¢ q:vgcos201'

Solo se questa ultima condizione & soddisfatta, o nel caso banale 6; = 0, le due traiettorie
risultano allineate.
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5.7. Moto su una guida con attrito *

Una particella di massa m ¢é vincolata a muoversi su una guida descritta dall’equazione
y = f(z), in presenza di gravita e di un attrito dinamico descritto da un coefficiente pg.
La funzione f(z) ¢ identicamente nulla per x < 0, e la particella viene lanciata da x = —L
(con L > 0) con velocita iniziale vy > +/2guqgL. Determinare f(z) per x > 0 in modo
tale che in tale regione per la particella valga i = —g. Cosa succede se vg < /2guqL?

Soluzione

Se §j = —g la particella sta accelerando liberamente verso il basso. Questo significa che
I'unica forza in direzione verticale & quella di gravita, e ’attrito non contribuisce. Perché
questo accada ¢é necessario che il modulo della reazione normale del vincolo sia nulla, cioé
il vincolo deve coincidere con la traiettoria della particella in caduta libera.

Per determinare quest’ultima si deve conoscere le condizioni iniziali a z = 0. La
velocita in quel punto sara orizzontale, e dovra essere

1
L = vgt—igudtQ
v = vy — gugt

Dalla prima equazione troviamo

/02 _
¢ = Y0 E VY = 29l (5.7.1)

gls

U::I:\/v%—QgL,ud.

La soluzione pertinente & quella col segno positivo. La forma della guida sara dunque

descritta parametricamente da
r = t\/v% — 2gLug

e sostituendo nella seconda

L
= _— t
Y 29
ossia
gx?
Yy = 902 —oals
vy — 29Lpg

Se vg < v/2gugqL la soluzione ([5.7.1) non ¢ reale. Questo significa che 'attrito ferma la
particella prima che questa possa arrivare in x = 0.
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5.8. Moto su un anello con attrito *x

Una particella materiale di massa m é vincolata a muoversi su una guida circolare di
raggio R, in presenza di un attrito descritto da un coefficiente pg. Scrivere le equazioni
del moto per la particella (senza risolverle) in assenza di gravita.

Soluzione
In coordinate polari la posizione della particella si puo scrivere
R = Ré,
e derivando due volte otteniamo 1’accelerazione
@ = Rfég — RO, .

Le forze in gioco sono la reazione vincolare normale alla guida,

e attrito .
- 0
F, = —pg|N|ég— .

6]

Dal secondo principio della dinamica abbiamo allora

. . 0
mR (0ég — 6%6,) = Né, — ug|Nl|ég— .
( 0 ) L !9|9|

Proiettando lungo la normale otteniamo una prima equazione
—mRO?> = N

mentre la proiezione lungo éy da

mRO = —pg|N|— = —mRpug6>— .
10| 10l

Supponendo per esempio 6 > 0 abbiamo
0 = —pab?

che potrebbe essere integrata facilmente.
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5.9. Oscillatore con attrito xx

Studiare il moto di una massa m che si muove su un piano orizzontale vincolata ad una
molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla, in presenza di attrito statico e
dinamico descritto da coefficienti ps epq.

Soluzione

Possiamo distinguere tre casi, a seconda della velocita della massa. Quando questa &
nulla possiamo scrivere I’equazione del moto nella forma

ma = —kx + F
dove Fy é lattrito statico. Esso compensera la forza di richiamo della molla quando
klx| < pusmg

e quindi la massa rimarra in equilibrio nell’intervallo

_ psmg
k

<ox<td (5.9.1)

in caso contrario verrad accelerato, e si dovranno considerare i casi che seguono.
Quando la velocita della massa € diversa da zero possiamo scrivere le equazioni del
moto nella forma
ma + kx = Fugmg

dove il segno negativo si riferisce al caso v > 0 e quello positivo al caso v < 0. In ciascun
caso '’equazione del moto ¢ quella di un oscillatore armonico sottoposto ad una forza
costante:

i+ w'r = Fpqg

dove abbiamo posto w? = k/m. La soluzione generale sara la somma della soluzione
generale dell’equazione omogenea i + w?z = 0, cioé

x = A4 coswt + By sinwt

e di una soluzione particolare dell’equazione completa. In questo caso possiamo vedere

che la funzione costante
g
T=F2
w

soddisfa il problema, la soluzione completa sara quindi

r = Ay coswt + By sinwt F M—dgg.
w

Dobbiamo adesso raccordare la soluzione valida per v > 0 e quella valida per v < 0.
Chiaramente il raccordo avverra in un punto di inversione del moto. Immaginiamo
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che inizialmente la massa sia in quiete in un punto z = —L < —ugmg/k. Dobbiamo
considereare il caso v > 0, e imponendo le condizioni iniziali avremo

0 Hdag Hdg
La velocita restera positiva per mezzo periodo, T' = 27 /w. Per t = T'/2 la particella sara
nuovamente in quiete nel punto

20(T/2) = I — 2847
w

Se
Hag Hag

O)(T/2) = L — 27% < 242

2O(T/2) g

la particella si fermera definitivamente, altrimenti da questo momento dovremo conside-
rare il caso v < 0. Imponendo le condizioni x(T/2) = 2(T/2)e v(T/2) = 0 troviamo

la nuova soluzione,

T
M () = (L - 3%) cosw (t - 2) + %

che sara valida per il successivo mezzo periodo. Avremo infine
1 Hag
(T = —L+475

Ripetendo il ragionamento vediamo che dopo ogni mezza oscillazione la distanza del
punto di inversione dall’origine si ridurra di 2u49/w?, sino a quando non verra a trovarsi
all'interno dell’intervallo ([5.9.1)), dove il moto terminera.
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5.10. Asta incernierata xx

Un’asta rettilinea incernierata nel suo estremo inferiore ad un asse verticale, rispetto a cui
forma un angolo fisso o < 7/2, ruota attorno a tale asse con velocita angolare costante
w. Sull’asta ¢ infilato un anello di massa m che puo scorrere lungo essa. Il coefficiente di
attrito statico & pus. Determinare le posizioni di equilibrio dell’anello.
Soluzione
La posizione dell’anello si puo scrivere
R =17t

dove 7 € un versore parallelo alla guida

7(t) = cosae, + sin aé,(t)

e ¢ & la distanza dell’anello dalla cerniera (costante all’equilibrio). Sappiamo che €, ruota
con velocita angolare costante attorno all’asse. Calcoliamo velocita

U = lwsin e,

e accelerazione
= —lw?sin aé,.

Le forze sono quella di gravita, F; = —mgé., la reazione vincolare N, perpendicolare
all’asta:
N = Nn, n=sinaé, —cosae,

e lattrito statico F' "4, parallelo ad essa

Avremo quindi
—mlw? sin ae, = —mgeé, + N + Fy

e proiettando nella direzione dell’asta otteniamo
—mlw? sin aé, T =—mgé, - T+ Fy

cioé
—mbw?sin® a = —mgcosa + Fy

Proiettando perpendicolarmente all’asta abbiamo invece
—mlw? sin aé, - =—mge,-n+ N

cioé
mlw? sinavcos o = —mgsina + N
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Sappiamo inoltre che

|FA‘ < Hs

N
da cui

lw?

.92 €w2
COsStx — — sIn” «

< s [sina + — sin o cos a
g

L’argomento del valore assoluto a destra & sempre positivo nell’intervallo considerato.
Distinguiamo i due casi. Nel primo

lw? < CcoS Qv

g - sinfa
fw? S CoS (v — i Sin
g = ussinacosa + sin? o

che ha per soluzione (notare che il limite inferiore diviene negativo se us > tan o)

COS v — g Sin o lw? cos &
s Sin . cos a + sin” « g sin” av

Nel secondo

lw? cos «
— > —
g sin” av
w? . .
— (sm QO — g SIN (¢ COS a) < cosa+ pssSina
g

che ha per soluzione, nel caso pus < tana,

cosa _ lw? cos o + figsin o
7— < — <

sin” « g sin®

: (5.10.2)
o — s sin o cos o

Ccos o lw?

— < — 5.10.3
sin® o g ( )
per pus > tana.

Riassumendo, in assenza di attrito abbiamo un’unica posizione di equilibrio

) gcosa
 wlsin®a
per 0 < ps < tan a abbiamo l'intervallo

g COS (v — g Sin @

Cos & + g Sin a
= S Y — fe
W< g SIN (x COS (¢ + SIN” & w* sin

- (5.10.4)
o — [4sSin a cos a

e per ps > tan « tutte le posizioni di equilibrio sono possibili.
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5.11. Disco rotante xx

Un disco di raggio r ruota in un piano orizzontale con velocita angolare costante w. sul
disco ¢ praticata un scanalatura diametrale, in cui puod scorrere senza attrito una pallina
di massa m, legata al centro mediante una molla di lunghezza a riposo nulla e costante
elastica k. Supponendo che sia k > mw? si determini il moto della pallina.

Inizialmente la pallina si trove ferma a distanza r/2 dal centro.

Soluzione

In un sistema inerziale il moto sara la composizione del movimento lungo la scanalatura
e dalla rotazione insieme al disco. Scrivendo la posizione della pallina in un sistema di
coordinate polari abbiamo

R = R¢,
dove R ¢é una funzione del tempo (da determinare), mentre sappiamo che é, ruota con
velocita angolare w costante. Quindi abbiamo per la velocita

U = Ré, + Rwéy

e per la accelerazione

= (R . RwQ) &, + 2Ruwéy

dove sono state usate le solite relazioni é, = 0éy e €9 = —0¢,.. Notare che non é necessario
porre alcuna restrizione su R, che potra assumere anche valori negativi.
Le due forze in gioco saranno quella di richiamo della molla, che potremo scrivere

F, = —kRé,

e la reazione vincolare N della guida, che sappiamo ortogonale alla stessa: é, - N =0.
Le equazioni del moto sono quindi

m [(R . Rw2> & + szég} — _kRé, + N .
Proiettando nella direzione radiale abbiamo
m [(R - sz) &, ér + 2Rwéy - ér} — _kRé, -6, + N - ¢,

cioé

m (R — Rw?) = —kR
(7t e?)

ossia

mR+ (k—mw?)R=0.

La soluzione generali di questa equazione ¢ una oscillazione armonica

R(t) = AcosQt + BsinQt
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con

0 /k—mwQ.
m

Imponendo le condizioni iniziali troviamo A = r/2 e B = 0, quindi
— T .
R(t) = 5 cos Qte,

ossia, in coordinate Cartesiane,

z(t) = gcos Ot coswt

y(t) = gcos Ot sinwt

dove abbiamo supposto che la scanalatura sia inizialmente allineata all’asse x.
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5.12. Oscillatore armonico forzato *x

Un oscillatore armonico si trova in quiete per t < 0. Dat =0 a t = T viene applicata
una forza costante F. Trovare la legge oraria e studiare il limite 7" — 0.

Soluzione

Scriviamo 'equazione del moto dell’oscillatore nella forma

i 4 wiz = aft)

dove
0 t<O0
a(t)=4¢ F/m 0<t<T
0 t>1T.

Consideriamo la soluzione nell’intervallo 0 < ¢ < T'. Sappiamo che dobbiamo aggiungere
alla soluzione generale dell’equazione omogenea

i+ wir =0
una soluzione particolare dell’equazione completa. La prima si puo scrivere nella forma

x(t) = Acoswot + Bsinwot (5.12.1)

e si verifica facilmente che una soluzione particolare € la costante x = ml::) >. Quindi la
0

soluzione completa ¢ della forma

F
z1(t) = Acoswot + Bsinwot + p——l
0

Le condizioni da imporre in ¢ = 0 sono z(0) = 0 e ©(0) = 0. Abbiamo da questo

x1(t) = iz (1 — coswot) . (5.12.2)
mwg
Costruiamo adesso la soluzione per ¢t > T. Adesso I'equazione del moto & omogenea,
e dovremo imporre alla soluzione generale di raccordarsi con continuitd, insieme alla
derivata, con la int =T. Per semplificare i calcoli possiamo scrivere la soluzione
dell’equazione omogenea nella forma

xo(t) = A coswy (t = T) + B'sinwg (t —1T) .

e quindi
2o(T)=21(T) = A= i(1 coswoT)
2 — 41 - - mwg 0
:EQ(T) = l‘l(T> = woB, = sin on
mwo
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da cui

F

xo(t) = P [(1 = coswoT)coswy (t —T') + sinwpT sinwp (t —T)] .
0

L’ampiezza dell’oscillazione ¢ data da

2F |1 — coswyT 2F
A= mw?2 2 - mw?
0 0

Se 'ampiezza della forza é fissata si ha chiaramente

. on
Sin .
2

lim A=0.
T—0

Per ottenere un limite finito si deve far variare F' con 7' in modo che

T
lim F sin —0-
T—0 2
sia finito. Questo significa che I = FT (il prodotto della forza per il tempo di applica-

zione) deve rimanere costante. In tal caso

I 1 — coswpT sin woT’
ra(t) = lim — 0% coswy (t —T) + 0% sinwg (t — T)
= sinwot .
mwo
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5.13. Oscillazioni isocrone % * x

Un punto materiale & vincolato a muoversi in un piano verticale su una guida senza
attrito, descritta dall’equazione

y = f(x).

Determinare f(z) in modo tale che il moto del punto sia una oscillazione armonica di
periodo T attorno x = 0, indipendentemente dalla sua ampiezza. E possibile ottenere
questo per ampiezze comunque grandi? La soluzione é unica?

Soluzione

Supponiamo, senza perdere di generalita, che f(0) = 0 e consideriamo x > 0. Se prendia-
mo come coordinata lo spazio percorso lungo la curva possiamo scrivere l’energia totale
del sistema nella forma

1
E = 5m52 + mgy(s) .

Questa deve essere equivalente all’energia totale di un oscillatore armonico, quindi si deve

avere
y(s) = K2s%.

W—KAU1/1+<flz>2dw
e (i) =1+ ()

Possiamo risolvere questa equazione scrivendo
1—4K% (dy\* .
4K?y de )

4K2y( —
/ ,/7dw =4K%z.

Integrando otteniamo la traiettoria nella forma (valida per 4K%y < 1)

\/4K2y(1 —4K2y) + g — arcsiny/1 — 4K2y = 4K 2z .

Segue che

ossia, derivando,

ossia

Ponendo

otteniamo
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e dato che siamo interessati a © > 0 possiamo scrivere la traiettoria in forma parametrica

come
Yy = 8K2 COS
1 .
xr = @ (Sln9 -+ 9)

per 6 > 0. Possiamo interpretare quindi la traiettoria come quella di un punto posto su
una circonferenza di raggio R = # che ruota senza strisciare sotto il piano y = 2R.
Possiamo ripetere le stesse considerazioni per z < 0, ottenendo lo stesso risultato. Avremo
quindi una traiettoria complessiva descritta dalle equazioni parametriche precedenti per
—m <0 <.

Esiste una ampiezza massima per 'oscillazione che si ottiene da

1

y<—4K2.

Si puo interpretare fisicamente questo fatto tenendo presente che in una oscillazione
armonica si ha una forza di richiamo (tangente alla traiettoria) proporzionale a s. Ma la
massima forza di richiamo disponibile nella situazione considerata é mg, corrispondente
ad una tangente verticale. Questo accade per 8 = .

Infine osserviamo che la soluzione non é unica. Possiamo ad esempio prendere per
x > 0 e x < 0 traiettorie corrispondenti a due diversi valori di K: il moto sara sia per
x > 0 che per x < 0 un moto armonico, ma con periodi diversi. Il periodo totale sara la
media dei due, e non dipendera dalla ampiezza dell’oscillazione.
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5.14. Catena che cade xx

Un filo perfettamente flessibile, di massa m e lunghezza ¢ é vincolato a muoversi sulla
superficie in figura, e pende inizialmente verticalmente per un tratto xg. Determinare il
suo moto.

{— xg

o

Soluzione

Detta x la lunghezza del tratto verticale della catena possiamo scrivere I'energia cinetica

del sistema nella forma m
T == 5372

e energia potenziale gravitazionale come

=053

dove il termine nella prima parentesi € la massa del tratto verticale, e quello nella seconda
la posizione verticale del centro di massa rispetto al piano orizzontale. L’energia totale
sara

m., 1lmg 4

B="g2_ 2.2
2% T "

Derivando rispetto al tempo otteniamo

de. ... mg ._.( . mg)_o
g =Mt - et =g (mi - o) =
da cui I'’equazione del moto
:i—%m:(].

Questa & un’equazione differenziale lineare omogenea a coefficienti costanti, cerchiamo
quindi soluzioni della forma
x=e

e sostituendo troviamo 1’equazione
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da cui la soluzione generale

7 /7
v = AeVi 4 Be Vit
Imponiamo le condizioni al contorno

v(0) = \/g(A—B):O

da cui A = B = x0/2. Quindi
T = xgcosh \/gt .
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5.15. Carrucola xx

Una pedana di massa M & libera di muoversi su un piano orizzontale senza attrito,
ed é collegata ad una massa m da un filo inestensibile come in figura. Determinare
I’accelerazione del sistema e la tensione del filo.

Soluzione
Considerando le forze orizzontali che agiscono sulla pedana, possiamo scrivere
Mi=T

dove T ¢ la tensione del filo. Analogamente abbiamo, per il moto verticale della massa,.

my =T —mg.
Inoltre, dato che il filo € inestensibile, deve essere © = —¢ e quindi & = —g. Quindi
Mi = T
mx = mg-—T.

Sommando le due equazioni otteniamo
(M +m)i = mg
da cui
__™mg
M+ m’
Alternativamente possiamo scrivere ’energia totale del sistema nella forma

P

1 1 1 1
E = -Mi? 4+ =mi? + mgy = =Mi* + =mi? — mgx
2 2 2 2
e derivando rispetto al tempo abbiamo

E=%[(M+m)i—mg]=0

da cui il risultato calcolato precedentemente.
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5.16. Carrucola Il xx

Calcolare 'accelerazione del sistema in figura. Il filo & inestensibile e privo di massa, cosi
come la carrucola. La massa mobile & appoggiata alla parete verticale del carrello. Non
vi sono attriti.

Soluzione

Se T' ¢ la tensione del filo potremo scrivere per la accelerazione orizzontale del centro di
massa del sistema
(M+m)i =T

mentre 1’accelerazione verticale della massa m sara data da

miy =-—-mg-+T.

Il legame tra le coordinate x e y sard © = —y + C. La costante C' si pud eliminare
scegliendo opportunamente l'origine del sistema). Segue che & = —y e & = —§. Quindi
otteniamo

. mg

YT Miom:

Allo stesso risultato possiamo arrivare scrivendo ’energia totale del sistema

1 1
E= §Mi’2 + im(a:2 +9%) + mgy

e esprimendo F in funzione, ad esempio, della sola coordinata x e della sua derivata
vediamo che il sistema ¢ equivalente ad una massa M + 2m sottoposta a una forza mg.
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5.17. Carrucola Il xx

Nel sistema in figura il filo € inestensibile e privo di massa, la massa m é appoggiata alla
parete verticale del carrello e non vi sono attriti. Calcolare ’accelerazione del sistema.

97

Soluzione

Detta T la tensione del filo avremo per il moto orizzontale del centro di massa del sistema
(M 4+ m)i =2T

e per il moto verticale della massa
my =T —mg.

Abbiamo inoltre y = —2x 4+ C'. La costante C non ¢ rilevante e puo essere eliminata
scegliendo opportunamente il sistema di coordinate. Otteniamo infine

(M+m)z = 2T
—2mx = T —mg
da cui
. 2mg
r=——.
M +b5m
Possiamo anche scrivere ’energia del sistema

1 1
Mi? + —m(i? + ¢%) + mgy

E=-
2 2

ossia

1
E = §(M + 5m)i? — 2mgx
che equivale all’energia di una massa M + 5bm su cui agisce una forza 2mg.
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5.18. Oscillatore e forza F = at *x

Su un oscillatore armonico (massa m e costante elastica k) agisce una forza esterna che
cresce nel tempo secondo la legge F = at. B possibile assegnare delle condizioni iniziali
a t = 0 in modo tale che la massa si muova di moto uniforme? Trovare la soluzione
generale dell’equazione del moto.

Soluzione

Se il moto della massa ¢ uniforme la forza totale su di essa deve essere nulla. Tale forza
é data dalla somma della forza di richiamo della molla e di quella esterna applicata:

F=—-kxr+at

che si annulla se
at
r=—.

k

Questo ¢ effettivamente un moto uniforme, corrispondente alle condizioni iniziali

=9 <@

L’equazione del moto si scrive
mi+kxr =aot.

Abbiamo gia una soluzione particolare dell’equazione completa, cioé il moto uniforme
determinato al punto precedente. Per avere la soluzione generale ¢ sufficiente aggiungere
la soluzione generale dell’equazione omogenea, cioé una arbitraria oscillazione libera:

t
szcoswt%—Bsinwt—{—%.

Si puod pensare a questa soluzione generale come ad una oscillazione attorno a un punto
che cambia con moto uniforme.
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5.19. Oscillatore e forza F = at? %

Su un oscillatore armonico (massa m e costante elastica k) agisce una forza esterna che
cresce nel tempo secondo la legge F' = at?. E possibile assegnare delle condizioni iniziali
a t = 0 in modo tale che la massa si muova di moto uniformemente accelerato? Trovare
la soluzione generale dell’equazione del moto.

Soluzione

Se il moto della massa ¢ uniformemente accelerato la forza totale su di essa deve essere
costante, ed uguale al prodotto di massa per accelerazione. Scriviamo ’equazione del
moto:

méi + kx = at?

e cerchiamo una soluzione del tipo
L o
$:$0+Uot+§at .

Sostituendo otteniamo 1
ma + kxo + kvgt + §k:at2 = at?

che ¢ soddisfatta prendendo

v9 = 0
2
a = —
k
2mao
rg = —

k?

La soluzione generale si ottiene aggiungendo alla soluzione particolare appena determi-
nata una arbitraria oscillazione libera (soluzione generale dell’equazione omogenea):

2ma " @2
k2 ko

Tz = Acoswt + Bsinwt —
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5.20. Doppio piano inclinato con attrito

Una particella di massa m viene lasciata cadere su un doppio piano inclinato come in
figura, partendo da fermo e da una altezza h. Se su tutto il piano é presente un attrito
dinamico catatterizzato da un coefficiente g calcolare sulla base di considerazioni ener-
getiche l'altezza massima raggiunta sul piano a destra. Si supponga che lo spigolo sia
regolarizzato e che su di esso non vi sia attrito.

Soluzione

All’inizio e alla fine la particella é ferma, quindi occorre considerare la sola energia po-
tenziale. La differenza tra energia potenziale iniziale e finale deve essere uguale al lavoro
fatto dalle forze di attrito. Quindi

mg(h — h/) = F1l1 + Fylq

dove F} = pugmgceosty e Fy = pgmg cosfy sono le forze di attrito sul piano a sinistra
e a destra rispettivamente. ¢; = h/sinf; ¢ il tratto percorso sul piano a sinistra e
¢y = R/ sin 03 quello percorso sul piano a destra. Abbiamo quindi

, h h
mg(h = W) = pamg tan 61 + tan 09

da cui
i fid
1 =h(1-
< + tan92> ( tan01>

ed infine

1 - ta/fldﬁl h

W =h—379L < p.
1 + talrtldez
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5.21. Carrucola e pedana mobile xx

Nel sistema rappresentato in figura la pedana di massa M é solidale con la prima carru-
cola, ed ¢ libera di scorrere sul piano orizzontale. Anche la massa my é libera di scorrere
sul piano inclinato. Non vi sono attriti, ed il filo & inestensibile. Disegnare i diagrammi
delle forze per le tre masse in gioco, e determinare le loro accelerazioni.

T@h

Soluzione

Consideriamo il diagramma delle forze per la massa mg. Considerando il solo moto
orizzontale abbiamo 1’equazione

malys = T — mag

dove T ¢ la tensione del filo.
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mag

y

Per quanto riguarda il piano inclinato, di cui la carrucola fa parte, abbiamo il diagram-
ma delle forze che segue

che corrisponde alle equazioni del moto

Mié = T —Tcosf— Nsin6
My = R—Mg— Ncosf+ Tsinf.

Notare che §j = 0. Consideriamo infine la massa m. Il diagramma delle forze ¢ il seguente
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e le relative equazioni del moto sono

miZ1 = Nsinf + T cosf

mijy = Ncosf —mig—Tsinf

Abbiamo le 5 relazioni precedenti e le incognite &, Z1, 41, 92, T, N, R. Servono quindi
altre due equazioni. La prima si puo scrivere imponendo che ’accelerazione della massa
mq relativa alla pedana sia inclinata rispetto all’orizzontale di un angolo 6:

Y1

Tr1 — T

tanf = —

La seconda deriva dalla inestensibilita del filo. Possiamo scrivere la lunghezza di que-

st’ultimo come
r — T

{=—y—x+ + costante
e derivando due volte rispetto al tempo otteniamo
(4o + &) cos @ = & — .

Abbiamo in conclusione un sistema lineare che permette di ricavare le accelerazioni
incognite, insieme a T' e N.
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5.22. Catena chiusa di masse *x

Nell’apparato in figura non ci sono attriti, e il filo & senza masse e inestensibile e teso.
Calcolare le accelerazioni delle masse. E possibile determinare le tensioni dei fili?

my
mo m3
Soluzione
Dal diagramma delle forze in figura
T T
T3 T2
¢m2 ¢ mig
T T
seguono le equazioni del moto
ma = T2 — T3
maa = T3 —T1 —mag
mga = Ty — T+ m3g

e sommando membro a membro troviamo ’accelerazione

(m3 —ma)g
m1 + mg + ms3 '
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Le equazioni precedenti sono insufficienti a determinare le tensioni. Questo corrisponde
al fatto che la trasformazione

™ — T1+ AT
T — Ty + AT
T35 — T3+ AT

le lascia invariate.
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5.23. Caduta quasi libera *

Sul piano senza attrito in figura, inclinato rispetto all’orizzontale di un angolo «, &
appoggiato un cuneo di massa M. Su quest’ultimo é fissato un pendolo di massa m
e lunghezza £. Si osserva che, per opportune condizioni iniziali, il cuneo si muove con
accelerazione costante a e 'inclinazione del pendolo rispetto all’orizzontale ha un valore
costante . Determinare a e 6.

Soluzione

N

Se l'inclinazione del pendolo é costante 1’accelerazione del cuneo é anche 'accelerazio-
ne del centro di massa del sistema complessivo. Questa inoltre sara diretta parallela-
mente al piano inclinato, e applicando la seconda legge della dinamica la calcoliamo
immediatamente:

(M+m)a = (M+m)gsina

a = g¢gsina

Il calcolo é perfettamente analogo a quello che si esegue per un unico corpo su un piano
inclinato: 'unica forza parallela al piano ¢ una componente della forza peso.

Adesso possiamo determinare 'angolo 6. Un semplice ragionamento permette di arri-
vare al risultato senza eseguire alcun calcolo. Se consideriamo il cuneo (includendo in esso
il supporto verticale del pendolo), sappiamo gia che la sua accelerazione ¢ a = gsin .
Ma anche al cuneo deve applicarsi la seconda legge della dinamica, e quindi

Ma = Mgsina + 1T

dove Tj ¢ la componente della forza associata alla tensione del filo parallela al piano. Ne
segue che 7)) = 0, cioe il filo ¢ perpendicolare al piano inclinato. In altre parole 6 = a.
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5.24. Pedana mobile xx

La pedana in figura ¢ inclinato di un angolo () rispetto alla orizzontale, ed ha un punto
fisso. La massa m é libera di muoversi su di essa senza attrito. Determinare 1’equazione
del moto. Risolverla nel caso 6(t) = Qt, e determinare se possibile le condizioni iniziali a
t = 0 in modo da avere una oscillazione armonica.

Soluzione

Introducendo un sistema di coordinate polari centrato sul punto fisso possiamo scrivere
la posizione della massa come
7 = xé,

dove x ¢ la coordinata della massa sulla pedana. Derivando otteniamo la velocita
U= &, + x0éy

e 'accelerazione

= (x — xéQ) e, + (xé+ 2:'59') &g .
Le forze che agiscono sulla massa si scrivono
F = —mg(é, sinf + égcos ) + Nég

dove Néy ¢ la reazione vincolare della pedana, ad essa normale. Prendendo le componenti
dirette lungo é, di F' = md otteniamo

m (m — x92> = —mgsinf.
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Nel caso 8 = Qt abbiamo
i—Q%r=—gsinQt.

Questa & una equazione lineare a coefficienti costanti, non omogenea. Cerchiamo la
soluzione generale x,(t) dell’lomogenea associata

iy — %2, =0
nella forma x = e, Troviamo come possibili soluzioni o = £ e quindi
T, = At + Be .

Determiniamo adesso una soluzione particolare dell’equazione completa, che cercheremo
nella forma

2" = CsinQt.
Sostituendo troviamo
—202C = —g
e quindi
xt = ﬁ sin Q¢ .

La soluzione generale ¢ quindi
_ * AN -t g9 .
r=x,+2" = Ae’* + Be +Wsm9t

e per avere una oscillazione armonica dovra essere A = B = 0. Questo significa
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5.25. Urto massa-pedana *x

La massa m si muove inizialmente sul piano orizzontale privo di attrito con velocita vyg.
Successivamente sale sul piano inclinato di massa M, libero anche esso di muoversi sul
piano. Determinare per quali valori della velocita vy la massa supera il piano inclinato.

h
m Vo [ M
[T——
Soluzione

Sia I’energia che la quantita di moto orizzontale del sistema si conservano. Uguagliamo
queste due quantita tra l'istante immediatamente precedente al contatto tra pedana e
massa e l'istante in cui la massa arriva nel punto piti alto della pedana:
Lo 1 2, .2 1 2
My = 5m (Vi + Ve ret)” + 0y per | + §MV$ + mgh
mvg = m (Vx + vac,rel) + MV,

dove V, indica la velocita del piano inclinato (orizzontale) € vy yei, vy rer le due componenti
della velocita della massa relative a quest’ultimo. Questa velocita relativa deve inoltre
essere inclinata rispetto all’orizzontale di un angolo 6

Uy, rel
9T tané

Vg, rel

ma non useremo questa ultima condizione. Utilizzando le tre relazioni si puo calcolare
Vg rel, Vyrel © Vz, € porre ad esempio vy re > 0.

Piu semplicemente si pud determinare la velocita necessaria a far arrivare la massa
esattamente nel punto piu alto della pedana. In questo caso vy e; = vy rer = 0 € le leggi
di conservazione si scrivono

1 1
§mvg,mm = i(m + M)V} + mgh
mvomin = (m + M)Vm,min

da cui segue immediatamente

/ m+ M
Uo’min = 2ghT .

Per velocita maggiori di quella determinata il piano inclinato verra superato. Notare che
per M — oo si ha il consueto risultato v min — v2gh, mentre per M — 0 vg min — 0.
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5.26. Filo che si avvolge *x

Il disco in figura ¢ fissato rigidamente ad un piano orizzontale, e ad esso é fissato un filo
inestensibile di lunghezza £. All’altro estremo ¢ fissata una massa m che viene lanciata
con velocita iniziale di modulo v in direzione perpendicolare al filo. Calcolare la velocita
della massa, la sua traiettoria e la tensione del filo in funzione del tempo.

o

—@ m

Soluzione

La velocita della massa é sempre ortogonale al filo, quindi I'unica forza ad essa applicata
(la tensione del filo) non fa lavoro. L’energia cinetica sara quindi conservata ed il modulo
della velocita sara sempre uguale a vg. Per quanto riguarda la tensione del filo, possiamo
considerare istante per istante il moto come moto circolare con velocitd vy attorno a
un punto posto a distanza ¢ — x = ¢ — Rf. Avremo quindi uguaglianza tra T/m e

accelerazione centripeta:

2
Yo

m =
{— RO
quindi la tensione aumenta all’accorciarsi del filo.
Verifichiamo tutto questo in modo pit formale. Introducendo un sistema di coordinate

polari possiamo scrivere la posizione della massa come
7= Ré, + ({ — RO)éy
e derivando rispetto al tempo troviamo velocita
7= Ré, + ({ — RO)ég — ROeg = —0(¢ — RO)é,

e accelerazione

a= |RO*—0(0 —RO)| e, —0*(0 — RO)ey.

D’altra parte la forza che agisce sulla massa si puo scrivere come F= —Téy e dal secondo
principio della dinamica segue
m*(l—RO) = T
RO?> —0({ —RH) = 0.
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5.26.

FILO CHE SI AVVOLGE #*

La seconda equazione si puo riscrivere come

d .
Z0(t— RE) =0

ossia

6(¢ — RO) = vy .

Sostituendo nella seconda abbiamo

Per la traiettoria possiamo scrivere

o cos —sind
r-R( )—l—(E—RQ)( cos 0 )

sin @

che da direttamente I’equazione in forma parametrica:

x = Rcosf— ({— RO)sinb

= Rsinf+ ({ — RO)cosb.

La distanza dal centro diminuisce con 8:

r? =2 +y’ = R*+ ({ - RY)”.
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5.27. MOLLE IN SERIE E IN PARALLELO %

5.27. Molle in serie e in parallelo

Nei sistemi rappresentati in figura tutte le molle sono di lunghezza a riposo nulla, e
le masse sono identiche. Per quale valore di K il sistema al centro oscilla alla stessa
frequenza di quello a sinistra? E per quale alla stessa frequenza di quello a destra?

K1 KQ K Kl

Ky

Soluzione

Consideriamo prima di tutto il sistema a sinistra. Possiamo scrivere

F1 = —Klﬂf
F, = —Ksx

perché la deformazione delle due molle ¢ la stessa. Da questo segue che
F=F+F= —(K1 —|—K2)l’

e quindi K = K7 4+ K». Per il sistema a sinistra vale invece

F = _lel
F = —KQ.Z‘Q
da cui
F n F ( N )
— + — = —(z T9) = —x
K K, 1 2
cioeé
1 _ 1 1
K K| K,
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5.28. OSCILLATORE CON MASSA APPOGGIATA %

5.28. Oscillatore con massa appoggiata *x

Nel sistema in figura la molla ha costante elastica K e tra le due masse si ha un attrito
caratterizzato da coeflicienti statici e dinamici pg e ps. Non si ha attrito tra massa mg e
piano orizzontale. Determinare la massima ampiezza di oscillazione per la quale la massa
mq non slitta sulla mo, e la frequenza di oscillazione in tale condizione.

my
Hs;Hd
K
0 —— 0 —— 0 —
mo
Soluzione
Se le due massa non slittano possiamo scrivere
mii1 = Fa
miji = N—-—mig=0
con |Fa| < usN = psmag.
Per la massa mo vale
mgi'Q = —K.%'g — FA
e per non slittare deve essere &1 = I ossia
Fy K Fy
mi mg My
Segue che
my
Fy=— Kl’g
my + mg
ossia
Km1
22| < psmag
my + mg
che possiamo riscrivere come
mi1+m mi1 + mo
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5.29. CARRUCOLA E MOTO RELATIVO %

5.29. Carrucola e moto relativo +x

Facendo riferimento alla figura, trovare quale forza F' é necessario applicare alla massa
m1 per impedire qualsiasi accelerazione relativa tra mi, ma e ms.

F
mi ms
Soluzione
Scriviamo le equazioni del moto delle tre masse:
mli’l = F—-R-T
mgfi‘g = T
mgty = R
m3ys = T —ma3g.
Inoltre deve essere
To—21 = —3
1 = I3
e sostituendo otteniamo
mlzil = F-R-T
mgig =T
m3:}§1 = R
mg(i1 —&2) = T —mag
da cuil
(my + m3)& +meiy = F
mgE1 — (mg +mg)is = —mag.

Le due accelerazioni &, ¥s saranno uguali quando

m
Fz(m1+m2+m3)m—zg-
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5.30. URTO TRA UNA MASSA E UN SISTEMA COMPOSTO *x

5.30. Urto tra una massa e un sistema composto »*

Nel sistema in figura la massa m; urta elasticamente il sistema composto dalle masse
ma e m3. Queste ultime sono collegate da una molla di costante elastica k. Trovare le
velocita finali della massa my e del centro di massa del sistema mso + ms, nell’ipotesi che
I'urto avvenga in un tempo molto breve.

Soluzione

Se l'urto avviene in un tempo molto preve possiamo trascurare lo spostamento della
massa mg, di conseguenza la molla non viene compressa e nessuna forza agisce sulla
massa meo. Abbiamo quindi un normale urto elastico tra la massa m, e la massa mg,
descritto dalla conservazione di energia e quantita di moto:

mivg = m1v] + m3gvs
1 1 1
2 2 2
—mivy = =MM1v] + =msv
2 0 g LT gnns
ossia
ms3
Vo —UV1 = —U3
mi
v9+v1 = v3
e infine
2mq
v3 = ——1
m1 +ms3
mi1 —1ms
v, = ———
m1 +ms3

Dopo l'urto la velocita del centro di massa del sistema mg + m3 si conserva, e vale

vs3ms 2m1m3
v e = Vo -
T my+ms  (my +mg) (mg +ms)
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5.31. URTO ANELASTICO CON SISTEMA COMPOSITO %

5.31. Urto anelastico con sistema composito *x

Si faccia riferimento al sistema descritto nel problema[5.30] Se le masse m; e mg riman-
gono a contatto calcolare la velocita finale del centro di massa del sistema e ’energia
dissipata durante 'urto.

Soluzione

Possiamo utilizzare la conservazione della quantita di moto per scrivere
mivg = (m1 +m3)vi43

dato che la molla, come nel caso precedente, non interviene durante 'urto. Abbiamo
quindi
my

Vi43 = —— U0
* my1 + ms

e la variazione dell’energia sara

1
mlvg — i(ml + mg)v%+3

mims 112
(m1 +m3) 0

AE =

N =N

La velocita finale del centro di massa sara

_(mi+m3)vies mivp
cm T -

mi1 + mo + ms mi1 + mo + ms

cioé la quantita di moto iniziale diviso la massa totale.
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5.32. MASSIMA COMPRESSIONE xx

5.32. Massima compressione xx

Nel sistema in figura la massa m; é lanciata inizialmente con velocita vg. La molla di
lunghezza a riposo uguale alla lunghezza del piano inclinato é libera di contrarsi, e il
piano inclinato é libero di spostarsi sul piano orizzontale. Non vi sono attriti. Calcolare
la massima contrazione della molla, e la massima velocita del piano inclinato.

k

my mo

o0—— [4

Vo

Soluzione

Usiamo la conservazione dell’energia e della quantita di moto orizzontale. Detta § la
contrazione della molla abbiamo

1 1 1

§mlv§ = §(m1 + mg)V2 + mqgdsinf + 51«52

mivg = (m1 + mg)v
dove ¢ stato usato il fatto che nel momento di massima contrazione le masse mj e mo
hanno la stessa velocita. Da questo segue
mqgsinf 1 mm
19 5— = 112 v% -0

k kmi + mo

e quindi (= myma/(m; + m2) & la massa ridotta del sistema)

migsinf wk 9
g=—27 (i P2
k (\/ * m?g? sin? g0 )

dove ¢ stata scelta la soluzione § > 0. Per valori molto grandi della velocita l'effetto della

molla ¢ dominante:
o~ \/gvo

mentre per valori piccoli ¢ la gravita a limitare la contrazione:

~ H v2
" 2migsinf °’

6% +2

Per ottenere le approssimazioni precedenti si ¢ utilizzato v/1+x ~ /z per z > 1 e
V1+ 2 ~1+4+2/2 per x < 1. La massima velocita del piano inclinato si ha chiaramente
quando la massa m; € separata da esso. In questo caso valgono le normali formule

dell’urto elastico, che danno
2m1
v =

=—.
mi + ms
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5.33. SBARRA VINCOLATA »*

5.33. Sbarra vincolata *x

L’asta rappresentata in Figura di massa m e lunghezza ¢, ha un estremo vincolato a
muoversi su una guida verticale e I’altro su una guida orizzontale. Inizialmente 6 ¢ molto
piccolo. Determinare il punto della sbarra che raggiunge la massima velocita vy, nella
caduta (da @ =0 a 6 = 7/2), e calcolare vpqz-

-

Figura 5.6.: La sbarra vincolata in una configurazione intermedia tra quella iniziale e
quella finale.

Soluzione

Dato I'angolo 6 possiamo scrivere la posizione di un tratto infinitesimo sulla sbarra posto
a una distanza r fissata dal giunto verticale come

7= Lcos0éy + ré,
dove 0 < r < /. La velocita sard data da
¥ = —0sin 0, + réq
ed il suo modulo quadro
v? =62 (7% + € (0 —2r)sin® 0] .

Notare che la coordinata r non é stata derivata. Possiamo ora scrivere I’energia cinetica
come

1 2 1m [* 252 242 i 2 32 i 2
T=3 [vir)dm =37 <re + 0262 sin® 0 — 20r6% sin H)dr
0
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5.33. SBARRA VINCOLATA »*

ossia 1
T = ~mb?§?.
6

Per I’energia potenziale abbiamo
14
U= mg; cos 0

che poteva ottenersi direttamente usando la posizione del centro di massa. Usando la
conservazione dell’energia troviamo

0% = 379(1 — cos )

Per un fissato valore di € il punto pitt veloce dell’asta corrisponde al massimo di v?
rispetto a7 in 0 <7 </, cioé r={¢se <7m/der=0sef >mn/4 La relativa velocita
vale

v?2 = 0262 cos? 0 = 3g4(1 — cos ) cos? 0 0 <m/4
v?2 = £26%sin?60 = 3g4(1 — cos0)%(1 + cos ) 0>m/4.

I1 massimo assoluto di questa espressione si ha per § = 7/2, quindi

Tmaz = 0
U?nax = 395

cioé il giunto fissato sulla guida verticale si muove piu velocemente di ogni altro punto,
e questo avviene quando la sbarra é verticale.
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5.34. URTO MULTIPLO %%

5.34. Urto multiplo xx

Determinare le velocita finali delle masse nel sistema in figura, supponendo tutti gli urti
istantanei e elastici, se
my = ~v*m
con v > 0. Considerare in particolare il caso v = 1.
ms m, meg

- (OO0

Soluzione

In un urto elastico tra una massa m e una m’ se la prima ¢ inizialmente in moto con
velocita vy e la seconda é ferma immediatamente dopo 'urto si ha

m—m'
vo= ———
m +m
, 2m
vo= ———p.
m-+m

Quindi, tenuto conto che nel nostro caso il rapporto tra una massa e quella precedente é
v si trova

l—v
v o= v

1+~ 0
/ 2
voo= v -

147 0

Supponiamo che ciascuna massa urti la successiva una sola volta. L’espressione generale

per la velocita é
1_7< 2 )k—l
vp=—"| —— v
=T 11 0

ad eccezione della massa piu a destra, per la quale

< 2 )k—l
Ve = S u— o .
k 1_"_7 0

Le caso particolare v = 1 tutte le masse sono ferme, salvo 'ultima che si muove con
velocita vg.
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5.35. MOTO SU UNA GUIDA PARABOLICA *x

5.35. Moto su una guida parabolica x*

Una particella di massa m ¢é vincolata a muoversi su una guida della forma descritta

dall’equazione

132

Yy=——

a
dove a > 0 é un parametro assegnato della dimensione di una lunghezza. Se la particella
si trova inizialmente in x = 0 con velocita positiva molto piccola, & possibile il distacco

dalla guida?

Soluzione

Se scriviamo la reazione vincolare nella forma Rn, dove 7 é il versore normale al vincolo
nel punto dato, la condizione di distacco ¢ R < 0. L’equazione del moto nella direzione
normale 7 si scrive )
v
m— = —mgcosf + R
P

dove p ¢é il raggio di curvatura della parabola nel punto dato e # la sua inclinazione
rispetto alla verticale. Dall’equazione della guida segue che

2
dy = ey
a
da cuil
1
cosf = -
14 %

da cui
2 1
P a 4z /
[1 + a—z}
e quindi
B mg 2m v?
[ — 773/2 .
14422 @ [1 + 4@%2}

Il modulo quadro della velocita si determina usando la conservazione dell’energia:

Lo o
0= imv + mgy

da cui

@ 107 versione del 9 ottobre 2013



5.35. MOTO SU UNA GUIDA PARABOLICA *x

e sostituendo troviamo
mg

14422

a?

che risulta essere sempre positivo.
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5.36. OSCILLATORE FORZATO CON ATTRITO * %

5.36. Oscillatore forzato con attrito x x x
Un oscillatore forzato & descritto dall’equazione
mi + 2\& + kx = F(t)

dove \ parametrizza l'attrito viscoso presente e F(t) é un’onda quadra di ampiezza Fj e

periodo T':
F kI<t<(k+3)T

F(t):{—FO (k+3)T<t<(k+1)T > kel

Trovare se possibile una soluzione z(t) periodica in —oco < t < oo e discuterne 'unicita.

Soluzione

Determiniamo la soluzione generale nel periodo dell’onda quadra corrispondente a k = 0.
Tra t =0 e t = T/2 l'equazione si riduce a

mx + 2T + kx = Fy

che ammette come soluzione generale

o

zo(t) = Age™ + Afe™t 4 k:

dove «, a* sono le soluzioni complesse coniugate di
mao? 4+ 2 a+k=0.
Analogamente tra t = T7'/2 e t = T I’equazione diviene
mz + 2\t + kx = —Fp

con soluzione che scriviamo nella forma

20(8) = Boet-T/2) | grea(t=T/2) _ %
Dobbiamo imporre la continuita della soluzione e della sua derivata in ¢ = 7'/2. Abbiamo

un sistema lineare

Age®T/? 4 AT/ 4 ?0 = By+ B — ?0
adoe®T? 4 o AL T2 = 4B+ o* B}
che ha per soluzione
2a* FO
By = Agea?/2 4 207 Fo.
0 0¢ + a* —a k
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5.36. OSCILLATORE FORZATO CON ATTRITO * %

Se adesso scriviamo la soluzione tra t = pT e t = pT + T'/2 nella forma

Fy

zp(t) = Apet=PD) 4 A;ea*(tpr) +2

e imponiamo la continuita di soluzione e derivata in t = T troviamo

*
dy g 2 F (s )
af—a k

e ripetendo il ragionamento per ¢t = pT

20*  F
Ap:eO‘TAp_lvta*(ia?D (eaT/Q—l) .

Possiamo risolvere questa relazione ricorsiva scrivendo

20 F 1 — ecrT
Ay = e ag 207 o (e _yy L=
a* —a k 1—edT
che risulta valida anche per p < 0. Se « ha una parte reale negativa, come accade in
presenza di attrito, abbiamo evidentemente che per p — —oo i coefficienti A, divergono.
Fa eccezione il caso in cui

ot —a k 1 —eaT

per il quale
A, = A

e che corrisponde chiaramente a una soluzione periodica.
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5.37. CADUTA DA UN DIRUPO #**

5.37. Caduta da un dirupo *x

Una particella di massa m si muove su una superficie descritta dall’equazione

z=F(y)
dove
0 y <0
Fly)=4q 9ly) 0<y<L
—h y>L

e g(y) & una funzione sufficientemente regolare e decrescente, con g(0) = ¢'(0) = 0,
g(L) = —h, ¢’(L) = 0 che non ¢ necessario specificare. Inizialmente la particella si trova
iny<O0e

U =wvgcos0T+ vgsinfy.

Determinare la velocita della particella quando questa si trova in y > L.

Soluzione

Le uniche forze esterne sono quella di gravitd —mgé, e la reazione vincolare, perpendi-
colare ovunque a é, e al moto della particella. Si conserva quindi la quantitd di moto
lungo x e 'energia totale. Possiamo scrivere di conseguenza

muvgcosd = mu,
1
imvg = 5m (u?r + uz) —mgh

dove ugz, u, sono le componenti della velocita per y > L. Risolvendo otteniamo

Uy = vgcosl

uy = \/vg(l—cos29)+29h.
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5.38. DIFFUSIONE DA UNA BUCA %

5.38. Diffusione da una buca **

In un piano orizzontale & praticata una cavita circolare, di raggio R e profondita h. I
bordi della cavita sono arrotondati, ed un punto materiale di massa m € vincolato a
muoversi sulla superficie risultante. Inizialmente il punto materiale si muove all’esterno
della cavita, con velocita di modulo vy e parametro d’urto b, come in figura.

Determinare le quantita conservate, e ’angolo di diffusione W all’'uscita della buca, in
funzione dei parametri specificati.

Soluzione

Le quantita conservate sono 'energia totale (cinetica pitl potenziale gravitazionale) e la
componente verticale del momento angolare rispetto al centro della buca. Quest’ultima
si conserva perché le forze che agiscono sulla particella sono normali al piano (forza di
gravitd sempre, e reazione vincolare quando la particella non ¢ sul bordo della buca)
oppure radiali (reazione vincolare quando la particella si trova sul bordo). Nel primo
caso il momento della forza non ha componente verticale, nel secondo caso ¢ nullo.

All'interno e all’esterno della buca la particella si muovera di moto rettilineo uniforme.
Resta da determinare come i diversi pezzi di traiettoria si raccordano tra di loro.
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5.38. DIFFUSIONE DA UNA BUCA %

Facendo riferimento alla figura, é anzitutto chiaro che a = . Questo perché, come
vedremo tra breve, le due leggi di conservazione precedentemente citate sono sufficienti
a determinare univocamente 3 in funzione di a. Inoltre

1. Data una soluzione 7(t) che soddisfa alle equazioni del moto, anche la soluzione
invertita nel tempo 7(—t) le soddisfa (le forze dipendono solo dalla posizione)

2. Invertendo nel tempo una soluzione I’entrata nella buca diventa una uscita da essa.
Quindi la legge che lega o e (3 é la stessa che lega v a f.

Eguagliamo adesso la conservazione dell’energia e del momento angolare, tra un istante
nel quale la particella ¢ fuori dalla buca e uno in cui si trova al suo interno. Abbiamo

1 1
§mv(2] = imv2 — mgh (5.38.1)
e
— mugb = —muRsin (5.38.2)
Dall’equazione ([5.38.2]) segue
vob
= 5.38.3
Y Rsin 8 ( )

Ricavando v? dalla conservazione dell’energia e sostituendo abbiamo quindi quindi (te-
nendo conto che b/R = sin «)

sin? o 2gh
—— =14 5.38.4
sin2ﬂ + vg ( )

Inoltre abbiamo ¥ = 2(a — ). Da notare che si sarebbe potuto utilizzare anche la
conservazione della componente tangenziale al bordo della buca della quantita di moto,
ottenendo la relazione

mup sina = mu sin 3 (5.38.5)

equivalente alla ([5.38.2)).
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5.39. MOLLA E ATTRITO %

5.39. Molla e attrito %

Due masse mj1 e meo su un piano orizzontale sono collegate tra loro da una molla di
lunghezza a riposo nulla e costante elastica k.

Determinare la massima distanza a cui le masse possono rimanere in equilibrio in
presenza di un attrito statico con coefficiente .

Soluzione
Le forze che agiscono sulla massa mi e mo quando la molla é lunga £ sono

Fi = —kl+Fa,
Fy = kl+Fao

dove
|Fai| < psmig.

Devono essere quindi soddisfatte le due condizioni

psmig > kL
psmag > kL
e quindi
E o ILLSg .
max — 7 min (ml, mg) .
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5.40. Carrucola con attrito » x

Tra un filo e la carrucola rappresentata in Figura (da considerare immobile) si ha un
attrito descritto da coefficienti pg, pg. Ai due estremi del filo sono appese delle masse
m1 e my. Per quali valori di mq, mso il sistema & in equilibrio? In tale condizione, quanto
vale la tensione del filo in funzione dell’angolo 67

my mo

Figura 5.7.: La carrucola considerata nel problema.

Soluzione

Consideriamo le forze che agiscono su un tratto infinitesimo del filo (Figura. Abbiamo
all’equilibrio

0= —T(60 + dO)#(0 + db) + T(0)7(0) + dN (0)i(0) + dFA(6)7(6) (5.40.1)

dove T'(0) ¢ la tensione del filo, dN(#) la reazione vincolare normale e dF4(0) la forza di
attrito, con

|dFA(0)] < pusdN(0) . (5.40.2)
Sviluppando possiamo scrivere
d . _dN(0) . dF4(0) .
ST O)0) = =2 i(0) + 27 0).

Espandendo la derivata otteniamo

EA_{_ ﬁ_dﬂA+dFAA
a0 T rtae T et T ae T
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Figura 5.8.: Le forze che agiscono su un tratto del filo compreso tra 6 e 6 + df.

Proiettando nelle direzioni tangenti e normali abbiamo le due equazioni

dI'  dFa
a9 do
dN
T = ——
dé
dove si & tenuto conto del fatto che
dr
g
Usando il valore massimo e minimo della forza di attrito possiamo scrivere
dT
Tl < 5 < T (5.40.3)

Integrando abbiamo
T(0)e™#<¥ < T(9) < T(0)e"?

ossia, dato che T'(0) = maog e T'(7) = mag,

e_HsW S @ S eMsW .

m2

Per un valore arbitrario del rapporto delle masse che soddisfa la condizione precedente la
tensione 7'(f) non & univocamente determinata. Esistono molti modi infatti di soddisfare
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la (5.40.3)) con le corrette condizioni al contorno. Nei casi estremi

mi — 6:I:/J,s7r

ma2

la soluzione & invece unica:
T(0) = mage™s? .
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5.41. Oscillatori accoppiati x x *

Scrivere e risolvere le equazioni del moto per il sistema in figura, mostrando che é possibile
scrivere il moto come somma di due modi di oscillazione indipendenti. Descrivere ciascuno
di essi. La lunghezza a riposo delle molle & nulla.

Kl KQ ](l
W m /ffé?ﬁf\ m /CGGGC\

Soluzione

Le equazioni del moto sono della forma

mxy = —K1$1+K2($2—x1)

m.i'g = Kg(xl—l‘Q)—leQ.

=)

in modo da poter riscrivere le equazioni del moto nella forma

Conviene introdurre la notazione

mu+ Ku =0
dove

K— K+ Ky, —Ko
-Ky Ki+Ky )&

In analogia con il metodo usato per trattare equazioni lineari omogenee a coefficienti
costanti cercheremo soluzioni della forma

u(t) = Ae®

dove A ¢ un vettore costante. Sostituendo nelle equazioni del moto abbiamo
2 1
a’'l+—K|A=0. (5.41.1)
m

Questo & un sistema lineare omogeneo che avra soluzioni non banali quando (w? = K;/m)

1 2 2 2 2
det (0?T+ —K ) =| “1 +_('022+ @ 9 ('22 9
m wj wi +wi; +a

ossia )
2 2 2 4
(w1+w2—|—a) = wy.
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Questo accadra quando

oppure
0 = —wh — 23,

Nel primo caso il sistema ([5.41.1)) diviene

2 2
Y2, TR )4 =0
_2 W2 A=
2 2
corrispondente alla soluzione

uy(t) = ( } ) (a1 coswit + by sinwit) .

In questo caso le due masse oscillano in sincrono, e la molla centrale non influenza il
moto. Questo spiega la frequenza di oscillazione. Nel secondo caso abbiamo

2 2
Y T ) A, =0
_w? 2 22T

2 Wy

1
uy(t) = ( 1 ) (agcos\/w%—l—%;%t—i—bgsin w%+2w§t> .

In questo caso le due masse oscillano in opposizione di fase. La soluzione generale sara

da cui

una sovrapposizione arbitraria di u; e uy.
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5.42. Oscillatore *x

Nel sistema in Figura I'asta AC', AC = {, ¢ libera di ruotare attorno al perno posto
in A, ed é di massa trascurabile. La molla ha costante elastica k e lunghezza a riposo
nulla. Inoltre AD = AB = %E.

D

Figura 5.9.: L’oscillatore considerato nel problema.

Trovare la posizione di equilibrio e la frequenza della piccole oscillazioni attorno ad essa.

Soluzione

Introducendo come coordinata I'angolo 6 dell’asta rispetto all’orizzontale possiamo scri-
vere l’energia cinetica

1 )
K= §mfu2 = §m€202

e 'energia potenziale
K [2
U =mglsing + - [9% (1 —sin 9)] .
La posizione di equilibrio stabile corrisponde al minimo del potenziale, che é della forma

K
U= (mgﬁ — 9€2> sin 6 + costante

avremo quindi un minimo per § = —7/2 se mgl > K{*/9 oppure per § = /2 se
mgl < K?/9. Se mgl = K¢%/9 allora U = 0.
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Nel primo caso scriviamo § = —7/2 + ¢ da cui

1 K
E = §m£2é2 + <mg€ — 9€2> sin (—g + E) + costante

1 K 2
= §m€2é2 + <mg£ - 9€2> % + costante + O(g?) .

Questa ¢é ’energia di un oscillatore armonico di frequenza

= 1 /mgl— K*/9
Y me2 '

Nel secondo caso scriviamo 6 = 7/2 + € e analogamente troviamo l'energia di un
oscillatore armonico di frequenza

K??/9 — mgt

mi? '

1
F=5:
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5.43. MOLLA CON MASSA NON TRASCURABILE. ANALISI APPROSSIMATA.

* k Kk

5.43. Molla con massa non trascurabile. Analisi
approssimata. x x x

Si vuole trattare approssimativamente ’effetto della massa non nulla y di una molla sulla
frequenza di oscillazione. Per fare questo si scrive ’energia del sistema supponendo che
la molla si muova nello stesso modo in cui si muoverebbe se la sua massa fosse nulla.

Usando tale metodo si determini la frequenza di oscillazione del sistema in Figura[5.10]
supponendo la molla di lunghezza a riposo nulla.

ke
M

Figura 5.10.: L’oscillatore considerato nel problema, con una molla di massa non nulla
L.

Soluzione
Scriviamo ’energia del sistema nella forma
1. .5 1
E = 5M£2 + 5“2 + Kmolla

dove Kiola € I'energia cinetica della molla, e £ la sua lunghezza. Parametrizziamo la
posizione di un elemento della molla come

x=/lu
con 0 <wu<1dacui _
T = lu
e
dx = bdu .
Possiamo farlo nell’approssimazione che la molla si dilati in maniera uniforme. Abbiamo
allora .
1 ) . 1p.
Koola = 3 /d,ux2 = g/o u2Pdu = 5%62.
In conclusione 'energia del sistema si scrive nella forma
1 Wy 1
E= (M+5) 24 ke
2 + 3 + 2

che corrisponde ad un oscillatore di frequenza

1 k
fz%\/MJru/S'
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5.44. Oscillazione in una guida parabolica xx

Si calcoli la frequenza di oscillazione di un punto materiale di massa m vincolato a
muoversi su una guida descritta dall’equazione

y = ax?
con « > 0, nella approssimazione di piccole oscillazioni attorno a x = 0.

Soluzione

Utilizzando come coordinata 1’ascissa x del punto materiale scriviamo ’energia del siste-

ma;: )
E= §m (:i:2 + y2) + mgy

nella forma 1
E = 3 (1+ 4a*2?) i* + mgaz® .

Sviluppando per piccoli valori di x, & otteniamo al secondo ordine

1
FE = §mx'2 + mgax?

che corrisponde ad un oscillatore armonico di frequenza

1
f= %\/290[.
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5.45. Oscillazioni di un manubrio *x

Agli estremi di un’asta di lunghezza ¢ e massa trascurabile sono fissate due masse m; e
my (vedere Figura . L’asta é libera di ruotare in un piano verticale attorno ad un
perno posto su essa, a distanza |z| < ¢ dalla massa m;. Determinare la frequenza delle
piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile in funzione di z. E possibile
interpretare le soluzioni ottenute per |z| > £7

my

ma

Figura 5.11.: Il manubrio considerato nel problema, libero di ruotare attorno al perno
indicato dal piccolo cerchio scuro.

Soluzione

Usando come coordinata l'inclinazione 6 del manubrio rispetto alla verticale possiamo
scrivere I'energia del sistema come

1 .
E = g [mia® + ma(l —2)?] 62 + [miga — mag( — )] cos .

La posizione di equilibrio stabile corrisponde al minimo del potenziale, cioé

=0 se mx—me(l—x)<0

0=n se mx—me(l—x)>0
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ossia a seconda se il perno sia sopra o sotto il centro di massa del sistema. Trattiamo
il primo caso, il secondo é completamente analogo. Per piccoli valori di # possiamo
approssimare

92
0~1— —
COS 9

da cui

E= % [m12? + ma(¢ — 2)?] 02 + % [mag(f — ) — mygx] 6% + costante.

Questa é 'energia di un oscillatore armonico di frequenza

= 1 [mog(l —x) —migx
C2m\ mya? Fmae(f — )2

Per |z| > ¢ possiamo pensare ad una estensione della sbarra esterna alle due masse, sulla

quale é posto il perno. Per x = —L con L molto grande abbiamo ad esempio
L /g
T~V
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5.46. Moto libero in coordinate generali xx

Un punto materiale ¢ libero di muoversi nello spazio in assenza di forze. Si vuole descrivere
il suo moto utilizzando 3 coordinate arbitrarie u;, ¢ = 1,2,3 funzioni delle coordinate
cartesiane x; e del tempo.

Scrivere le equazioni del moto per le coordinate u;.

Soluzione
L’equazione del moto in coordinate cartesiane vale

Immaginando queste come funzione delle coordinate generali u; possiamo scrivere

Ox; .
Zazjuﬂ

j=1,2,3
e
y 0x; .. n 8901 .
=) St Y Y
ou,; Ou;Ouy
j=1,2,3 7% j=123k=1,23 " 7 k

da cui le equazioni del moto cercate

Ox; .. Pry
AP~ 3 == B

j=1,2,3  J j=1,2,3k=1,2,3
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5.47. Lancio di un proiettile da una pedana mobile x*

Nel sistema in figura il proiettile di massa m viene lanciato da una esplosione istantanea
con un angolo # rispetto alla orizzontale, nel sistema di riferimento solidale con la piatta-
forma. Detta W D’energia liberata dall’esplosione determinare per quale angolo la gittata
é massima. La piattaforma di lancio ha massa M ed é libera di muoversi orizzontalmente.

v g

Soluzione

Scriviamo la conservazione dell’energia e della quantita di moto orizzontale tra l'istante
immediatamente precedente e successivo al lancio:

1 1
W = 5™ [(vocosﬁ—i-V)Q—i-vgsinZH +§MV2

0 = MV +m(vgcosf+V)

dove vg ¢ il modulo della velocita del proiettile nel sistema solidale con la piattaforma.
Risolvendo abbiamo

mug cos 0
V=-—"n——
M4+m
e
1 mug cos 0 2 9 . 9 1 m? 9 o
W:§m <U00089_M> + vy sin” 0 +§MWUOCOS 0
da cui
4(m + M)W

2 _
ICh m(m +2M + mcos26)

Le componenti della velocita del proiettile nel sistema di laboratorio sono

= 0
Uy T mvo cos

vy = wvgsinf

corrispondenti ad una gittata di

2 M 2 4MW sin 260
{= Ualy _ 2 % sinf cosf = S
g M+mg mg(m + 2M + m cos 20)
che ha un massimo quando
2 = n
cos20 = ———— .
m—+ 2M

Questo corrisponde ad un angolo § > 7 /4. Per M >> m si ritrova il caso classico § = /4.
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5.48. Giro della morte su guida mobile xx

La guida circolare di raggio R e massa M evidenziata in figura pud muoversi liberamente
in direzione orizzontale. Determinare per quale velocita vy il punto materiale di massa
m riesce a percorrerla completamente. Di quanto si é spostata la guida dopo che questo
é avvenuto?

m,vy

oO—

Soluzione

Due quantita conservate in questo problema sono la quantita di moto orizzontale di tutto
il sistema (non ci sono forze esterne orizzontali) e I’energia totale (non ci sono forze non
conservative). Utilizzando come coordinate 1’angolo 6 che descrive la posizione della
particella sulla guida e la coordinata X del centro di questa abbiamo

z = X+ Rsin0

y = R(1—cosh)
e
i = X+ Rfcosb
y = ROsinf
da cui
mvg = MX+m<X+Récose)
1 1. . 1 . . 2 . 2
imvg = §MX2—|—5m [(X—i—RHcosG) +<R981n9> ]—i—ng(l—cosQ)

Utilizzando la prima relazione possiamo eliminare X dalla seconda, ottenendo:
_m
- M4m

X (UQ — Rf cos 9)

1 1 . 1 .

i,uvg = §,uR292 cos® 0 + §mR202 sin? 6 + mgR(1 — cosf).

Siamo adesso in grado di conoscere 6, X in funzione di 0. Se il vincolo della guida
& bilatero per poter percorrere il giro della morte é sufficiente che § > 0 per § = =.
Abbiamo in generale

g — 2mgR(1 — cos )

0% =
R2(pcos? 0 4+ msin? 0)
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dmgR
Vo > ] .
1

Se il vincolo & monolatero é invece necessario che la reazione vincolare della guida sia
sempre rivolta verso il suo centro. Possiamo discutere il problema nel sistema solidale
alla guida: I'equazione del moto in direzione ortogonale alla guida si scrive

e quindi deve essere

—mRO* = N + mgcos —mX sin

dove abbiamo tenuto conto della opportuna proiezione della forza apparente. Possiamo
scrivere IV in funzione di 6 utilizzando le relazioni precedenti, notando che

. 2_9 1—
X=_" vg — Rcosf K% mg i ,COQS %) .
M+m R2(pcos? 6 + msin® 0)

Derivando ancora una volta, e sostituendo nuovamente 6 otteniamo infine tutto cio che
serve per porre N () < 0. Per quanto riguarda lo spostamento della guida, possiamo

integrare X:
2
. 4 m . do
—/th— o m(UO—ROC089>?

/2” R2(jucos? § + msin? 0) &0
M+m g — 2mgR(1 — cos )

ossia
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5.49. Sistema oscillante *x

La guida in figura ha la forma di una semicirconferenza di raggio R, ha massa M ed ¢
libera di muoversi orizzontalmente. Un punto materiale di massa m ¢é vincolato a muoversi
al suo interno. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni del sistema attorno alla
sua configurazione di equilibrio stabile.

Soluzione

Usiamo come coordinate I’angolo 6 che identifica la posizione della massa e la coordinata
orizzontale X della guida. L’energia totale é conservata:

1. 1 ) ) 2 )
E = §MX2 + 3™ [(X + RGCOSG) + R26? sin? 6] + mgR(1 — cos )

e nel sistema di riferimento solidale con la posizione orizzontale del centro di massa la
quantita di moto lungo = € nulla:

MX +m (X +R90089) =0.
Utilizziamo questa ultima relazione per eliminare X:

Mm? : 1
E m 5 R?6? cos? G—i—im +mgR(1—cos ).

1 M 2 209 2 292 o:..2
7§m ( )RHCOSQ—FR@SIH@

M+m

Per piccoli valori di 6, § abbiamo cosf ~ 1 — §2 /2 e sinf ~ 6 quindi al secondo ordine
I 62
E = ZpuR*0? + mgR— .
2 2
Questa ¢é energia di un oscillatore armonico di frequenza
1 [(m+ M)g

F=9: MR
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5.50. Pendolo in regime di alta energia * x

Un pendolo di lunghezza ¢ viene lanciato dalla sua posizione di equilibrio con velocita
iniziale vg. Stimare il periodo del pendolo quando vy é molto grande, precisando cosa
questo significhi. Mostrare che in prima approssimazione il periodo non dipende da g, e
calcolare la prima correzione a questo risultato.

Soluzione

L’energia del pendolo si puo scrivere nella forma

E = %m€292 + mgl(1 — cos )

da cui
. 2 2g
0— W*j(l*COSG)
Possiamo scrivere anche
1 @ _
7%22 - 279(1 —cosf) d

e integrando su un periodo membro a membro

do

I
0 \/E—z—g(l—cose) dt

mi? l

dt=T.

Introducendo come variabile di integrazione u = 6(t) abbiamo

/27r du T
0 28 29(1 — cosu)

mi?2 ¢

dove si é tenuto conto del fatto che un periodo corrisponde a un giro completo. Ci serve
il limite per grandi velocita dell’integrale precedente. Dato che E = mvg /2 abbiamo

l

27
Yo 0\/1—%}—92[(1—00511) voJ o
0

¢
1+ 9—2(1 —cosu)| du
Yo

~

T:

du ¢ 2”{

dove abbiamo utilizzato lo sviluppo (1 4 &)® ~ 1 + ag, valido per ¢ < 1. Integrando

otteniamo 0 ;
T~ (1 + g2> .
0
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5.51. Pendolo doppio + x

Scrivere le equazioni del moto del pendolo doppio rappresentato in figura. Studiare le
piccole oscillazioni del sistema attorno alla posizione di equilibrio stabile.

by

Soluzione
Introduciamo i due versori n1 e no allineati con la direzione dei due fili. La posizione

delle due masse si scrivera allora

o= b
dove, esplicitamente,
~ sin 91 N sin 92
nl_(—cosﬁl)’ n2_<—00892>'

Derivando rispetto al tempo otteniamo le velocita

7 = 007
T = 010171 + la0s7s
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5.51. PENDOLO DOPPIO * * %

e le accelerazioni

a = 0017 — (6%,
@y = 010171 — (0T + Labaty — L2030s
con
s _ [ cos 01 s _ ( cos 02
L=\ singy ) 27\ singy )
Possiamo scrivere adesso le equazioni del moto. Per la prima massa abbiamo
mily <é17A'1 — 0%7%1) = —T1ny + Tong — m1gy (5.51.1)
e per la seconda
(5.51.2)

me [el (ém . é%m) Ty (9'2%2 - 9‘3@)] — —Tyfiy — magi .

Le (5.51.3)) e (5.51.4]) sono 4 equazioni differenziali nelle incognite 01, 02, T e Ts.
Per piccole oscillazioni sviluppiamo le equazioni al primo ordine nelle variabili 61, 6o,

61, 5. Questo significa che possiamo porre

. 0 . . . 0 . .
n12<_11>:—y+913:, n22<_21):—y+92x,

. 1 . . N 1 N N
71:<01>:x+91y, 7‘2:<92>=1‘+92y.

e a meno di termini di ordine superiore le equazioni divengono
mlfléli" = —Tl(—@ + 915@‘) + TQ(—ZQ + 02{%) — mlgg) (5513)

mo (flél + £2é2) = —TQ(—Q + 92@) — magy . (5514)

In direzione verticale questo significa
Ty = (m1 +ma)g
T, = mag
cioé le tensioni non dipendono dall’angolo. In direzione orizzontale si trova
myl16, = —T161 + Thbs
ma (€1é1 + fz‘%) = —T505
che si potevano ottenere sin dall’inizio notando che per piccole oscillazioni

rT = 6101
x9 = 101 + l20;
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Fi, = -Ti0;+ 10,
Fs, —T50>

Abbiamo quindi )
{161 = —(1 + mz/m1)991 + mg/mlgaz

6151 + gQéQ = —g92 .
Sottraendo la prima equazione dalla seconda abbiamo infine

ma, g ma g

0+ (14+—=)260 — —Lb, =0
1+(+m1)€11 A
52_<1+Wm;>gel+(1+m>;egzo.
1 €2 mi 2

Cerchiamo delle soluzioni del tipo

01\ _ ([ wm it
(o )= )

Sostituendo otteniamo (y = ma/m1, w? = g/4;)

(1+y)wi — —ywi ur \ _ [0
—(1+7w;  (1+7)w; -0 ) \u ) \0
che avra soluzioni non banali solo quando il determinante della prima matrice é nullo,
cioé per particolari valori di 2 legati alle frequenze dei modi di oscillazione.
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* k Kk

5.52. Urto non istantaneo tra una massa e un sistema
composto  x %

e mg. La molla esterna ha lunghezza a riposo £y ed ¢ fissata alla sola massa mgs. Inoltre
mlzmgzgmgzm.

ms3
k, ¢ k
Vo mo
I m —= 00—

Calcolare la velocita del centro di massa del sistema mqo-+mg dopo I'urto, e confrontarla
con il caso di urto elastico istantaneo.

Soluzione

Scriviamo le equazioni del moto delle tre masse valide durante il contatto tra la molla e
la massa my. Indicando con xi, o e x3 le coordinate delle tre masse abbiamo

ml;'v'l = k(.ﬁl)g — X1 — fo)

mgfig = ]{7(1}3 — 1‘2)
mg.fg = —]{(.%'3 — 1 — 60) — k‘(l’g — 1‘2) .

Introducendo il vettore QT = (z1 + fo, x2, x3) queste possono essere scritte nella forma

Mg+ Kq=0
dove
m 0 O
M = 0 m O
0 0 2m
e
k 0 -k
K= 0 kK —k
-k -k 2k

Determiniamo i modi normali di vibrazione, trovando le soluzioni di
(K —Q*M)q=0.

Il determinante della matrice vale

E—Q%m 0 —k 9 10 3
0 kE—Q2%*m —k = —§Q6m3 + §Q4k‘m2 — gﬂzkzm
—k —k 2k — %sz
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* k Kk

e vale zero per

0 = 02=0
k

Q2 = ==
m

0* = 93:45.
m

Le corrispondenti soluzioni possono scriversi a meno di una costante moltiplicativa nella
forma

=011 1)
d=(1 -1 0)
a=(-1/3, -1/3, 1)
La soluzione generale delle equazioni del moto ¢ quindi
q(t) = 4, (ap + bot) + q, (a1 cos Qqt + by sin Qqt) + q, (ag cos Qat + by sin Qat)
e le costanti arbitrarie si possono determinare tenendo conto che
q"(0)=(0, 0, 0)=gq,a0+q,a1+q,a2

QT(O) = ( vo, 0, 0 ) = Qobo +g191b1 +g29252-

Usando l'ortogonalita dei vettori g, rispetto al prodotto scalare definito dalla matrice M
si trova facilmente
ag=a1 =as =0

e
3 1 3

bp == by = —— by = —

0 SUO’ 1 291 Vo, 2 16Q1 Vo
da cui 3 1 5

Vo . Vo .
q(t) = ggovot - ingTl sin Q¢ — gQQQ—l sin Qot
. 3 1 3
q(t) = ggﬂvo — §g1v0 cos Ot — ZQZUO cos Qot .

Determiniamo a quale tempo t* la massa mq si separa nuovamente. Questo corrisponde
a x3 — x1 = fy ossia

1 1
r3—x1 — by = —5%01 sin Q" — 1%01 sin 201t =0
ossia
cost* = —1

La velocita del centro di massa del sistema mo + m3 sara data da

_ m2va(t”) +mavs(tt) _ 3
N mo +mg3 5 0

V23
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5.52. URTO NON ISTANTANEO TRA UNA MASSA E UN SISTEMA COMPOSTO

* k Kk

Se l'urto ¢ istantaneo possiamo trascurare ms per calcolare le velocita immediatamente
successive di my e mg3. In particolare per quest’ultima si avra

2m3
=— 52.1
U3 pe—— Vo (5.52.1)
e quindi
8
Vo3 = _Msts — g (5.52.2)
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5.53. Molle multiple »x

Una massa m si muove nello spazio ed é collegata ad un estremo di N molle di lunghezza
a riposo nulla.

La costante elastica della molla j-sima ¢ k;, e I'altro estremo ¢ fissato ad un punto 77,
fisso nello spazio.

Mostrare che il sistema é equivalente ad una massa m collegata ad un’unica molla di
costante elastica k e lunghezza a riposo nulla, fissata ad un punto 7. Calcolare k e 7.

Soluzione

L’energia potenziale totale del sistema & data dalla somma delle energie potenziali di

. ki o
U(”’):Zg\r—riﬁ

i

clascuna molla

e sviluppando i calcoli otteniamo

v = Y N B Y Mo

) 7 %
- ;<F-F2ki+2mﬂ—2ﬁ2m>

e introducendo

possiamo scrivere
U(f)—E(F P27 R+ R R)Jr} N kit -7 — B R
- 2 2 - (A (2 .

Il secondo membro é una costante irrilevante, il primo ’energia potenziale di una molla
equivalente, di costante k e fissata in R
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5.54. Orbite circolari su un cono *

Una particella di massa m € vincolata a muoversi su un cono con asse verticale, angolo
di apertura 20 e vertice disposto verso il basso. Determinare in funzione del raggio la
velocita delle possibili traiettorie circolari.

Soluzione

In un’orbita circolare I’accelerazione in direzione verticale é sicuramente nulla. Nel piano
che contiene l'orbita non vi sono forze in direzione tangenziale (il vincolo é liscio) per
cui il modulo della velocita ¢ costante. Infine, le forze in direzione radiale devono essere
uguali alla massa per I’accelerazione centripeta.

In formule:
0 = —mg+ Nsinf
mRw = 0
—mRw? = —Ncosf

dove N é la reazione vincolare. Da questo segue

mg

" sinf
" [ gcosf
~ V Rsing’
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5.55. CATENA DI OSCILLATORI  *

5.55. Catena di oscillatori x x x

Si vuole modellare una molla di lunghezza ¢, massa m e costante elastica K con una
catena di N masse p unite da N — 1 molle di costante elastica y, come in figura. Studiare
le oscillazioni di questo sistema se le masse agli estremi sono bloccate.

Soluzione

Detta xj la coordinata della k-sima massa riferita alla sua posizione di equilibrio abbiamo
le equazioni del moto per le masse intermedie della forma

piy = X(Tp—1 + Tpyp1 — 221)

dove imponendo che la massa totale sia m abbiamo chiaramente /N = m, mentre per la
costante elastica deve valere K~! = (N — 1)x~!. Per le masse agli estremi abbiamo le
equazioni modificate

z1=zny=0.

Utilizziamo direttamente le equazioni del moto cercando soluzioni del tipo
2p(t) = ug(t)e'F
e sostituendo nelle equazioni per le masse intermedie abbiamo

Meiakzda +x (2 _ e—ia _ eia) eiakua -0

4 1
Uq + —Xsin2 <a> Uq = 0.
I

Questa ¢ '’equazione di un oscillatore con

ossia

e tutti i valori reali di a sono permessi. Dobbiamo perd tenere ancora conto delle
equazione per le masse agli estremi. Queste danno le condizioni

uee® =0
Uae™N™ =0

che non possono pero essere soddisfatte qualunque sia il valore di «. Possiamo pero so-
vrapporre soluzioni corrispondenti a +a, che oscillano nel tempo con la stessa frequenza.
La nostra soluzione sara quindi del tipo

xp(t) = (Aemk + Be‘mk> uq(t)
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e le condizioni per gli estremi diventano
Ae'® + Be " =0
Ae"N + Bem N = 0.
Questo sistema lineare omogeneo ammette soluzioni non banali solo se
sina(N —-1)=0

ossia quando

mm
Q=
(N —-1)
con m intero. Si hanno N soluzioni indipendenti per m =0, -+ , N —1 che si scriveranno

xl(cm) (t) = Ug,, (t) (eiam(kfl)k o efiam(kfl))

ossia
ac,(cm) (t) = Ay sin [agy, (k — 1)] cos (wa,, t + ¢) -
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5.56. PENDOLO MOBILE x*

5.56. Pendolo mobile xx

Nel pendolo in figura la massa superiore & libera di muoversi orizzontalmente. Determi-
nare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio.

mi

Soluzione

Possiamo usare come coordinate 1’ascissa x della massa superiore e ’angolo di inclinazione
del pendolo 0. L’energia cinetica si scrive
1

1 . 2 .
ST R . 242 12
K= 2m1x + 2m2 |:(ZC+€90089> + £20* sin 9]

ossia 1 1
K = §(m1 + mg)d? + 5me [6292 + 2036 cos 9} .

L’energia potenziale vale invece
U= —mayglcosh.

Si conserva inoltre la quantita di moto orizzontale, e nel sistema del centro di massa
possiamo scrivere

miZ + mo (:'U—{-fécosﬁ) =0

da cui )
B moll cos 6

my+my
Il minimo del potenziale si ha per § = 0, e per piccole oscillazioni attorno a questa
posizione di equilibrio stabile si ha

1 ) i
K~ —(my+ mg)a‘c2 + 5m2 [5292 + 2&9}

DN |

1
U~ im g€92 + costante
2

. mgea
T~ ——
mi -+ ms

Eliminando z tramite ’'ultima relazione si trova

-2

1 mimeg
my1 + ma

5 1
} 5292+§ng£92
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5.56. PENDOLO MOBILE x*

riconoscibile come energia di un oscillatore di frequenza

1 ma g

f:% w l

La frequenza risulta aumentata rispetto a un pendolo semplice da un fattore radice
quadrata del rapporto tra mo e la massa ridotta del sistema:
ma ma

— =1+—.
H mi
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5.57. PENDOLO SOSPESO * * x

5.57. Pendolo sospeso x x

Nel sistema in figura la massa m; pud muoversi solo verticalmente, ed & vincolata al
soffitto tramite una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla. Alla massa
m & inoltre fissato un pendolo di lunghezza £ e massa mo, libero di oscillare.

mo

Scrivere le equazioni del moto del sistema e studiare il suo comportamento per piccole
oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio.

Soluzione

Studiamo il sistema in un riferimento non inerziale solidale con la massa m. Ciriduciamo
in questo modo ad un pendolo semplice sottoposto alla forza apparente

F = mayy

dove abbiamo indicato con y la posizione del punto di sospensione superiore della molla
rispetto a my1. Abbiamo allora per I'accelerazione tangenziale

mall = —mgy(g — ij) sin 0

e per quella radiale '
mplf? =T — my(g — i) cos @ .

La condizione di equilibrio per la massa m; ¢
0=m1y+ky—Tcosd —mig.
Per piccole oscillazioni attorno 8 = 0 queste si riducono a

mgﬁé = —mogb

T = maog — maj

(m1 +me)ij + ky = (m1 +ma)g.
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La prima é I’equazione del moto di un pendolo di frequenza

f= /Y

o\
la seconda quella di un oscillatore con posizione di equilibrio

~(m1+ma)g
Y=

e frequenza

1 k

T on my +mg

f
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5.58. SUPERARE UNA PEDANA «

5.58. Superare una pedana *

La pedana in figura, di massa M, é libera di muoversi orizzontalmente ed ha spigoli
opportunamente arrotondati. La massa m ha inizialmente velocita vy ed é vincolata a
muoversi sulla superficie orizzontale o sulla pedana. Calcolare per quale velocita iniziale
la massa riesce a superare la pedana.

Vo

G

Soluzione

Possiamo utilizzare la conservazione della quantita di moto orizzontale del sistema e
dell’energia. Nel caso limite la particella arriva nel punto piu alto della pedana avendo
la stessa velocita orizzontale V' di quest’ultima, e velocita verticale nulla. Quindi deve

essere
mvy = (m + M)V
e
L oo 1 2
5y = i(m—l—M)V + mgh .
Segue che
mM
e MU% = 2mgh
ossia
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5.59. URTI E ATTRITO * % x

5.59. Urti e attrito * x %

La pedana in figura di massa M é poggiata su un piano orizzontale con attrito, coefficienti
s € pg. La particella di massa m < M si muove al suo interno, in assenza di attrito,
con velocita iniziale vy rimbalzando elasticamente sulle pareti. Calcolare lo spostamento
totale della pedana per ¢ — co. Si puo considerare la separazione tra le due pareti grande
a piacere. Cosa succede per m > M?

m

O

//L57 Md

Soluzione

Studiamo il singolo urto. Dato che la separazione tra le due pareti é grande possiamo
considerare la pedana ferma. Allora immediatamente dopo 'urto avremo le velocita

m— M
V= )
m + M 0
¢ 2
m
V=
m—}—MU0

L’energia cinetica della pedana sara tutta dissipata in attrito, per cui questa percorrera

un tratto A determinato da
1
5Mv2 = pa(m + M)gA

cioe
2Mm? 5
= — 1.
pag(m + M)3

Tutto questo si ripetera ad ogni urto, ogni volta con la velocita della particella ridotta
di un fattore e lo spostamento cambiato di segno, cioé

_ m—M\"
Un = m+ M Vo

2 M m2v? — M\
A= (-1)"— g, = (-1)" = (2
pag(m + M) pag(m+ M)3 \m+ M

Lo spostamento totale si trova sommando la serie geometrica

2Mm? UO Z 2 n_ 2Mm21)8 1
,udgm—i-M3 m-I-M 7Md9(m+M) +<m M)2
M

2Mm?
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5.59. URTI E ATTRITO * % x

ossia )
Mm m g

(m M) m? + M2 pgg

Se m > M la massa non inverte il proprio moto dopo l'urto, e anche i successivi av-
verranno dalla stessa parte. Quindi tutta I’energia viene dissipata da spostamenti della
pedana nello stesso verso, e quindi

1
5mug = pa(M +m)gL

da cui
Lo om
2pa(m + M)g

Questa espressione coincide con la precedente per m = M.

@ 148 versione del 9 ottobre 2013



5.60. CAMPO DI FORZE I

5.60. Campo di forze | x
Un campo di forze nel piano é della forma
F, = Axz™
F, = Ay™
con m e A # 0 costanti. Per quali valori di m e A si tratta di un campo centrale? Si

tratta di un campo conservativo?

Soluzione

Il campo sara centrale se della forma

F = f(z,y)7.

Dovra quindi essere
Axmfl — Aymfl

e quindi m = 1.
Se la forza é conservativa deve essere possibile scriverla a partire di una funzione
potenziale, deve cioé essere

oU

F, = Az™=-"—
. ox

oU

F, = Ay" = —.
Yy Y ay

Integrando la prima equazione in x e la seconda in y otteniamo

U= _milxm“ + f1(y)
e
U= —milymﬂ + f2(x)
che sono compatibili se
U= —mil(gf”+1 +2™th +C

dove C' é una costante arbitraria. Quindi la forza é conservativa Vm.
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5.61. CAMPO DI FORZE II

5.61. Campo di forze Il x

Sotto quali condizioni il campo di forze nel piano

F, = ar+by (5.61.1)
F, = cx+dy (5.61.2)

¢ conservativo? Calcolare in tali casi il potenziale. Sotto quali condizioni ¢ un campo
centrale?
Soluzione

Per essere conservativo deve valere

oU
F, = ar+by= o (5.61.3)
oU
Fy = cx+dy= oy (5.61.4)
Integrando la prima equazione in x abbiamo
U= —%xQ —bxy + g(y) (5.61.5)
dove g é una funzione arbitraria. Derivando rispetto a y otteniamo
F,=bx —¢'(y) (5.61.6)
che é consistente con la seconda equazione solo se
b = ¢ (5.61.7)
g'(y) = dy (5.61.8)
e quindi il potenziale sara della forma
d
U=—242_ —y% — bay. (5.61.9)
2 2
Il campo sara centrale se
F = f(x,y)7 (5.61.10)
e scrivendo
Fo = z <a + b3> (5.61.11)
x
x
F, =y (Cy + d> (5.61.12)
troviamo che deve essere .
a+bd =2 +d (5.61.13)
€z Yy

da cui b=c¢ =0 e a = d. Notare che il campo & conservativo, e il potenziale vale

U=—3(+v) . (5.61.14)
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5.62. Campo di forze Il x*

Mostrare che un campo centrale nel piano della forma
F = f(r,0)F (5.62.1)

& conservativo se e solo se la funzione f non dipende da 6.

Soluzione
Supponiamo B
F=f(r)r (5.62.2)
e mostriamo che il campo é conservativo. Dovra essere
oUu
F, = =—— 5.62.3
fr)e = - (5623)
oUu
Fy = [f(r)y= oy (5.62.4)
Questo ¢é possibile prendendo
U(r) = —/ uf(u)du (5.62.5)
70
come si verifica direttamente:
oUu ouU or x
e = 5.62.6
Oox Jr Oz rf(r) r ( )

e similmente per y.

Mostriamo adesso che se f dipende da 6 il campo non puo essere conservativo. Se per
assurdo lo fosse, il lavoro del campo di forze su un qualsiasi percorso chiuso dovrebbe
essere nullo. Ma considerando il percorso in Figura questo significherebbe che la
quantita

Ly, (0) = /m f(r,0)rdr (5.62.7)
deve essere indipendente da 6, dato che h
ygﬁ dZ = Lyy—ry (01) — Lyy sy (02) . (5.62.8)
Questo significa che per r1 e ro arbitrari deve essere
/: afé;’ 9 var =0 (5.62.9)
cioe
8fg; o _ o (5.62.10)
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=

Figura 5.12.: Un possibile percorso chiuso sul quale calcolare il lavoro del campo di forze.
Gli unici contributi non nulli sono sui tratti di percorso radiale, dato che
sugli altri la forza é perpendicolare allo spostamento.
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5.63. Moto in un campo centrale | xx

Una particella di massa mqpud muoversi liberamente su un piano orizzontale privo di
attrito. Viene fissata tramite un filo inestensibile di lunghezza ¢ ad un’altra massa che
pud muoversi solo verticalmente come in figura. Il filo attraversa il piano tramite un
piccolo foro senza attrito.

m

T

Classificare le possibili orbite del sistema.

Soluzione

Il sistema ha due quantitd conservate, ’energia totale e il momento angolare della massa
my rispetto al foro. L’energia si conserva perché le forze vincolari non fanno lavoro. Il
momento angolare perché il momento della forza applicata alla particella m (la tensione
del filo) rispetto al polo scelto ¢ nulla.

Usando coordinate polari per descrivere la posizione della massa m; possiamo scrivere

1 1 . 1
E = imlf"Q + 5m1r202 + imy‘"2 + mogr (5.63.1)
e per la componente z del momento angolare della particella m; abbiamo

L. =m0, (5.63.2)

Possiamo utilizzare quest’ultima legge di conservazione per eliminare 6 dall’energia totale:

1 o L?
E = 5(ml + mo)r* + 2m127°2 + magr (5.63.3)

e il problema diviene equivalente al moto unidimensionale di una particella in un poten-

ziale efficace N

L
U = mer2 + magr (5.63.4)

Dal relativo grafico (Figural|5.13)) si conclude che se L, # 0 non ¢ possibile la caduta sul
centro, ed inoltre tutte le orbite sono limitate. In particolare si avranno orbite circolari
di raggio 9 quando E coincidera con il minimo del potenziale effettivo, cioé

= mag (5.63.5)
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Uers(r) E,

f_ Ey
L?
:_Zf:_,-l-"'-'-f— 2mr?

1 2 3 4

Figura 5.13.: Il potenziale effettivo (in azzurro) e i due termini che lo compongono: il

ossia

potenziale gravitazionale originario (in rosso) e il potenziale centrifugo (in
giallo).

m1rf? = mag (5.63.6)

che & ovviamente la usuale relazione tra forza radiale e accelerazione centripeta.

@ose
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5.64. Moto in un campo centrale Il *xx

Determinare le orbite di una particella nel piano sottoposta a un potenziale armonico

U= gﬂ (5.64.1)

usando coordinate polari.

Soluzione

Si conservano il momento angolare e ’energia totale. Queste quantita si scrivono nelle
coordinate scelte nella forma

L =mr%0 (5.64.2)
e
Lo 1 9s 1, 9
E= omr + Smr 0 + 5/{7“ (5.64.3)

ed utilizzando la prima relazione per eliminare la velocita angolare nell’energia otteniamo

1 2

1
E = Qmi“g + 5/67“2 +

5.64.4
2mr? ( )

Sempre dal momento angolare otteniamo la regola

dr -dr L dr
dt 9d9 mr2 df (5.64.5)

e possiamo riscrivere ’energia nella forma

L2 [dr\* 1 L2
= — (= —kr? 5.64.6
2mr4 <d9> T e ( )
Introduciamo adesso una nuova variabile della forma
1
ottenendo ) ) )
L ds 1 L 9
FE =— (= —k+ — 5.64.8
+0) = (5) + 5+ g (5+0) (5:64)
Possiamo scegliere 5 in modo da eliminare il termine del primo ordine in s:
Em
da cul ) ) ) )
E‘m k L ds L
E’ _ = — = 2 64.1
22 2 Sm (d&) T om® (5.64.10)
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Questa puo essere vista come 'energia E’ di un oscillatore armonico per il quale

T=n (5.64.11)

1 Em 2mkE’
S= 37 72 = \/ T2 C08 (20 + o) (5.64.12)

L’orbita é chiaramente chiusa. La scelta di ¢ equivale chiaramente ad una rotazione
dell’orbita, e ci limitiamo a considerare ¢ = 0. Possiamo allora scrivere

da cuil otteniamo

L2
r? = mE (5.64.13)

1+ (1 - nﬁz’g) cos (26)

che ¢é 'equazione di un’ellisse centrata sull’origine come segue da

L2k L?
2 _
ro |1+ <1 - mE2> cos (20)| = o (5.64.14)
ossia
L%k L%k L2
1 1— 21—/ (1 == 2= = 5.64.15
+ < mE2) v < mE2> Y T mE ( )
Notare che
1 1 L? 1 L? kL2
E = -mi? + Zkr? > k2 >0/ = 64.1
2" + 2l<:r + 2mr? — 2l<:r + 2mr2 — m (5.64.16)
da cui )
kL
<1 5.64.17
mE? — ( )

L’uguaglianza corrisponde a un’orbita circolare.
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5.65. Periodo del pendolo * x x

Determinare la prima correzione al periodo di un pendolo rispetto alla formula valida
per piccole oscillazioni.

Soluzione

Dall’espressione dell’energia totale del pendolo

E = %m€292 + mgl(1 — cos @)

si trova .
0
==+1
\/# [E — mgl(1 — cos@)]
e integrando arriviamo alla formula per il periodo
0
mazx d0
T=4 /
Y

dove 0,,4: € il massimo angolo di oscillazione, corrispondente al valore che annulla il
denominatore dell’integrando. Introducendo la variabile

_[2mgt n 0
U= z S 5
abbiamo
[mgl 0 [mgl E
du Vo cos 2d9 Vo ngeu do
da cui

1
T_4¢€/ 1E ¢fu2'
9Jo \/1_Wu2 —u

Sviluppando al primo ordine in mige abbiamo

¢t du E
T =4y~ 1+ﬁ>.
\/;/o 1 —u? ( 4mgt

/1 du 7
0 1 —u? 2

s

/1 u?du B
0 \/1—u2_4

Usando gli integrali
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( E
T=2m - (14+-—"=).
7T\/?( +8mg€)

Possiamo esprimere questo risultato in funzione dell’ampiezza di oscillazione:

l 1
T =2my/- —0%.. ) -

otteniamo infine
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5.66. Oscillazioni forzate * * %

m m
k2 k/’l
Wﬁw
Nel sistema in figura € presente un attrito viscoso y proporzionale alla velocita relativa
tra le due masse. Alla massa pil a sinistra € inoltre applicata una forza

ki

F = Fycost.
Calcolare la risposta in ampiezza del sistema. Supponendo che la forza sia presente solo
da t > 0 mostrare che in generale il transiente non sard mai trascurabile.
Soluzione
Possiamo scrivere le equazioni del moto nella forma
md1 + (21 — @2) + k1z1 + ko(x1 —x9) = FycosQt
mdo + y(te — &1) + ka(z2 — 1) + K1z = 0.
Cerchiamo soluzioni della forma
T = ReZiemt .

Estendendo le equazioni del moto al campo complesso e sostituendo otteniamo il sistema
algebrico

—m92z1 + iQ'y(zl — 22) + k1z1 + k‘Q(Zl — 22) = Fy
—mQ%z9 +iQy (20 — 21) + ka(22 — 21) + k1za = 0
ossia
(—m92 +iQy 4+ k1 + kg) 21— (ko +1Qy) 20 = Fy
— (i97 + kg) 21+ (—sz +iQy 4+ k1 + kg) z9 = 0.
Risolvendo otteniamo

Fo — (k2 4 iQ7)
0 (—mQ* 4 iQy + ky + ko)
(=mO? +iQy + k1 + k2) — (kg + Q)
— (i + k2) (—mQ? 4+ iQy + k1 + ko)

z1 =

(—mQ2 + ’iQ’y + ]{31 + k‘Q) Fy
— (iQy + k2) 0
(=mQ? +iQy + k1 + k2) — (kg +1iQy)
— (iQy + ko) (—mQ% +iQy + k1 + ko)

z9 =

@ 159 versione del 9 ottobre 2013



5.66. OSCILLAZIONI FORZATE * %

ossia
Fy (—mQ2 +iQy 4+ k1 + kg)

(—mQ2 + iQy + k1 + ko)* — (iQy + ko)?
F() (kz + ZQ"y)
(—mQ2 + iQy + k1 + k2)? — (iQy + k2)?

Il numeratore di queste espressioni puod essere fattorizzato ed abbiamo

zZ1 =

zZ9 =

Fo (mQ2 — ZQ’)/ — kl — kz)
(m2 — k1) (mQ2 — 2iyQ — ky — 2kso)

zZ1 = —

Fo (k?z + IQ’)/)
(mQQ — k‘l) (mQQ — 22’)/9 — k‘l — 2]{?2)

e calcolando il modulo di queste espressioni otteniamo la risposta in ampiezza

zZ9 =

o] = (mQ2 -k — k)’ + 0292 Ry
(M2 — k1 — 2ko)? + 47202 [mQ? — k|

22| = ky + o7 i
(mQQ — k1 — 2k2)2 =+ 4’)/292 ‘mQQ - kl‘

Notare che il denominatore si annulla per il valore reale della frequenza

Q=M
m

Questo indica la presenza di un modo di oscillazione non smorzata nell’evoluzione libera
del sistema. L’interpretazione fisica é che le due masse possono oscillare in fase con
velocita relativa nulla, ed in questo caso non sono presenti effetti dissipativi. Per questo
motivo non sara possibile in generale trascurare la presenza di un transiente, anche per
tempi molto grandi.
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5.67. Slitta verticale *x

Su una slitta di massa M e dimensioni trascurabili ¢ montato un condotto liscio che per-
mette il passaggio di una pallina di massa m, lanciata verso la slitta con velocita iniziale
vo parallela all’orizzontale dalla stessa quota ad una distanza d (vedere Figura . La
slitta ¢ libera di muoversi senza attrito su un binario verticale e viene lasciata andare al
momento del lancio.

1. In assenza di gravita, calcolare le velocita finali di slitta e pallina.
2. In presenza di gravita, sotto quali condizioni la pallina entra nel tubo?

3. In presenza di gravita, per quale valore di v la slitta si ferma subito dopo 1'urto?

Soluzione
Domanda 1

In assenza di gravita si conserva l’energia cinetica totale e la quantita di moto verticale).
Abbiamo quindi

1 1 o, 1
5mvg:§my2+§MY2 (5.67.1)

e .
0=my+ MY . (5.67.2)

Ricaviamo g dalla seconda relazione

M .
y=—-——Y (5.67.3)
m
e sostituendo nella prima otteniamo
1 1M .
e quindi
2
. m
Y =440 5.67.5
M(M + m) Ch) ( )
e
M 2
) = — . 5.67.6

La soluzione con Y < 0, > 0 non é chiaramente accettabile.
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Vo

Figura 5.14.: Slitta verticale.

Domanda 2

In presenza di gravita la particella si muove con accelerazione costante g diretta verso
il basso e con velocita costante in orizzontale. La slitta si muove verso il basso con
accelerazione g. Le leggi orarie si scrivono quindi

x = d—oupt (5.67.7)
y = —%th (5.67.8)
X =0 (5.67.9)

= —%th (5.67.10)

e dato che il moto verticale di slitta e particella é identico, la pallina entra sempre nel
tubo.

Domanda 3

Dato che le dimensioni della slitta sono trascurabili, 'interazione tra slitta e particella
avviene pure in un tempo trascurabile. Questo significa che la forza di gravita sara tra-
scurabile durante ['urto rispetto alla forza impulsiva tra slitta e particella. In altre parole,
tra l'istante immediatamente precedente e quello immediatamente successivo al contatto
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tra particella e slitta varra la conservazione della quantita di moto verticale totale (I'unica

forza verticale non trascurabile & quella impulsiva interna) e la conservazione dell’energia

cinetica totale (lo spostamento verticale di slitta e particella sono trascurabili).
L’interazione avviene all’istante

t=— 5.67.11
< (56711)

e in tale istante (prima dell’urto) 'energia cinetica del sistema vale

1 d\? 1
K=-M <—g> +-m
Vo 2

d\’| 1 22 1
0

e la quantita di moto verticale totale

M d
p, = —M+mgd (5.67.13)
20
Eguagliando alle stesse quantita dopo 1'urto abbiamo
Lo 1.,
K = §MY +5my (5.67.14)
e .
Py=—-MY —my. (5.67.15)
Siamo interessati al caso Y = 0, quindi deve essere
1 g 1 4, 1,
5 (M +m) ? + oMUy = 5my (5.67.16)
¢ M d
_MAmgd (5.67.17)
Vo
Ricavando y dalla seconda relazione e sostituendo nella prima abbiamo
242 M d]?
(M+m) L5 +mg =m [Hm)g] (5.67.18)
g muvo
che risulta verificata quando
M(M +m)
2
= qd 5.67.19
Yo g m2 ( )
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5.68. Pendolo sferico xx

Discutere le traiettorie di un pendolo sferico, cioé di una particella vincolate nello spazio
da un filo inestensibile di lunghezza ¢.

Soluzione

Conviene descrivere il sistema in coordinate sferiche. Possiamo scrivere I'energia cinetica

come . ) )
K = imUQ =5m <7'”2 + r20% 4 r? sin? 9¢2) = §m€2 (92 + sin? 0(;'32)

e ’'energia potenziale
U =mgz=mglcost.

Osserviamo che sulla particella agiscono due forze: la forza peso e la reazione vincolare
della superficie. Possiamo scrivere

F = —mgé, — Né,

ma dato che

abbiamo
M=7NF =—mglé. Né, — Nlé. N é,

da cui segue che M - é, = 0. Quindi il momento delle forze non ha componenti verticali
e la componente z del momento angolare si conserva:

L. = mf*sin® 0y .
Utilizziamo questa relazione per riscrivere I'energia totale nella forma

1 .
E:fwﬁ+mﬁ@

dove
L g
Ueff(e) = ngCOSG =+ m = mgf <COSO =+ 1_COS29> .
Per comodita abbiamo introdotto la variabile adimensionale
, L2
2m203q "

Il grafico qualitativo é riportato in Figura [5.15] per diversi valori di .
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Figura 5.15.: Potenziale effettivo per il pendolo sferico.

@ 165 versione del 9 ottobre 2013



5.69. PENDOLO SFERICO PICCOLO MOMENTO ANGOLARE *x

5.69. Pendolo sferico piccolo momento angolare xx

Studiare le orbite circolari del pendolo sferico nel limite di piccolo momento angolare,
cio¢ quando 8 < 1 nella notazione dell’esercizio precedente.

Soluzione

Introducendo z = cos 8 abbiamo

62
Ueff(e) = mgl (.%‘ + 11— $2> .
Possiamo studiare il potenziale effettivo in —1 < x < 1. Avremo un minimo dove
(1-2*)2+28% =0

e occorrerebbe determinare la radice di questa equazione tale che —1 < x < 1. La
formula essatta ¢ complicata, ma se § < 1 (piccolo momento angolare) possiamo scrivere
approssimativamente

T =x9+ Bx1

dove xg € la soluzione a = 0 e x1 una prima correzione. Avremo
(1 —a3)? — 4Bwor1(1 — 3) + 5(2z0 — 22F + 6a32]) + O(8%) = 0

e identificando i termini al primo e al secondo ordine abbiamo

rg = +1

4a2 = 2
e quindi

:L'E—l—i—ﬁ.

V2

La posizione di minimo é quindi leggermente spostata rispetto alla verticale.
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5.70. Pendolo sferico grande momento angolare xx

Studiare le orbite circolari del pendolo sferico nel limite di grande momento angolare,
cio¢ quando > 1 nella notazione dell’esercizio precedente.

Soluzione

Introducendo z = cos 8 abbiamo

1
Uesy(8) = mgtf? (;2 + 1_332) .

Il minimo si avra per

612(1—x2)2—|—2:v20.

Questa volta 7! < 1 e quindi dall’approssimazione z = zo + S~ 'z otteniamo

1 1
2x0+(1—2x§+x3+2m1)+0<> =0

B B2
da cui zg = 0 ¢ 1 = —1/2. Segue che
x =cosf = _215
cioe - 1
0= 5t %5

L’orbita circolare sara quindi leggermente al di sotto del cerchio massimo orizzontale.
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5.71. Cambiamento parametri orbita x*

Un pianeta di massa m ¢é in orbita circolare (raggio Ry) attorno ad una stella di massa
M. Ad un certo istante la stella espelle verso I’esterno una parte AM della sua massa,
concentrandola in un guscio sferico di raggio r(t) crescente. Supponendo di poter trascu-
rare l'effetto dell’urto del materiale sul pianeta calcolare ’eccentricita dell’orbita quando
r(t) > Rp. Si assuma M — AM > m.

Soluzione

Figura 5.16.: I valore dell’energia totale in unitad k/Ry (retta orizzontale tratteggiata)
e del potenziale efficace (curva continua) dopo ’espulsione della massa in
funzione di r/Ry. Le differenti curve si riferiscono a AM/M = 0 (nessuna
espulsione, nero) AM /M = 1/4 (rosso) AM/M = 1/2 (verde) AM/M =1
(massa completamente espulsa,blu). Notare che una intersezione ¢ sempre
ar= RQ.

Per semplicitd poniamo k = GMm e k' = k — Ak con Ak = GAMm. Possiamo
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scrivere l'energia del pianeta nella forma

1 L? k
E=-mi?
2m7° + 2mr2  r

Se la particella si trova in un’orbita circolare di raggio Ry allora

OUesf iy _ L? k

- 4 )
8r(0) ng+Rg

cioé

L* = kmRy
Al momento in cui il guscio sferico di massa supera l'orbita il momento angolare non
cambia, e la velocita radiale rimane nulla. Quindi I'energia vale

o LK k¥

" 2mR2 Ry 2Ry Ro
e il nuovo potenziale efficace

W _km K

off T omp2 T T o2 r

Il raggio massimo e minimo saranno determinati dalle soluzioni di E' = U 7y cioé

kK _ kR K
2Ry Ry 22 r

Riordinando i termini abbiamo

kRy (1 1 (11
b e R N
2 \RZ R? Ry R

Eliminando la soluzione banale R = Ry troviamo infine

/
l_ %_1 1 1_2% i
R k Ro k Ry

Notiamo che Ak/k ¢ la variazione relativa della massa della stella. Se Ak/k < 1/2 otte-
niamo una nuova orbita ellittica, in caso contrario la nuova orbita ¢ illimitata. Possiamo
calcolare direttamente 1’eccentricitd usando la formula

[, 2E/L2 2R0 kK |25k
2R0 Ro) V&

2AM

La formula conferma che abbiamo un ellisse per AM/M < 1/2, una parabola per
AM/M = 1/2 ed un’iperbole per 1/2 < AM/M < 1. 1l caso AM/M = 1 corrisponde
ad una traiettoria rettilinea, dato che tutta la massa é stata espulsa e non vi sono piu
forze gravitazionali, che possiamo interpretare anche come iperbole degenere.

ossia
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5.72. Precessione di un’orbita x x x

Studiare le orbite limitate di un punto materiale in un potenziale della forma

(% e
U:—*‘F*Q
T T

dove r ¢ la distanza dall’origine di un sistema di coordinate e o > 0. Mostrare che il
punto di massimo e di minimo avvicinamento al centro precede per € # 0 e calcolare
I’angolo di precessione.

Soluzione

Dato che si conserva l’energia totale e il momento angolare rispetto all’origine del sistema
di coordinate, sappiamo che il moto avviene in un piano e possiamo descriverlo utilizzando
coordinate polari. Abbiamo allora

1 .
E=m (i +r%7) - 2+ 5
2 T T
L = mr26

Possiamo anzitutto scrivere ’energia nella forma

1 dr\? 9
E—ﬁm [(d@) +r

ed eliminare 6 utilizzando la conservazione del momento angolare

n_ L m2+ H+ 1 a
= = Z il ==
2mrt \ df 2m r2 r
ottenendo un’equazione che lega r a 6, e permette in linea di principio di ottenere la
traiettoria. Introduciamo adesso la nuova coordinata u = 1/r: sostituendo nell’equazione

L? (du\® [ IL?
E=—1|— — 2 _
om (d9> —|—(2m+e)u au
che formalmente é I’energia di un oscillatore armonico soggetto ad una forza costante. In

effetti se deriviamo rispetto a 6 otteniamo

dE B L? du d*u L2 ud—u du
do

. « €
0 ——+—
ro o2

precedente otteniamo

Lozt Z 49 _a
@ mdoder  \m “do
che si deve annullare dato che E si conserva. Questo accade nei due casi

du
df

L? d?u L?
Eﬁ‘f‘ 54‘26 u = «
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I1 primo corrisponde ad una traiettoria circolare, r = 1/u = costante. Concentriamoci
sul secondo, che ha per soluzione generale

L2 -1
u= Acos (B0 + ¢) +« <+26)
m

dove A e ¢ sono costanti arbitrarie da determinare con le condizioni al contorno, e

2me
f=yi+tTr

Chiaramente un cambiamento di ¢ equivale ad una rotazione globale dell’orbita, pos-
siamo quindi fissare ¢ = 0 senza perdere di generalita. I punti di massimo e minimo
avvicinamento corrisponderanno ai minimi e ai massimi del coseno, e quindi a

80 = kr

e quindi ad ogni giro questi avanzeranno di un angolo

(59:271'(;—1)

che si annulla per € = 0.

@ 171 versione del 9 ottobre 2013



5.73. USCIRE DA UNA BOTTIGLIA *x

5.73. Uscire da una bottiglia xx

Un punto materiale é vincolato a muoversi su una superficie liscia descritta in coordinate
cilindriche dall’equazione
p=a+bcoskz

con a > b > 0 (vedere figura). Studiare le possibili orbite in assenza di gravita, verificando
in particolare I'esistenza di orbite limitate e circolari.

Soluzione

L’unica forza in gioco € la reazione vincolare, normale alla superficie liscia. Dato che la
velocita della particella é sempre tangente alla superficie tale forza non puo fare lavoro,
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si conserva quindi ’energia cinetica. Questo significa che il modulo della velocita della
particella rimane costante.

Inoltre per motivi di simmetria la forza é contenuta nel piano definito dall’asse z e dal
vettore posizione del punto materiale, e quindi il suo momento non pud avere componenti
lungo z. Esplicitamente, la reazione vincolare sara del tipo

N = N,é, + N.é,

cio¢ priva di componenti nella direzione di é4. Dato che il vettore posizione &

—

R=zé, +pe,

si verifica subito che

— —

M =RAN = (N,é,+ N.é,) A (26, + pé,)

ossia

—

M = (2N, — pN,) (e Nép)

(notare che é, A é, = é4). Di conseguenza si conserva la componente z del momento
angolare
5
L. =mp°¢

Quindi 'energia si scrive

1 1 .
FE = 577’1/[)2 = §m (p2 + p2¢2 + 22)

Possiamo eliminare ¢ usando la conservazione di L, e usare la condizione di appartenenza
al piano per eliminare p e
p = —bkzsinkz

ottenendo
_1 272 ;2 )
E = 2m(1—|—b k?sin® kz) 2° + Ug sy (5.73.1)
con )
L
Ueps = - 2
2m (a + bcoskz)
Dato che il primo termine al membro destro della (5.73.1)) deve essere positivo abbiamo
che il moto puo avvenire solo nella regione in cui Ugf¢(2) < E. Rappresentando grafica-
mente il potenziale effettivo (Figura ((5.17))) che & una funzione periodica di z, troviamo
che esistono orbite a z costante, per un valore dell’energia

L

che corrisponde al minimo del potenziale effettivo. Dato che p é funzione di z, queste
saranno anche orbite circolari.
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=
T

Figura 5.17.: Sulle ordinate, il potenziale effettivo in unita 25732 Sulle ascisse, kz. In
nero, il potenziale effettivo per b/a = 1/4 (linea continua) e per b/a = 7/10
(linea tratteggiata). Per un fissato valore del momento angolare, la barriera
da superare cresce quando b si avvicina ad a (bottiglia molto “strozzata”).

OO 174

versione del 9 ottobre 2013



5.73. USCIRE DA UNA BOTTIGLIA *x

Se
L2

z

minUeff < E < maXUeff = m

avremo orbite limitate. Infine per
E > maxU, If

avremo orbite illimitate.

Consideriamo infine due casi particolari.

Se L, = 0 allora d) =0, e Uy = 0. La particella si muove quindi longitudinalmente
lungo la superficie.

Se = max U,y la particella si avvicina alla z corrispondente al massimo del poten-
ziale effettivo. Per capire cosa accada in questo caso conviene approssimare ’energia in
un intorno di tale massimo. Poniamo ad esempio z = 7/k + §, e sostituendo otteniamo

L? 1 L? 1 bk2L2 52

- SRV z =
om(a —b)? 2 om(a—b)?> 2m(a—0b)?

che possiamo integrare scrivendo
. 1 Dbk2L2
0=+ 5——"350°
2m2(a— D)

2m? (a — b
bk:2L2

e quindi

Dato che l'integrale diverge se 6(t) — 0, la particella arrivera al massimo del potenziale
effettivo in un tempo infinito.
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5.74. Moto su un toro x % %

Una particella di massa m & vincolata a muoversi sulla superficie del toro in figura,
descritto dalle equazioni parametriche

x = (R+rcosf)coso
= (R+rcosf)sing
z = rsinf

Verificare la conservazione del momento angolare in direzione z, e determinare le traiet-
torie.

Soluzione

La conservazione del momento angolare in direzione z discende dal fatto che 'unica
forza in gioco (la reazione vincolare, normale alla superficie) ha sempre un momento
con componente z nulla. Utilizziamo le coordinate 0, ¢ per descrivere la posizione del
punto sulla superficie. Possiamo costruire due versori tangenti alla superficie derivando
7 rispetto ad esse e normalizzando:

., —7rsin 0 cos ¢
% = | —rsinfsin¢
rcosf
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—Rsin¢
— = R cos
do 0 ¢

da cui
—sinfcos ¢

€y = —sinfsin ¢
cosf

—sin¢
€ = cos ¢
0

Possiamo completare la base introducendo il versore

T 7 Z — cos ¢ cos 0
én =69 Nés=| —sinflcos¢p —sinfsing cosf | =| —singcosd
—sing cos ¢ 0 —sin6

normale alla superficie. La terna di versori introdotta €, come si verifica facilmente,
ortonormale. Nel seguito ci serviranno le loro derivate rispetto al tempo, che valgono

dé . .

% = —¢sinbé, + 0é,

dé . .

ﬁ = ¢sin Oégy + ¢COS 0é,
dt

ddi: = —féy — cos Hgﬁéqg

Scriviamo adesso il vettore posizione come
= —Rsinfég — (r + Rcos0) éy,
e derivando otteniamo la velocita
0 = r0ég + (R + 1 cos ) gé,
e l'accelerazione
a = [ng (R+rcosb) sm@—i—r&] éo
+ [(R +rcos ) ¢ — 2rf¢sin 9]
+ |:7“92 + ¢?cos O (R + 7 cos 9)} én

Dato che non si hanno forze tangenti alla superficie ’accelerazione nelle direzioni ég e
€4 sono nulle, per cui

$*(R+rcosf)sinf +rf =
(R+rcos) ¢ — 2rfpsing =
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La seconda puo essere integrata direttamente, dopo aver moltiplicato per m (R + r cos 6)

d 2
7 m (R + rcos0) d)] =0

ma questa ¢ proprio la conservazione del momento angolare in direzione z, dato che
R+ rcosf é la distanza da tale asse e ¢ la componente z della velocita angolare

L.=m(R+1rcosh)*¢

Scriviamo adesso ’energia cinetica, che si conserva:
Lo 1 242 2 ;92
Ezimv :§m[r9 + (R+rcos#) qﬁ}

Possiamo eliminare ¢ utilizzando la conservazione del momento angolare, ottenendo

1 : L?
E = -mr?0® + = 3
2 2mR2 (1 + 1 cos 9)

che permette lo studio qualitativo del moto in 6. Il potenziale effettivo ¢ rappresentato in
Figura . Abbiamo una soluzione con 6 = 0 (corrispondente al minimo del potenziale
effettivo) in cui la particella resta sul bordo esterno del toro, compiendo un moto circolare
uniforme con velocita angolare

L,
m (R +r)?

Per valori dell’energia intermedi tra il massimo e il minimo € oscilla tra un valore
massimo e il suo opposto, la traiettoria é quindi una oscillazione centrata sul bordo
esterno del toro, accompagnata da un’avanzamento di ¢. Infine per valori dell’energia
maggiori del massimo # aumenta (o diminuisce) senza limite. La traiettoria ¢ quindi una
spirale che si avvolge al toro.

b=
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Figura 5.18.: Il potenziale effettivo in unita % in funzione di 6 per r/R = 0.2 (in

rosso) e 7/R=0.5 (in blu).
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5.75. Pendolo nello spazio delle fasi *x

Si condideri un pendolo di lunghezza ¢ e massa m. Detto 6 'angolo che il pendolo forma
rispetto alla verticale e w la sua velocita angolare

1. Mostrare che le equazioni del moto si possono scrivere nella forma

dw

E = f(wae)
do

- 9

= g(w,0)

e determinare le funzioni f e g.

2. Determinare le possibili traiettorie del pendolo nel piano w,# nella forma
G(w,0) =0

dove G ¢é una opportuna funzione, rappresentarle graficamente e discuterne il
significato.

3. Trovare la G(w, ) che corrisponde alle condizioni iniziali

0(0) = 0
w(0) = wp
scegliendo per wy il minimo valore che permette al pendolo di raggiungere la posi-

zione § = m. Mostrare che tale posizione viene raggiunta in un tempo infinito (si
supponga che la massa sia vincolata ad una sbarretta rigida).

Soluzione
Domanda 1

L’equazione del moto del pendolo si puod scrivere immediatamente in coordinate polari
scrivendo F = ma per la componente tangenziale alla traiettoria. Per un moto circolare
I’accelerazione tangenziale vale 00 e la componente tangenziale della forza —mgsin @, da
cui

mlf = —mgsin .

Dato che w = 6 sostituendo nella precedente relazione troviamo subito

- —% sinf = f(w,0)

= w=gw,0).
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Domanda 2

Dividendo membro a menbro le equazioni scritte precedentemente si trova subito che

dw _ f(w,0)  gsinf

do — g(w,0) { w

Questa é un’equazione differenziale a variabili separabili che si puo integrare direttamente:

/wdw = —Z/sin@d@
1

“2od —C= =
= ECOSH C=Gw,0)=0

dove C & una costante arbitraria. Possiamo scrivere allora

w::lz\/Q (C—I—%cosﬁ).

Osserviamo che il luogo dei punti che soddisfano questa relazione ¢ simmetrico rispetto
agli assi w = 0 e # = 0. Inoltre si ripete periodicamente lungo 6 con periodo 2w, sara
quindi sufficiente studiarlo tra 8 = —mw e 0 = 7.

Occorre distinguere diversi casi:

da cui

1. Se C < —% la quantita sotto radice & sempre negativa, e non esiste nessuna
traiettoria.

2. Se —9 < C' < ¢ solo alcuni valori di § sono possibili, pitt precisamente quelli per i
quali

cosf > —gc.
g

3. Per C' > 9 tutti i valori di 6 sono possibili.

Alcune possibili traiettorie sono rappresentate in Figur Le curve chiuse (C < 1)
rappresentano moti oscillatori, le altre corrispondono ai casi nei quali il pendolo, avendo
energia sufficientemente elevata, ruota sempre nello stesso verso (senso orario per la
traiettoria con w < 0 e senso antiorario per quella con w > 0).

Problema 3

Date le condizioni iniziali la traiettoria deve passare dal punto (6,w) = (0,wp), deve cioé
essere

G(wo,0) = 1w(2)—g—0:0

2 ‘
che significa
1 g
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_
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Figura 5.19.: Alcune possibili traiettorie, corrispondenti a C = —9/10 (rossa), C' = 0
(gialla) C' =1 (verde) C' = 2 (blu) e C' = 10 (viola). L’asse orizzontale
corrisponde a 6, quello verticale a w e si & scelto g/¢ = 1.

Per determinare wqg si pud imporre che ’energia cinetica iniziale sia esattamente uguale
alla differenza tra energia potenziale in § = 7 ¢ § = 0, cio¢

1
—ml*wi = 2mgl

2
da cui
2 49
(UO = 7
e quindi
g
c==.
l
In altre parole la traiettoria vale
2
w==+ Tg(l%—cosﬂ)

che corrisponde alla curva verde in figura. Per calcolare il tempo necessario a raggiun-
gere la posizione 8 = 7 si pud considerare ’equazione precedente come un’equazione
differenziale. Scegliendo il segno positivo abbiamo

dw 29 \/49 0
o \/6 (1+ cosb) ;o5
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Figura 5.20.: La legge oraria 6(t) nel caso particolare considerato nella terza domanda.

ma possiamo separare le variabili e integrare, ottenendo

4g [* " ap
— [ dt= — .
¢ /o 0 COSg
Il membro destro é proporzionale al tempo impiegato per arrivare a #*, ma & evidente

che il membro sinistro tende a +o0o quando 6* tende a 7. In questo caso particolare é
possibile integrare esplicitamente anche il secondo membro. Si ottiene

\/ 47915 = 4 arctanh (tan 95?)

o) 1 /g
tanT = tanh§ Zt'

L’angolo in funzione del tempo é rappresentato in Figura [5.20

oppure
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5.76. Moto su una guida ellittica x*

Un punto materiale di massa m € vincolato a muoversi nel piano su una guida ellittica
descritta dalle equazioni parametriche

Tz = acosf

= bsind

con velocita iniziale vy.
Determinare la reazione vincolare della guida in funzione di 6, e il raggio di curvatura
della traiettoria. Discutere il caso particolare a = b = R.

Soluzione

Dato che in assenza di attrito la guida non puo esercitare forze nella direzione tangente
il modulo della velocita si conserva e quindi vale sempre vg. Possiamo quindi scrivere

& = —afsind
= blcosb

da cui ricaviamo il versore tangente alla traiettoria:

s 1 ( —asiné )
VaZsin2 0 + b2 cos? 0 beost

e inoltre )
vy = 2+ 9* = 0% (a®sin® 0 + b? cos® 0) . (5.76.1)

Il vettore velocita si puo scrivere nella forma v = vy7. Possiamo allora calcolare ’acce-
lerazione:

L dr ol —acosf (a* —b*)sinfcos [ —asinf
a=uvy— = . — .
dt \/a2 sin® 0 + b2 cos2 0 —bsind (a2 sin? 6 + b2 cos? 9) bcosf
Svolgendo i calcoli e utilizzando ’equazione ({5.76.1]) troviamo

N:m&:_ mabU(Q) < bCOSH) ‘
(a2 sin? 6 + b2 cos? 9) 2\ asinf

Notare che I'accelerazione é normale alla traiettoria: NV -7 = 0, possiamo quindi estrarre
dall’espressione precedente il versore normale:

. 1 < bcosf >
n )
\/a2 sin2 6 + b2 cos2 f \ asinb

e scrivere
mabv% .
== . 327
(a2 sin? 0 + b2 cos? 9)

=
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Confrontando con 'espressione dell’accelerazione normale in termini del raggio di curva-
tura, vZ/p, troviamo

(a2 sin? 0 + b? cos? 9) 3/2
ab '

Utilizzando coordinate polari possiamo trovare la componente radiale della reazione

p:

vincolare:
mabvd (bcos? 6 + asin®6)

(a2 sin? 6 + b2 cos? 9)2

N,=N-é, =

e la componente diretta come éy:

o mabv2 (b — a) sin 6 cos O
N@ZN'GQZ— 0(2 ) 5 -
(a2 sin® 0 + b2 cos? 0)

I caso particolare a = b = R corrisponde a una guida circolare di raggio R. Abbiamo

2
mug .
06

N=-—0¢
R

p=R.
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5.77. Macchina di Atwood: effetti della massa del filo x x %

my

Nella macchina di Atwood in figura il filo ¢ inestensibile, ma di massa M non trascurabile.
Non vi sono attriti. Si vuole determinare il moto del sistema.

Soluzione

Data l'inestensibilita del filo, il modulo della accelerazione delle masse e di ciascun
elemento del filo sara lo stesso. Possiamo allora scrivere

mia =T —myg (5.77.1)

—moa = Ty — mag (5.77.2)

dove T7 e T5 sono le tensioni del filo alle masse.
Consideriamo adesso un tratto infinitesimo del filo: avremo

pdli(0) = —pdegij + T (£ + de) 7 (£ + de) — T(£)7(€) + N (£) a(£)de (5.77.3)

dove u = M/ L, e abbiamo parametrizzato con ¢ la posizione lungo il filo (¢ = 0 corrispon-
de alla connessione con la massa mp, £ = L alla connessione con la massa mg). Il versore
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7 & tangente la filo nel punto considerato, quello 7 & normale. Inoltre N rappresenta la
reazione normale della carrucola. Sviluppando al primo ordine in d¢ otteniamo

. v? . . d .
i |:CLT(€) — pn(f)] = —ugy + N(£)n(l) + = [T (0)7(0)] . (5.77.4)
Notare che abbiamo scomposto 1'accelerazione del filo in componenti tangenti e normali,
e che il raggio di curvatura del filo vale p = R sulla carrucola e p = oo nei tratti rettilinei.
Sviluppando la derivata e ricordando che

dr 1

— = ——n 5.77.5

=" ( )
otteniamo
dT'(0) 1

) = ;T(é)ﬁ(f) . (5.77.6)

’U2
" [a%(ﬁ) - pw)} — _ugi + N0 +

Prendendo il prodotto scalare con 7 di ambo i membri otteniamo

ar ¢
na = —ugy - 7+ dé) (5.77.7)

che integrata tra tra gli estremi da

L
Ty, — Ty = paL + ,ug/ g-Tdl. (5.77.8)
0

Il tratto che si avvolge sulla carrucola non contribuisce all’'ultimo integrale, che si riduce
quindi a

To — Ty = pal + pg (61 — Ez) (5779)
dove £ e {5 sono le lunghezze dei tratti verticali del filo.

Questa ¢é l'ultima equazione che ci serviva. Dalle prime due che abbiamo scritto
otteniamo

(mi+ma)a=T1 —Tr+ (ma2—m1)g (5.77.10)
e quindi
ma + ply —my — ply
= ) 5.77.11
¢ (m1 +ma+ M) J ( )
Teniamo conto adesso del fatto che
L=+l +7R (5.77.12)
e che )
Uy =a. (5.77.13)
Abbiamo quindi
. 2119 mg —mq — u(L —7R)
ly — ly = 5.77.14
2 (m1+m2+M)2 (m1 +mo + M) ( )
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Questa equazione ammette come soluzione particolare

ml—m2+M(1—7r%)L

5.77.15
i ( )

by =1ty =

che rappresenta una configurazione di equilibrio. La soluzione generale dell’equazione
omogenea

; 2pg
by — ly=0 5.77.16
2 (m1 +mo + M) 2 ( )
¢ Invece
lo(t) = Ae? + Be (5.77.17)
con
219
= 5.77.18
R Vi ra——— ( )

La soluzione generale sara quindi
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5.78. Pendolo invertito xx

Il pendolo invertito in figura é costituito da una massa m fissata su un’asta di lunghezza
£ e massa trascurabile. L’asta pud ruotare attorno all’altro estremo, ma & soggetta ad
un momento proporzionale alla sua deviazione dalla verticale,

M= —kf. (5.78.1)

Determinare le posizioni di equilibrio del sistema e discuterne la stabilita, in funzione dei
parametri dati.

Soluzione

Scelta come coordinata 1’angolo 6, la seconda equazione cardinale

dL
— =M .78.2
7 (5.78.2)

per la componente del momento angolare ortogonale al piano della figura si puo scrivere

%mﬂé = —kf +mglsin 6 (5.78.3)
ossia L
. g .
7 _ . .78.4
0 / <sm9 mg€6> (5.78.4)

Le posizioni di equilibrio corrispondono ai valori di 6 per i quali ’espressione tra parentesi
si annulla. Possiamo determinarle graficamente studiando le intersezioni tra le curve
y = sind (5.78.5)
y = qf (5.78.6)

al variare del parametro adimensionale

k

gt (5.78.7)

q:
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con ¢ > 0. Per qualsiasi valore di ¢ abbiamo la soluzione § = 0. Per determinare la
stabilita di questa configurazione di equilibrio possiamo sviluppare ’equazione del moto
attorno al primo ordine intorno ad essa, sin 6 ~ 6, ottenendo

b= % (1-q)0 (5.78.8)

che corrisponde ad un oscillatore stabile solo quando ¢ > 1.
Per ¢ > 1 la posizione di equilibrio trovata é anche 'unica. Al diminuire di ¢ sono
possibili altre intersezioni, come evidente dalla Figura seguente, che corrisponde al caso

g=1/9.

1.0

<1.0 -

Possiamo determinare direttamente da un grafico di questo tipo la stabilitd di una
posizione di equilibrio. Infatti il segno del momento applicato al sistema ¢ dato dalla
differenza tra la sinusoide e la retta. In figura, l'intersezione per 8 = 0 corrisponde a
equilibrio instabile, le successive per # > 0 si alternano tra stabili e instabili.

Possiamo riassumere le conclusioni nel grafico che segue. Sulle ordinate abbiamo il
valore di 6 all’equilibrio, sulle ascisse .
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Le soluzioni stabili sono rappresentate da una linea continua, quelle instabili da una
linea tratteggiata. Abbiamo rappresentato solo le 7 posizioni di equilibrio pitt vicine a
f# = 0: da notare che le 4 pit lontane corrispondono a una configurazione nella quale
6] > 2.

lo(t) = lyg + Ae? + Be . (5.78.9)
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5.79. Urto con un piano inclinato »x

v a
o——=

Il piano inclinato in figura, di massa M, é vincolato a muoversi su un piano orizzontale
privo di attrito. Su di esso viene lanciata una pallina di massa m che si muove inizialmente
nel piano con velocitd vg, € non é ad esso vincolata. Calcolare I’angolo 6 che la velocita
della pallina forma con 1’orizzontale dopo I'urto, tenendo conto del fatto che la giunzione
tra piano inclinato e piano orizzontale non é arrotondata e che 'urto avviene in un tempo
molto breve.

Soluzione

L’energia e la quantita di moto orizzontale del sistema si conservano. Inoltre, dato che
I'urto avviene in un tempo molto breve, 'unica forza non trascurabile applicata alla
pallina ¢ la reazione normale alla superficie del piano inclinato. Durante 'urto quindi si
conservera la componente della quantita di moto della pallina parallela al piano inclinato.
Abbiamo quindi la conservazione dell’energia

1mv2 = 1m (v2 + 112) + lMV2 (5.79.1)

PR R R L) o
dove si € tenuto conto che immediatamente dopo 1'urto la posizione della pallina non é
cambiata, e che quindi non & necessario includere ’energia potenziale gravitazionale. Per
la conservazione della quantitda di moto orizzontale sara

muvg = mu, + MV (5.79.2)
ed infine per la componente della quantita di moto della pallina parallela al piano inclinato
mug cos v = m (v cos o + vy sina) . (5.79.3)

Ricavando V dalla seconda relazione abbiamo (v = M/m)

vi = i+ UZ + i (vo — vg)? (5.79.4)
vg = Uy +vytanc (5.79.5)

ossia
(v + vy tan a)? =02+ U; + flyvs tan? o . (5.79.6)

Risolvendo per tan# = v, /v, otteniamo le due soluzioni

tanf = 0 (5.79.7)
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2tana

tand = . (5.79.8)
1-— <1 — %) tan? o

Solo quest’ultima ¢ fisicamente accettabile. Nel caso particolare da considerare v — oo,

e quindi
2t 2si
tan 6 — e SSMACSY  _ tan2a (5.79.9)

1—tan?a  cos?a — sin?a

cioé I'angolo di incidenza con il piano inclinato & uguale a quello di riflessione, come ci
si aspetta se la pedana é ferma.
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5.80. Urto di un manubrio *x

my

1)

:E Vo

ma

Il manubrio in figura & costituito da due masse puntiformi mj e mo, unite da una barra di
lunghezza ¢ = ¢1 + ¢ di massa trascurabile. Inizialmente si muove traslando rigidamente
con velocita vy, urta quindi un perno P posto a una distanza £; dalla massa superiore,
e vi rimane attaccato, libero perd di ruotare. Calcolare la velocita angolare finale del
manubrio e ’energia dissipata nell’urto.

Soluzione

Vale la conservazione del momento angolare L rispetto al perno, dato che le uniche forze
esterne sono applicate in esso al manubrio, e quindi hanno braccio nullo. Consideriamo in
particolare la componente di L normale al piano in cui si muove il manubrio. Inizialmente
questa vale

— mqvgly + mavgls (5.80.1)

ed alla fine
miwl? + mawl (5.80.2)

dove w € la velocita angolare finale. Equagliando queste due espressioni si ottiene

~ (maly —myfy)ug
m1€% + mgfg

(5.80.3)

Quindi il manubrio ruotera in senzo antiorario se mafo > mif1, in senso orario se mofy <
maqf1 e non ruotera affatto se mif1 = mofs. Queste alternative corrispondono ad un urto
del perno sopra, sotto o in corrispondenza del centro di massa del manubrio. L’energia
dissipata si calcola come differenza tra energia cinetica iniziale e finale:

1 1 1
AE = o (m1+ma)vg = gmiliw? = Smalie® (5.80.4)
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ossia,
1 1 (m2£2 — m1€1)2 2 1 (m1 + mg) (mlﬁ + mzf%) - (MQﬁz — m1€1)2 2
AE = — + P S
(MmO B g B) 0 T 2 (8 + mafd) %
(5.80.5)
ed infine )
1 b1+ 4
Ap = Lmuma (bt ) (5.80.6)

2 (m1 2+ malZ)
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5.81. Il grande attrattore *x x x

Supponiamo di avere a disposizione una massa M di plastilina: possiamo modellarla
nella forma voluta, ma non possiamo cambiare la sua densita p. Vogliamo capire che
forma dobbiamo dargli per rendere massima l’attrazione gravitazionale esercitata su un
punto materiale di massa m.

Soluzione

Poniamo il punto materiale nell’origine di un sistema di coordinate. Qualunque sia la
soluzione del problema, con una rotazione del sistema potremo allineare la forza attrattiva
totale con I’asse z. Da questo segue che un elemento dM della massa di plastilina posto
nalle posizione 7 dara un contributo utile alla forza totale uguale a

mdM

72
r3

dF, = -G

dato che la somma di tutte le componenti perpendicolari a Z si dovra annullare. Usando
coordinate sferiche questo significa

mdM

cosf
)

dF, = -G

Possiamo spostare ’elemento dM mantenendo dF’, costante se ci muoviamo sulla super-
ficie
r? = —K cosf

dove K ¢ una costante definita da

L 1R
- GmdM

Chiaramente K ! & proporzionale all’importanza del contributo di dM. Al variare di
K avremo diverse superfici, invarianti per rotazioni attorno all’asse z. Alcune di queste
sono rappresentate in Figura [5.21

Avendo a disposizione una massa M totale converra iniziare a riempire le superfici a K
piu piccolo (ma positivo). Per determinare il valore di K corrispondente alla superficie
pit grande completamente riempita bastera imporre che la massa totale in essa contenuta

p/dV:M
p///errdcosﬁdqﬁ—M

Integriamo su ¢ e scriviamo esplicitamente i limiti di integrazione di quanto resta

0 vV —K cost
27r,0/ dcos&/ drr® =M
1 0

sia quella a disposizione, cio¢

ossia

@ 196 versione del 9 ottobre 2013



5.81. IL GRANDE ATTRATTORE *

Figura 5.21.: Le superfici 7> = —K cos #. Dalla piil piccola alla pitl grande corrispondono
a K =1/10,1,2. L’origine del sistema di riferimento ¢ nel punto in comune.

da cui

4 3/2 _

Otteniamo infine che K scala come la potenza 2/3 del volume della plastilina

2/3 2/3
K= (15M) _ (15V>
4dmp 47
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Possiamo infine calcolare la forza attrattiva ottenuta, scrivendo

F, = —Gm/d]\fcosﬁ

r

0
= —Gm,o/cos r2drd cos Odg

r2

0 v—Kcosb
= —27erp/ cos 0dcos0/ dr
0

-1
4
= gGmp\/E

_ AnG 15V
N 5 P 4

Possiamo confrontare questo risultato con ciod che si otterrebbe con una distribuzione
sferica di plastilina,

F,

_GmM _ 4nG [V 125\'/°
TR T 5 "\

che risulta minore di un fattore (25/27)Y/% ~ 0.97. Per maggiore chiarezza riportiamo
in Figura le sezioni trasversali delle superfici.
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Figura 5.22.: Le sezioni trasverse delle superfici riportate in Figura per K =
1/10 (blu), K = 1 (verde) ¢ K = 10 (arancio). Le linee tratteggiate
corrispondono alle sfere di uguale volume.
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5.82. Razzo in un campo gravitazionale costante xx

Studiare il moto di un razzo in un campo gravitazionale costante. La massa iniziale del
missile & M. 1l sistema di propulsione emette una massa costante di gas I' per unita
di tempo, ad una velocitd —u relativa al razzo. Determinare in particolare sotto quali
condizioni il razzo riesce a sollevarsi da terra.

Soluzione
La quantita di moto del sistema al tempo ¢, escludendo il gas espulso fino a quell’istante,
é

P(t) = M)V (t)

La quantita di moto al tempo ¢ + dt vale invece, tenendo conto del gas espulso tra ¢ e
t+ dt,
P(t+dt) =[M(t) — T(t)dt] V(t + dt) + [—u+ V()] T(¢t)dt

dove abbiamo considerato una massa espulsa per unita di tempo I' = —M non necessa-
riamente costante. La variazione della quantita di moto é uguale all’impulso delle forze

esterne
P(t+dt) — P(t) = —M(t)gdt

da cui
[M(t) — T'(t)dt] |V (t) + V(t)dt} + [—u+ V(@)]T(t)dt — M(t)V(t) = —M(t)gdt

Sviluppando e omettendo i termini del secondo ordine si ottiene

M)V (t) = T(t)u — M(t)g
Vediamo che il razzo si sollevera dal suolo se

I'(0)u > Mpg

Passiamo adesso all’integrazione delle equazioni del moto. Abbiamo

av ul'(t) B

dt My — [{T(t)dt

ed integrando otteniamo

0o My— fg/ T(t")dt'

che posto di conoscere I'(t) e di saper calcolare gli integrali al membro destro da una
soluzione completa del problema. Considerando I' costante in particolare abbiamo

¢ ul’
t) = ——dt — gt
Vi) /0 My—1t¢ " Y

Tt
= —ulog(1——)—gt
uog< M()) g
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5.83. Razzo vincolato *x

Un razzo di massa iniziale My é fissato ad un estremo di un’asta di massa trascurabile
e lunghezza ¢, perpendicolarmente ad essa, come in Figura L’asta pud ruotare
liberamente attorno all’altro estremo in un piano orizzontale. All’accensione il razzo é
fermo, e da quel momento il gas viene espulso con una velocita relativa costante —u.
Determinare la velocita del razzo in funzione della massa di gas espulso.

Figura 5.23.: Razzo vincolato.

Soluzione

Nella situazione considerata il momento angolare del sistema composto dall’asta, dal
razzo e dal gas espulso si conserva, dato che il vincolo non pud esercitare un momento di
forza. Calcoliamo il momento angolare del missile ad un dato istante, tenendo conto del

gas non ancora espulso:
L=M¢v

Se ad un istante successivo calcoliamo il momento angolare del missile e del gas espulso
nel frattempo, dobbiamo trovare lo stesso valore. Indicando con dM la variazione della
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massa del missile abbiamo
L=(M+dM){(V +dV)—dML(V —u)
ed uguagliando troviamo, trascurando variazioni del secondo ordine,

MdVel+dMbu =0

V(m) Mo—m
/ dV = —u/ @
V(0) Mo M

dove abbiamo indicato con m la massa di gas espulso. Integrando troviamo

ossia

m

V(m) = V(0) — ulog (1 - MO>

@ 202 versione del 9 ottobre 2013



5.84. RAZZO A PIU STADI 4+

5.84. Razzo a piu stadi xx

Un razzo non pud chiaramente utilizzare tutta la sua massa come propellente. Suppo-
niamo che il rapporto tra la massa totale e quella utilizzabile sia v < 1, e che la velocita
di espulsione relativa al missile sia —u. La strategia pitt semplice per un razzo di massa
iniziale My € quella di espellere tutta la massa disponibile vMj, raggiungendo una certa
velocita finale.

Un’altra possibilita ¢ quella di dividere il missile in due stadi di massa My/2. Si espelle
quindi tutto la massa yMy/2 del primo stadio, raggiungendo una velocita Vi. A questo
punto quanto rimane del primo stadio (massa (1 — v)Mp/2) viene abbandonato e si
procede espellendo la rimanente massa disponibile (ancora yMy/2). Calcolare la velocita
finale raggiunta in questo caso, e dire se € maggiore o minore di quella precedente.

Soluzione

Utilizzando la prima strategia si raggiunge una velocita finale data da

(1 —v) Mo

— —ulog (1 —
o ulog (1 —7)

Vi = —ulog

Con la seconda strategia al momento dell’abbandono del primo stadio si ha

(1 —~/2) Mo
= —ulog ~— 1=/ 770
V1 u log ;
e al termine avremo
1 —7~/2) My (1 —7)My/2
VI = —ul (—_ log ~— /U=
4 wios My wios My/2
= —ulog(l—%)—ulog(l—'y)

che é maggiore di quella ottenuta nel primo caso di

Vi =V = —ulog (1 - %)
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5.85. Forze di marea »x

Un osservatore libero di muoversi sotto 1’azione di un campo gravitazionale esterno indi-
pendente dalla posizione non avverte nessun disagio, per quanto intenso il campo possa
essere. La ragione ¢ che ogni elemento del suo corpo viene accelerato nello stesso mo-
do. In un campo gravitazionale dipendente dalla posizione questo non é vero: la forza
che agisce sui piedi puo essere diversa da quella che agisce sulla testa e il corpo viene
posto in tensione. L’effetto in condizioni normali é piccolo: stimate la tensione subita
dal vostro corpo in caduta libera sulla superficie terrestre (trascurate l'attrito dell’aria)
e confrontatela con quella che, secondo voi, dovrebbe essere una tensione dolorosa.

Soluzione

m/2

P

Figura 5.24.: Calcolo della tensione su un corpo in un campo gravitazionale.

Consideriamo il semplice modello in Figura La massa é distribuita sui due corpi
(testa e piedi), uniti da una sbarra che per semplicita immaginiamo priva di massa.
L’equazione del moto del primo corpo é

mia = FO T

z

e per il secondo
maa = FZ(Q) +T

dove si é tenuto conto che I'accelerazione ¢ la stessa, e T ¢ la tensione. A noi interessa la
tensione, che vale

T W<1F§1>—1F§2>>
m1 +mg \'M1 mg
mi1ms9

= — (- + +h
A (g () + g (= 4 h)
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dove
B GMr

22

9(z) =

¢ laccelerazione di gravita ad una distanza z dal centro della terra (se z ¢ maggiore del
raggio terrestre Ry) e My & la massa della terra. In prima approssimazione quindi

mims @h_ mi1Mmsy BGMTh
mi+me 0z  mp+mg 23

(8 (1
mi + mo 22 z

he () ()

mi1 + msg R% Rr

e ponendo mj = mg = 40kg, h = 1.8 m otteniamo

T

1.8m

T ~17x10°*N
X 63x100m %

T ~3x20kg x 9.8ms 2

La tensione ¢ depressa rispetto alla forza peso di un fattore molto piccolo, il rapporto
h/Ryp tra l'altezza del corpo e il raggio della terra. Per avere un termine di confronto,
'ordine di grandezza di una tensione dolorosa ¢ lo stesso del peso del corpo, ~ 103 N.
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5.86. Massima forza di marea * x x

Avendo a disposizione un volume V della stessa plastilina di densita p del problema[5.87]
la si vuole disporre, questa volta, in modo da rendere massima la variazione

OF,
0z

in un punto dato, dove F, indica la componente z della forza attrattiva generata dalla
plastilina. Una possibile applicazione € una versione scientificamente avanzata del banco
di stiramento in Figura [5.25

L\l

Figura 5.25.: Il banco di stiramento, uno strumento di tortura usato nel medio evo, ma
di origini ben piu antiche.

Determinare la forma da dare alla plastilina, e stimare la massa necessaria a rendere
I'apparato utile al suo scopo, considerando p = 103kgm™3. Conviene utilizzare un
materiale pitt o0 meno denso?

Soluzione

Immaginiamo una massa m all’origine di un sistema di coordinate. La forza che una
massa dM posta in 7 esercita su di essa sara

GmdM
7
7-3

F =
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e quindi
GmdM
P, _ GmdM,
r
OF, 1 22
= dM | - —3—=
0z Gm <r3 37"5)
Esprimiamo quest’ultima quantita in coordinate sferiche:
F 1- 2
OF, _ GmdM( 3 cos 9)
0z r3

Analogamente a quanto visto nell’esercizio il contributo della massa dM a OF,/0z
sard, lo stesso per tutti i punti appartenenti alla superficie

rs :K(l —3c0820)

dove

1
K = GmdM <8FZ>
0z

¢ una costante tanto pitl piccola quanto maggiore é il contributo. Per rendere massimo
OF,/0z dovremo determinare la superficie capace di contenere tutta la massa disponibile
corrispondente al minimo valore positivo di K.

Notiamo che il massimo valore di dF,/0z corrisponde ad una azione di compressione
esercitata sul corpo posto vicino all’origine (la testa a z > 0 viene spinta verso l'alto, i
piedi a z < 0 verso il basso).

Per ottenere una trazione dobbiamo chiederci invece quale sia la configurazione cor-
rispondente ad un JF,/0z massimo in valore assoluto ma negativo. In questo caso ¢
sufficiente trovare la superficie capace di contenere tutta la massa disponibile corrispon-
dente al valore di K pil piccolo in valore assoluto, ma negativo. Il grafico per le superfici
corrispondenti ad entrambi i casi (per K =1 e K = —1) sono riportati in Figura

Analogamente a quanto visto nell’esercizio [5.81] sommiamo i contributi di tutta la
massa contenuta all’interno di una superficie data. Questo significa per K > 0

_ 2
oF, — Gmp / 1 —3cos*0 qv
0z r3

[K (1-3cos? )]/ 202
= ZWGmp/dCOSQ/ dr <13COS9>
0 T
1/V3 [K(lf?uzos2 9)]1/3 d
= 27erp/ dcosf (1 — 3cos? 0)/ o
,1/\/§ 0 r

Una particolarita di questa espressione € che 'integrale sulla coordinata radiale ¢ diver-
gente. Il significato di tutto questo & che il contributo della massa vicina a r = 0 é
dominante, e questo permette di ottenere un valore grande quanto vogliamo di OF,/0z
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Figura 5.26.: A sinistra, la distribuzione di massa che rende massimo e positivo dF,/0z
nell’origine. A destra, la distribuzione che rende massimo in valore assoluto

ma negativo OF,/0z. La prima superficie corrisponde a K = 1, la seconda

a K =—1.

con qualsiasi massa a disposizione. Sembra quindi che sia possibile costruire un banco di
stiramento estremamente efficace a poco prezzo. In realta é chiaro che in pratica questo
non funziona: per un utilizzo pratico abbiamo bisogno di una regione sufficientemente
ampia priva di massa in cui alloggiare il torturato. Quindi 'integrale precedente deve

essere modificato in
/3
OF 1/V/3 [K(1—3cos2 9)]1 d
2 = 277Gmp/ dcosf (1 — 3cos? 0) / &
82: —1/\/§ Tmin r
che non é piu divergente:
F, 2 1/v3 K (1—3cos?6
0 = —WGmp/ dcosf (1 — 3cos? 9) log ( = o8 )
0z 3 -1/V3 T'min

_ 8T (10 4K _5>
B 9\/§ ’ gr?m'n 3

versione del 9 ottobre 2013

OO 208



5.86. MASSIMA FORZA DI MAREA x x

Per calcolare K valutiamo il volume complessivo

V = /dgb/dcos@/err
1/3

1/V3 [K(1—3c0320)]
= 27r/ dcos@/ r2dr

_1/\/3 Tmin
2r (13
- 7 (K (1- 3 cos? 9) — riun] dcos 0
3 _1/\/5
8T 4rd

main

NREYE

da cui /3 /3
9v3 3 9v3
K —_ — V + 77',?.”7;71 ~ V
8 2 8
Per ottenere un banco efficace dovremo avere
oF,
g?ﬂmin > mg
e quindi
G ; 9v3 V 5 9v3
s [ (25Y ) 3], 003
g 2 ro 3 8

Dato che il fattore

Gm’mm -9 P T'min
_ ZPTmin 710 ( )
“ g 8 103 kgm—3 1m

¢ molto piccolo, ¢ chiaro che per ottenere il risultato voluto dovremo avere un volume
totale enormemente piu grande di Tgnn, dato che il logaritmo dovra essere O (a_l), quindi
il dispositivo é del tutto irrealizzabile. Aumentare la densita puo aiutare: all’interno di
una stella di neutroni p ~ 10® kgm™2 e quindi o ~ 7 x 10°. In questo caso, supponendo
di poter applicare I’espressione per la forza gravitazionale di Newton, sarebbe sufficiente
avere

vV > 23

Considerazioni analoghe si possono fare nel caso K < 1.
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5.87. Pendolo non ideale xx

Un punto materiale di massa m € sospeso ad un punto fisso da una molla con lunghezza
di riposo £y e costante elastica k. Per semplicita si pud supporre che il moto avvenga in
un piano verticale. Studiare le piccole oscillazioni del sistema attorno alla posizione di
equilibrio stabile.

Soluzione

\J
Figura 5.27.: Coordinate polari utilizzate per descrivere il pendolo.

Conviene utilizzare coordinate polari per specificare la posizione del punto materiale
rispetto all’origine. L’estremo opposto della molla ¢é fissato in quest’ultima (Figura|5.27)).
Possiamo allora scrivere le equazioni del moto nella direzione radiale e tangenziale nella
forma

m (7’ - 7,9‘2) = mgcosf —k(r —{p) (5.87.1)
m (r@ + 27"6.?) = —mgsinf (5.87.2)

La posizione di equilibrio si trova annullando nelle equazioni precedenti velocita e acce-
lerazioni. Deve quindi essere

sinf = 0 (5.87.3)
cos = — (r—4{) (5.87.4)
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e troviamo le due soluzioni

(r,0) = (Eo - %,w) (5.87.5)
e (r,0) = (fo + %,O) (5.87.6)

Studiamo piccole oscillazioni attorno alla prima introducendo due nuove coordinate

0 = m+00 (5.87.7)
o= fy— % +or (5.87.8)

legate agli spostamenti rispetto alla posizione di equilibrio scelta. Sostituendo nelle
equazioni del moto abbiamo

m {5%" — (ﬁo - % + (57") (56'?2} =mgcos (m+60) — k (Eo — % +or — 60) (5.87.9)
m [ (o — 9 4+ 61 66 + 26760] = —mgsin (= + 66) (5.87.10)
[(f0 =7+ or) }

Trascurando tutte le quantita di ordine maggiore del primo rispetto alle piccole variazioni
e utilizzando le approssimazioni sin (7w 4 00) ~ —d6 e cos (7 + 60) ~ —1 otteniamo

moi = —kor (5.87.11)
m(ﬁo—%) 56 = mgdo (5.87.12)

La seconda equazione non corrisponde a piccole oscillazioni se, come supporremo, £y >
mg/k. In effetti la sua soluzione generale ¢ del tipo

66(t) = AeM + Be M (5.87.13)
con
g
k=\l7— 7 (5.87.14)

e questo permette di concludere che il punto di equilibrio studiato non é stabile.
Passiamo allora alla seconda soluzione di equilibrio. Questa volta le “piccole” coordi-
nate saranno definite da

9 = 60 (5.87.15)

ro= fo+ % +or (5.87.16)

e sostituendo come nel caso precedente nelle equazioni del moto troviamo

m [M; - (50 + % + 57“) 592] = mgcos(60) — k (ﬁo + % +or — &3(}3.87.17)

m [(60 + % + 5r) 50 + 251%59'] —  _mgsin (66) (5.87.18)
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Questa volta utilizzeremo le approssimazioni sindf ~ 66 e cosdf ~ 1. Trascurando
nuovamente prodotti di quantitd piccole avremo

mor = —kor (5.87.19)

m (eo + %) 56 = —mgot (5.87.20)

Entramble le equazioni descrivono oscillatori armonici, ed hanno per soluzioni generali

or(t) = Acoswyt+ Bsinw,t (5.87.21)
d0(t) = Ccoswyt + D sinwyt (5.87.22)
con
k
.= 42 87.2
w - (5.87.23)
we = J_ (5.87.24)
by + Tg

Abbiamo quindi una oscillazione radiale, la cui frequenza dipende dalla costante di ri-
chiamo della molla, e una oscillazione tangenziale. Per la seconda la frequenza é identica
a quella di un pendolo di lunghezza ¢ = £y + 52, cio¢ alla lunghezza della molla nella
posizione di equilibrio.

Le due oscillazioni sono indipendenti, e nel limite & — oo, che ci aspettiamo corrisponda
al caso di un filo inestensibile, la frequenza di oscillazione radiale tende pure all’infinito,
mentre quella tangenziale diviene la frequenza di un pendolo di lunghezza /.
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5.88. Moto di una scodella +x

Una scodella di massa M e sezione S pud muoversi liberamente su un piano orizzontale
senza attrito. Su di essa cade della pioggia: ciascuna goccia all’arrivo sulla scodella ha
una velocita orizzontale V,; > 0 e una verticale V;, < 0. Inoltre la massa di acqua che
arriva su una superficie S fissa sul terreno € costante e vale I'.

Supponendo che la pioggia raccolta dalla scodella rimanga in quiete rispetto ad essa,
e che questa si inizialmente ferma, studiarne il moto. Trascurare 'effetto dell’urto della
pioggia sulle superfici laterali della scodella.

Figura 5.28.: La scodella ha una sezione orizzontale S, la pioggia cade su di essa con un
angolo determinato dalle componenti orizzontali e verticali della velocita.
Se la scodella ¢ ferma, la massa di acqua raccolta in un’unita di tempo é
costante e vale T'.

Soluzione

Calcoliamo prima di tutto la massa di pioggia raccolta per unita di tempo da una scodella
che si sta muovendo con velocita v. Questa é la massa contenuta nel cilindro rappresen-
tato dall’insieme dei vettori in Figura[5.28] con base S e altezza uguale alla componente
verticale della velocita della pioggia. Dato che quest’ultima non cambia al variare della
velocita della scodella, otterremo ancora I'.

Scriviamo la quantita di moto della scodella al tempo ¢ + dt. Esso sara dato da

P = (M +m(t+dt) v(t + dt)

dove m(t + dt) ¢ la pioggia raccolta a quell’istante. Al tempo ¢ questa dovra essere
uguale alla quantita di moto della scodella pin quella (orizzontale) della pioggia raccolta
nell’intervallo dt successivo:

P=(M+m(t)v(t) + T'Vdt
Eguagliando queste due espressioni troviamo

(M +m(t) v(t) + DVydt = (M +m(t + dt)) v(t + dt)
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Usando il fatto che m(t + dt) = m(t) + I'dt possiamo scrivere
(M +m(t)v(t) + T'Vpdt = (M + m(t) + I'dt) (v(t) + o(t)dt)
ossia, trascurando i termini di ordine superiore al primo
(M +m)o =T (V; —v)
A questo punto possiamo scrivere (I' = dm/dt)

dv
M '—=1(V, —
(M +m) L~ ( v)

che si puo integrare direttamente:

/v(m) 1 dl—/m 1 .
0 Vx—'l}/v_ 0 M—i—m/m

Va;—v(m)_lo M +m
v, M

ottenendo
—log

e quindi
m

v(m) = M+m
Questa soluzione fornisce la velocita della scodella in funzione della massa della pioggia
raccolta. Come si vede per grandi valori di m v — V: questo si interpreta facilmente
tenendo condo che quando v = V. la pioggia cade verticalmente nel sistema di riferimento
solidale con la scodella, che diviene anche un sistema di riferimento inerziale. Notanto
che m = I't possiamo anche scrivere la velocita della scodella in funzione del tempo:

xT

I't

v = 3
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5.89. Urto contro una sfera % x %

Dei proiettili, schematizzabili come punti materiali, si muovono con velocitd ¢ = —wvg2
e sono distribuiti uniformemente, nel senso che il numero di proiettili che attraversano
una superficie qualsiasi ortogonale all’asse Z é dato da

N = ®SAt

dove S & I'area della superficie, & una costante e At intervallo di tempo considerato. I
proiettili rimbalzano elasticamente su una sfera di raggio r fissa nell’origine del sistema
di coordinate. Calcolare il numero di urti che avvengono in un secondo e mostrare che
i proiettili vengono deviati uniformemente in tutte le direzioni, nel senso che i proiettili
deviati che attraversano una qualsiasi parte di una superficie sferica di raggio R > r é
data da

N' = ®'S'At

Nella formula precedente S’ & larea della parte di superficie sferica considerata e ®' ¢&
una costante. Calcolare inoltre @’.

Soluzione

Un proiettile urtera la sfera se si trovera all’interno del cilindro di raggio r avente con
I’asse nella direzione Z. Tante particelle attraverseranno una sezione trasversa di questo
cilindro, tanti saranno gli urti. Quindi avremo

Nurti = @71’7"2

urti al secondo. Notare che il numero di particelle che attraversano la sezione trasversa
¢ anche il numero di particelle contenute nel cilindro di base 7r? e altezza vyAt, quindi
Nyrti = pvmrr2 e & = pyy dove p ¢ la densita di volume dei proiettili.

Nell'urto elastico il proiettile viene deviato specularmente. Supponiamo infatti che n
sia il versore normale alla superficie della sfera nel punto di impatto, abbiamo due leggi
di conservazione. L’energia, dato che I'urto ¢ elastico

%mvg - %muj%
e la quantita di moto del proiettile parallela alla superficie, che possiamo ottenere sot-
traendo alla quantita di moto totale quella perpendicolare alla superficie, o, = mv; =
m(U-n)n
pj| = muj| =m[v— (V- n)n]

In questo caso si tratta in realta di due quantita conservate, dato che pj ha due compo-
nenti indipendenti. Abbiamo quindi le equazioni

Yo = vl

B o= o
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Se separiamo le velocita in componenti perpendicolari e parallele la conservazione dell’e-
nergia da
- 5 \2 - - \2
(oL +vo))” = (FrL + Tpy)
e quindi, sviluppando e tenendo conto che componenti parallele e perpendicolari sono
ortogonali tra loro,
2 2 _ .2 2
VoL +U0H = UfJ_ + 'Uf”
Usando la seconda legge di conservazione troviamo quindi
2 2
VoL = Vry1
cioe
U 1L = :|:170 L

In quest’ultimo passaggio abbiamo potuto derivare 'uguaglianza (a meno di un segno)
dei vettori dall’'uguaglianza dei moduli dato che la direzione di un vettore perpendicolare
alla superficie é fissato univocamente. In conclusione

Uy = Uy + Uy = Vo + ToL

Entrambe le velocita finali soddisfano le condizioni di conservazione che abbiamo posto,
ma quella con il segno positivo (corrispondente ad una velocita inalterata) non sono
rilevanti per il nostro problema. Abbiamo quindi esplicitamente

¥ = oy — Bou = o — 2 (T - )

Figura 5.29.: La relazione tra particelle entranti e particelle uscenti. La particella si
avvicina alla sfera muovendosi parallelamente all’asse z, ad una distanza b
da esso.

Questa & la legge di riflessione speculare: la traiettoria dopo l'urto giace nel piano
determinato dalla traiettoria prima dell’'urto e dalla normale 7. Inoltre ’angolo tra la
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traiettoria e la normale ¢ lo stesso prima e dopo I'urto. Se utilizziamo coordinate sferiche
vediamo che la traiettoria della particella dopo I'urto é data da in funzione del parametro
s> 0da

7 =ri4 sw

dove n é il versore radiale nel punto di impatto,

sin 6 cos ¢
n=| sinfsing
cos 6

mentre w ¢ nella direzione del moto dopo 'urto. Dalla costruzione in Figura[5.29 vediamo
che possiamo scrivere w nella forma

sin 26 cos ¢
w= | sin20sin¢

cos 260

e che b = rsinf, detta b la distanza tra la traiettoria iniziale della particella e I'asse Z.
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Figura 5.30.: La relazione tra particelle entranti e particelle uscenti. Il fascio in ingresso
con sezione a corona circolare (in azzurro, area AS = 7[(b+ Ab)? — b?])
viene trasformato nell’area a forma di anello AS’ sulla sfera esterna di
raggio R. Nell’animazione (& necessario Acrobat per vederla) l'area AS
viene mantenuta costante, e si pud verificare che anche AS’ si mantiene
approssimativamente costante. Questo non é esattamente vero perché la
condizione R > r non & particolarmente rispettata nella figura (R/r = 3).

Al variare del punto di impatto @ varia nellintervallo 0 < 0 < /2 e ¢ in 0 < ¢ < 27.
Quindi 0" = 26 varia in 0 < §’ < 7 ed il versore w varia sull’intera sfera unitaria (vedere

Figura|5.30)).
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Considerando un elemento infinitesimo di una superficie ortogonale all’asse z, che
potremo scrivere come

dS = bdbdp =rsinfd(rsinf) do
= r2sin6 cos 0dide

il numero di particelle che la attraverseranno prima dell’urto nel tempo At sara (b < r ¢
d’ora in poi sottointeso)

dN = ®dSAt = ®Atr? sin 0 cos dfde

Possiamo riscrivere questa quantita nella forma

B 1 /7r\2 e -
AN = Z(E> At R2sin 20d0do

= 1 (£>2 DAL [de cos G’dqb]
4 \R
e notare che 'espressione tra parentesi quadre & I’elemento di superficie infinitesima d.S’
su una sfera di raggio R. Dato che per R >> r le traiettorie delle particelle dopo 'urto sono
approssimativamente radiali, 7 ~ s, tutte le particelle che attraversano la superficie
dS attraversano successivamente dS’, e quindi potremo scrivere

dN = ®'dS’'At

oL

Notare che integrando su tutta la sfera abbiamo

con

N = &47R2At = drr’At = Ny

cioé il numero di urti in un intervallo di tempo é uguale al numero di particelle che
attraversano la superficie sferica.
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5.90. Perturbazione di un oscillatore armonico x x x

Un oscillatore armonico ¢ ottenuto collegando una massa m ad un punto fisso mediante
una molla di lunghezza a riposo trascurabile e costante di richiamo k. Il moto é unidi-
mensionale, e la massa si trova inizialmente nella posizione di equilibrio con velocita vyg.
La legge oraria € ben nota:

Vo .
t) = -2 sinwt
x(t) sin w

con w = \/k/m.

Si aggiunge adesso una nuova molla, in parallelo a quella precedente, anch’essa di
lunghezza a riposo trascurabile e costante di richiamo ek < k, e si vuole calcolare la
nuova legge oraria, mantenendo le stesse condizioni iniziali.

Anche in questo caso la soluzione esatta € facilmente calcolabile. Si vuole perd pro-
cedere in modo diverso. Supponendo che la soluzione possa essere approssimata da uno
sviluppo in potenze di €

z(t) = 2o(t) + ex1 (t) + Ewa(t) + - -

vogliamo provare a determinare zo(t) e x1(t) sostituendo lo sviluppo nell’equazione del
moto ed eguagliando i termini dello stesso ordine in e.

Confrontare il risultato approssimato con la soluzione esatta: si puo dire che I'appros-
simazione sia buona se € < 17 Dare una spiegazione di cio che succede.

Soluzione

L’equazione del moto del sistema si puo scrivere nella forma
mi+(1+e)kx=0
che ha per soluzione esatta con le condizioni iniziali volute

v .y
x(t):asmwt

dove W' = /(1 + €)w.

Sostituiamo adesso la soluzione approssimata troncata al primo ordine in €
m (&0 + et1) + (1 +€) k(xog+ex1) =0
ed eguagliamo i termini formalmente dello stesso ordine in €. Otteniamo le due equazioni

io + w?zo =0

T+ w2x1 = —w2x0

con w? = k/m. La soluzione generale della prima ¢ data da

xo(t) = Acoswt + Bsinwt
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e sostituendo nella seconda otteniamo
i1+ w?r) = —w? (Acoswt + Bsinwt)

che rappresenta un oscillatore armonico forzato alla sua stessa frequenza naturale. La
soluzione generale dell’equazione omogenea associata € identica alla precedente, resta da
determinare una soluzione particolare. Verifichiamo che questa & della forma

xp(t) = Ctcoswt + Dtsinwt
Infatti derivando due volte otteniamo
Zp(t) = —w [(Ctw — 2D) coswt 4 (2C' + Dtw) sin wt]
e sostituendo

—w|[(Ctw — 2D) coswt + (2C + Dtw) sin wt]+w? (Ct coswt + Dtsinwt) = —w? (A coswt + B sinwt)

da cul
2D coswt — 2C sinwt = —wA coswt — wB sin wt
e quindi
1
D = ——wA
2w
1
C = -wB
2w

In conclusione la soluzione generale sara
x(t) >~ zo(t) + ex1(t) = <A + %Bwt) cos wt + (B - %Awt) sin wt
Imponiamo le condizioni al contorno
z(0) = A=
#0) = %B(2—l—e)w ~

da cui

21)0

.%'Q(t) =+ 6$1(t) m

(sinwt + ewt cos wt)

1
_—— [(1 — 26) sin wt + ewt coswt| + O (62)
w

Gia da questa espressione finale possiamo iniziare a capire quanto sia valida la soluzione
approssimata ottenuta. Infatti ci attendiamo che il termine O(¢€) debba essere una piccola
correzione rispetto a quello O(1). Ma questo non ¢ vero: infatti per quanto piccolo possa
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10

Figura 5.31.: A sinistra, il confronto tra la soluzione esatta (in rosso), quella approssimata
all’ordine zero xo(t) (in blu) e quella approssimata al primo ordine z¢(t) +
ex1(t) (in verde). Sono stati scelti i valori € = 107!, w = lrads™! e
vo = 1ms™!, e il tempo sulle ascisse & espresso in secondi. A destra, la
differenza tra zo(t) e la soluzione esatta (in verde) e tra xo(t) + ex1(t) e la
soluzione esatta (in rosso) per 0 < t < 1 con la stessa scelta di parametri.

essere € vediamo che per tempi abbastanza grandi (tali che wt > ¢~!) il secondo termine
tra parentesi quadre diviene dominante.

Una conferma viene dal confronto tra i grafici della soluzione esatta (in rosso) e di quella
approssimata in Figura a sinistra. Come si vede ’approssimazione al primo ordine
in € xo(t) + ex1(t), riportata in verde, sembra addirittura peggiore di quella all’ordine
zero xq(t) riportata in blu.

Cerchiamo di capire perché. Se espandiamo formalmente la soluzione esatta in e,
dovremmo ottenere quella approssimata. Ora, possiamo iniziare scrivendo

1

= @sin ew
x(t) = rew (V1 + ewt)

e dato che € < 1 sara sicuramente una buona approssimazione (1 + €)® ~ 1 + ae da cui

1 1
x(t) ~ % <1 - 26) sin <wt + 2ewt>

Se procediamo meccanicamente, dovremmo adesso espandere il seno nella forma

1 1
sin (wt + 2ewt> ~ sinwt + §EWt coswt (5.90.1)

ed in effetti otterremmo la soluzione approssimata zo(t) + ex1(t) (dopo aver cancellato
un termine O(e?). Il problema ¢ che affinché I’approssimazione (5.90.1]) sia accurata non
é sufficiente € < 1. Occorre infatti che la correzione alla fase del seno sia piccola,

1
§ewt L 21
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e questo smette di essere vero per tempi abbastanza grandi, comunque piccolo sia e.
Possiamo riassumere la discussione dicendo che in realta la variabile “piccola” nella quale
ha senso espandare la soluzione non é € bensi ewt.

Ci si puo chiedere infine se la soluzione al primo ordine sia in qualche modo pit accurata
di quella di ordine zero. Da quanto visto é facile rispondere che ’approssimazione xg+€xq
sara migliore della x( nel regime ewt < 1. Ad esempio prendendo € = 1072 ew = 1rads™!
ci attendiamo un errore piccolo per ¢ < 10 s. Questo é confermato dal grafico a destra
in Figura dove sono riportate la differenza tra xo(t) e la soluzione esatta (in verde)
e la differenza tra x(t) + ex1(t) e la soluzione esatta (in rosso) per 0 < ¢ < 1 con questa
stessa scelta di parametri. Vediamo che in effetti I'errore al primo ordine ¢ minore di
quello all’ordine zero.

@ 223 versione del 9 ottobre 2013



5.91. PENDOLO MODIFICATO * x

5.91. Pendolo modificato * % %

Il pendolo in Figura di lunghezza ¢ e massa m, & sospeso nel punto in cui si
congiungono due semicirconferenze di raggio R. Calcolare la frequenza delle piccole
oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio. Come cambia la risposta se invece di due
semicirconferenze si considerano due curve qualsiasi, ma con tangente verticale al punto
di sospensione e raggio di curvatura R?

AN

‘m

Figura 5.32.: Il pendolo modificato descritto nel problema. Durante l'oscillazione una
parte del filo si appoggia ad una delle due semicirconferenze.

Soluzione

Usiamo come coordinata 1’angolo 8 di inclinazione del filo rispetto alla verticale.
Ponendo 'origine nel punto di sospensione le coordinate della massa si scrivono

o= R(1—cos0)+(E—RO)SinHzéG—%R02+O(93)

y = —Rsin9—(£—R6)cos€:_g+%w2+0(93)
per 6 >0e

v = ~R(1—cost) + (L4 RO)sing = JRE 4 640 (6°)

y = RSin@—(ﬁ—i—RQ)cos@:—E+%g€2+0(93)

per 6 < 0. I valori approssimati valgono per piccole oscillazioni attorno a § = 0. Sempre
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\

Figura 5.33.: Il pendolo modificato descritto nel problema. Durante l'oscillazione una
parte del filo si appoggia ad una delle due semicirconferenze.

per piccole oscillazioni le velocita varranno

i = 0~ Ro6+0(0%)

§ = 106+0 (929')
per 8 >0e

i = RO0+ 0+ 0 (0%)

§ = 00+0 (eQé)
per 6 < 0. L’energia vale, per piccole oscillazioni,

E = %m (&% + 9%) + mgy
= 1m€29‘2 —mgl + %mgéGQ

2

che ¢é identica all’energia di un pendolo semplice. Dunque le semicirconferenze non hanno
alcun effetto sulle piccole oscillazioni.

Se al posto delle circonferenze si avessero due curve con tangente verticale nell’origine
e raggio di curvatura (sempre nell’origine) p, sarebbe possibile riscrivere le coordinate
della massa nella forma

r = X(s)+ (£ —s)sinf(s)
y = Y(s)— (£ —s)cosb(s)
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dove X e Y sono le coordinate della curva e abbiamo usato come parametro la lunghezza
s del filo che si appoggia ad essa. Per piccoli valori si s (e quindi di #) avremo per 6 > 0

1d?X ., do 3
dy 1d%Y , 1 [do\?
y d8(0)8+2d82(0)5 ts+3 <d5> 57+ O(s”)
e per la velocita
d’°X de de
& = m#@ﬁ$%0$®ﬁ—2%®ﬁa+0@%)
dy Y A
ma dato che la tangente & verticale %(O) = —1, inoltre % = p~!. Espressioni analoghe
varranno per # < 0. Notiamo infine che vale
dy
Friaie cos 6
e che quindi
2y  df . 1
i £sm9 = —sinf

si annulla per § = 0. L’energia per piccole oscillazioni sara quindi a meno di costanti

che corrisponde ad un’equazione del moto del pendolo semplice

§+%s:0

Quindi anche in questo caso le curve non hanno alcun effetto sul sistema per piccole
oscillazioni. Notare che questo risultato € vero indipendentemente dal valore di p.
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5.92. Accelerazione massima su disco rotante *x

Un disco di massa M e raggio R ¢é libero di ruotare attorno ad un asse verticale ortogonale
ad esso e passante per il suo centro. Sul suo bordo si trova una macchinina di dimensioni
trascurabili e massa m. Le ruote della macchinina sono bloccate in modo da vincolare
quest’ultima ad un moto circolare di raggio R. Tra le ruote della macchinina e il disco si
ha attrito statico, con coefficiente pis.

Figura 5.34.: Sia la macchinina che il disco si muovono, rispettivamente con velocita
angolare wy(t) e wp(t).

Inizialmente disco e macchinina sono fermi, e 'accelerazione di quest’ultima ha in ogni
istante il massimo valore che permette di mantenere I’aderenza con il disco. Ad un certo
momento l’accelerazione tangenziale della macchinina si deve annullare: determinare
I’angolo percorso dalla macchinina e dal disco.

Soluzione

L’unica forza orizzontale che agisce sulla macchinina ¢ quella di attrito. La massima
forza di attrito statico deve uguagliare la massa della macchinina per il modulo della
sua accelerazione, che avra una componente tangenziale ar = Rw)s e una componente
centripeta a. = Rw%/[

. 2 2 2
smg = m\/(RwM) + (Rw?,)
Inizialmente wy; = 0, quindi 'accelerazione é solo tangenziale e vale ar = usg. Ma-
no mano che wyp aumenta ’accelerazione tangenziale deve diminuire, fino ad annullarsi
quando psg = a. = Rw?w, cioé quando

2 _
Wy = R
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Otteniamo quindi I'’equazione differenziale

2
wZQW + w%/] = (u;%g)

Conviene usare come variabile indipendente non il tempo ma I’angolo 8. In termini di
questo 1’equazione precedente si scrive

dwpy 2 2 4 _ (Hsg 2
(dHM) whe b = ()

dato che éM = wyy. Quindi

ossia

1 dw?, 1sg\ 2
- =+ ( > .4
2 dbas R “M

Questa ¢ un’equazione a variabili separabili, che possiamo integrare direttamente per
ottenere ’angolo totale percorso dalla macchinina, 073,

o /R 9
1 [Hs9 d

/M d@M:i2/ w—é\/f

’ O V) —wl

Introducendo la variabile z = w3, R/(1159) abbiamo

1 [t dx T
0, =+ | —— — 4=
M 2/0 1_ 22 4

risultato che non dipende dalle masse o dal raggio del disco. I due segni dipendono dai
due possibili versi dell’accelerazione.

Per determinare 'angolo di rotazione del disco usiamo la conservazione del momento
angolare del sistema, inizialmente nullo. Abbiamo allora

mRQwM +JTwp =0
e quindi, integrando e tenendo conto che inizialmente 65, = 6p = 0, otteniamo

2
egz—mf 0%, = —2

m T

0f, = —— —
M M 2

m
M
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5.93. Caduta in un fossato *x

Un punto materiale si muove in un piano orizzontale con velocita di modulo V. Ad
un certo punto arriva sul bordo di un fossato con sezione semicircolare di raggio R,
perpendicolarmente ad esso. Cade nel fossato (senza rimanere aderente alla superficie) e
rimbalza elasticamente in una certa posizione del fondo. Si osserva che dopo il rimbalzo
la particella si muove verticalmente verso ’alto: calcolare la velocita V' e la massima
altezza h raggiunta.

Figura 5.35.: La particella arriva sul bordo del fossato perpendicolarmente ad esso, si
stacca e cade sotto ’azione della gravita.

Soluzione

L’altezza massima raggiunta rispetto al piano si trova facilmente con la conservazione
dell’energia,

1
—mV? =mgh
2
da cui )
h= 2"
29

In un sistema di riferimento con origine nel centro della circonferenza determinata dalla
sezione del fossato la traiettoria del punto materiale é determinata dalle leggi orarie
L o

= —_gt
59

r = —R+4+Vt

nella forma

- _ 9 2

Dato che l'intersezione della traiettoria con la semicirconferenza si ottiene quando z2 +
y? = R?, quindi conviene usare la parametrizzazione x = Rcosf, y = Rsinf. Abbiamo
quindi una prima relazione

gR

: 2
sinf = —oy2 (14 cos®) (5.93.1)
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Dobbiamo adesso imporre che dopo 'urto la particella si muova verticalmente. La
velocita ¥ prima dell’urto é

y = —gt=—\/—2gy

T =V

e dato che 'urto ¢ elastico, la velocita v immediatamente dopo ¢ data da
ma per ipotesi 7' - & = 0, cioe

Dato che

A [ cos 0
~\ siné
esplicitamente questo significa

/2
2c0s’0 — 1 = 2sinf cos b —“i—fsinﬁ

ossia, usando la (|5.93.1))
29R
2cos’f — 1= %sin@cos@(l + cos ) (5.93.2)
Dividendo membro a membro la (5.93.2)) per la (5.93.1)) otteniamo ’equazione
1
cos® 6§ — 2 cosf + 3= 0

da cul )
cosf=1——

V2
Sostituendo nella ([5.93.1]) otteniamo
1)\ 3/4
V =+vgR <\/§— 2> ~ 0.935/gR

Possiamo ora calcolare esplicitamente anche I'altezza massima raggiunta

1 1 3/2
hziR <\f—2> ~ 0.437T R

e verificare che dipende solo dal raggio del fossato.
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5.94. Piccole oscillazioni | *xx

Sulla meta di un cilindro di raggio R é appoggiata una sbarra di lunghezza ¢ e massa
trascurabile. Agli estremi della sbarra sono fissate due massa uguali m. La sbarra é
libera di inclinarsi rotolando senza strisciare sul cilindro, e non sono presenti attriti. Dire
se la posizione di equilibrio in figura €& stabile: in caso positivo calcolare la frequenza
della piccole oscillazioni.

0/2 0/2

Figura 5.36.: Il punto medio della sbarra é appoggiato alla sommita del cilindro. La
sbarra rotola senza strisciare, in altre parole il punto della sbarra a contatto
con il cilindro ¢ istante per istante fermo.

Soluzione

Usiamo come coordinata ’angolo tra la direzione verticale e il segmento che congiunge il
centro del cilindro con il punto di contatto, come in Figura (5.37)).

m

Figura 5.37.: Il punto medio della sbarra ¢ appoggiato alla sommita del cilindro. La
sbarra rotola senza strisciare, in altre parole il punto della sbarra a contatto
con il cilindro ¢ istante per istante fermo.

Scegliendo un sistema di riferimento con origine nel centro del cilindro, possiamo
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scrivere le coordinate delle due masse. Per quella a sinistra vale
) L
z1 = Rsinf— 3 + RO | cosf
L .
y1 = RcosO+ 3 + RO | sin6
e per quella a destra
) l
r9 = Rsinf+ (2 — RQ) cos 0
¢ :
y2 = Rcosf— 3~ RO | sinf

L’energia potenziale si puo scrivere adesso come
U(0) = mgys +mgys = 2mgR (cos 0 + Osin 0)

Per piccole oscillazioni attorno a § = 0 abbiamo
2

U@%:%WR<L+Z>+OWﬂ

che ha un minimo appunto in # = 0: quindi questa posizione & di equilibrio stabile.

Per determinare la frequenza delle piccole oscillazioni scriviamo ’energia cinetica. Pos-
siamo derivare le coordinate e trovare le componenti della velocita. Piu semplicemente
possiamo osservare che la sbarra ruota istante per istante attorno al punto di contatto
con velocita angolare 0, e quindi

14 .
| = K2+R®9‘
14 .
ol = |(G-)

Per piccole oscillazioni possiamo trascurare i termini proporzionali al prodotto 660 e quindi
a meno di una costante

1 AN |
E=>=2m(=) 6*>+ =2 62
2m(2> +2ng

che é I'energia di un oscillatore armonico di frequenza

1 2mgR 1 [4gR
I=am\ gty ~ 2V 2
TVem(y)” T
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5.95. Materia oscura *x

In un semplice modello per una galassia ciascuna stella si muove in un’orbita circolare,
sotto I’azione di un potenziale centrale U(r) che tiene conto delle interazioni gravitazionali
con le rimanenti. Le osservazioni mostrano che la velocita di una stella dipende dalla sua
distanza dal centro della galassia come

Vir) = (5.95.1)

dove K e rg sono costanti positive.
1. Determinare il potenziale U(r) che potrebbe spiegare i dati sperimentali.

2. Studiare qualitativamente le orbite nel potenziale U(r), dicendo in particolare se
sono possibili orbite illimitate.

3. Supponendo che la galassia sia approssimabile con una distribuzione sferica di
massa, determinarne la massa totale.

Soluzioneﬂ

Per un’orbita circolare di raggio r la massa per l'accelerazione centripeta deve essere

uguale alla forza radiale
V), oU

—-m—-==F,=—

r or
Inserendo ’espressione della velocita otteniamo
au — Km
dr (1 + %)

e quindi a meno di una costante deve essere

U(r):Kmlog< 2 )

r+179

Il potenziale efficace vale

L? 2r
Uep(r) = —= + Kmlo
ers(r) 2mr? g(r+r0>
che diverge o< 7~2 per piccoli r e tende alla costante Cny = Kmlog2 per r — oo.
Esistono quindi orbite illimitate, corrispondenti a energie ¥ > C. Il potenziale ha un
unico minimo determinato dall’unica soluzione positiva di

dUecs(r) B Km?r?rg — L?(r +19)

=0
dr mr3 (r +1rg)

'Prova scritta del 1,/5/2009
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cioé

. L*+ L\/L?+4Km?}

2Km?2rg

corrispondente all’orbita circolare di momento angolare L (e energia E = Ugfs(1¥)).
Se la distribuzione di massa della galassia é sferica deve essere

r=r

_ GmM(r)

FT(T) 2

r
dove M(r) ¢ la parte della massa totale contenuta in una sfera di raggio r. Se con-
frontiamo questa espressione della forza radiale con quella ottenuta precedentemente
abbiamo

Km — GmM(r)
r (1 + %) r?
La massa totale della galassia sara dunque
Kr? K
lim M(r) = lim ! = (;”0
rT—00 r—00
Gr (1 + %)
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5.96. Urti istantanei e attrito *x

Vo

m M

o

Figura 5.38.: La particella urta contro il piano inclinato: in quel momento ha una velocita
U= ’Uo.’i' .

Su un piano orizzontale & appoggiato un cuneo di massa M. Contro la sua faccia
obliqua, inclinata di un angolo « rispetto all’orizzontale, viene lanciato un proiettile di
massa m. Al momento dell’urto la velocita del proiettile € orizzontale e vale vg in modulo.
Si sa che la forza tra il proiettile e il cuneo é conservativa e perpendicolare al piano che
viene urtato.

Tra il cuneo e il piano orizzontale é presente attrito dinamico, descritto da un coeffi-
ciente pu. Non si tiene conto del possibile attrito statico: per esempio si pud immaginare
che la velocita iniziale del cuneo non sia esattamente nulla ma molto piccola.

Considerare il caso limite di urto istantaneo. Trovare, se ci sono, delle quantita
conservate durante 'urto e calcolare le velocita finali di cuneo e proiettile.

Soluzione

Indichiamo con R(t) la forza di reazione che il lato obliquo del cuneo esercita sul proiettile
durante 'urto. Possiamo allora scrivere le equazioni del moto, sempre durante 1'urto,
nella forma

—R(t) sin

mag(t (
R(t) cosa —mg

(t)

(

~—

may(t
MA,(t

~—

R(t)sina — uN(t)
—R(t)cosa+ N(t) — Mg (5.96.1)

O —
I

Abbiamo indicato con a, a, le componenti dell’accelerazione del proiettile, con A, 'acce-
lerazione del cuneo e con N la reazione normale del piano su cui il cuneo € appoggiato. Se
I'interazione tra proiettile e cuneo avviene per 0 < ¢t < 7 possiamo integrare le equazioni
precedenti in tale intervallo , ottenendo

mug(t) = muy— I(t)sina

I(t) cosax — mgt
I(t)sina — p[I(t) cos o + M gt]

muy(t)
MV, (#)

dove

@ 235 versione del 9 ottobre 2013



5.96. URTI ISTANTANEI E ATTRITO %%

¢ I'impulso ceduto dal cuneo al proiettile al tempo ¢. In particolare immediatamente
dopo 'urto avremo

1
(1) = wo— —I(7)sina
m
1
vy(T) = EI(T) cosa — gT
1
Va(t) = M[(T) (sina — pcosa) — pgr (5.96.2)
Nel limite di urto istantaneo
lim I(7) =1I"
T—0

resta finito, ma possiamo trascurare le forze peso. Questo si esprime dicendo che le forze
peso non sono forze impulsive, cioé restano finite nel limite di urto istantaneo. Invece sia
R(t) che N(t) sono forze impulsive, in particolare anche la forza di attrito uN(¢) lo sara
e non potra essere trascurata.

Ad ogni modo abbiamo espresso le velocita finali in termini dell’'impulso totale I*. Per
quanto riguarda le leggi di conservazione, osserviamo che dall’ipotesi che R sia normale al-
la superfice obliqua del cuneo segue immediatamente che si deve conservare la componente
della quantita di moto del proiettile parallela ad essa. Verifichiamolo direttamente:

P = mMmugcosa+ muysina
I* I*
= m<vo—sina) cosoz+m<cosoz> sin o
m m
= Mgy Ccos o

Possiamo quindi calcolare la variazione dell’energia cinetica

1 I oI 1 1[I S
AE, = om |:U0 - sin a] + {m cos a] + §M [M (sina — pcos a)} - 5mv§

1 1 1
= 5I* {I* [m + Y (sin « —ucosa)z] — 2vgsina}

e della quantita di moto orizzontale totale
AP, = —ul” cos «

Per quest’ultima concludiamo che non si ha conservazione, come ci si poteva aspettare
dato che la forza di attrito (impulsiva) & orizzontale. Per poter dire qualcosa di piu
sull’energia, e per finire di calcolare le velocita finali, dobbiamo calcolare I*. Non abbiamo
ancora sfruttato il fatto che la forza R & conservativa. Calcoliamo il lavoro fatto da essa

sul sistema durante 1’urto, che si puo scrivere come

L= / [(—Rsina) vy + (Rcos o) vy + (Rsina) V] dt
0
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Ma adesso inseriamo le espressioni delle velocita durante I'urto ricavate dalle ([5.96.2))
ottenendo

T 1 1

L= / R(t) {—vo sina+ —1I(t) + —1(t) (sin® a — ,ucosozsinoz)} dt
0 m M

Notare che abbiamo nuovamente trascurato le forze peso, dato che siamo sempre inte-

ressati al limite di urto istantaneo. Dato che la forza € conservativa deve essere L = 0,

quindi

1 1 T T
[ + — (sin® @ — pcos asin a)} / R(t)I(t)dt = v sina/ R(t)dt
m M 0 0

Sappiamo gia che I'integrale a destra vale I*. Per calcolare quello a sinistra osserviamo
che R =1, e quindi

/OT R(t)I(t)dt = /OT I(t)I(t)dt = ;/OT % (%) dt = %I*Q

Otteniamo infine .
2vg sin «

I = 5

L L . _ .

—+ 7 (sm e ,ucosasma)

Se sostituiamo nell’espressione per la variazione dell’energia ricavata precedentemente
otteniamo

1 1 (s 2
= 4 = (SlIna — pcos«
AE = I'{ "4 M.(z K ) —1 3 vpsina
ot oar (sin oz—ucosasma)
1

= —i,uM_lI*2 (sin — pcos av) cos a

Notiamo che in assenza di attrito (@ = 0) 'energia si conserva. Lo stesso accade per
a = 7/2: questo risultato in apparenza sorprendente dipende dal fatto che quando il
lato obliquo del cuneo diviene verticale la reazione N (¢) non ¢ pitt impulsiva, e quindi
I’attrito si puo trascurare durante 1’'urto.
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5.97. Attrito e paradossi x x x

I risultati del problema[5.96 sembrano condurre a delle situazioni paradossali. In partico-
lare, per certi valori del coefficiente di attrito dinamico p il sistema pud acquistare energia
nell'urto (AE > 0) e il cuneo puo iniziare a muoversi nella direzione da cui proviene il
proiettile. Mostrate (se possibile) che queste situazioni paradossali non si verificano, se
il modello usato per la forza di attrito é ragionevole.

Soluzione

Riprendiamo dall’esercizio precedente i due risultati “incriminati”. Il primo riguarda la
velocita del cuneo immediatamente dopo 1'urto, che riscriviamo nella forma

: ) _
Vo(t) = 200 sin v cos a (tan v — )

- (5.97.1)

o +sinacosa (tana — )

e il secondo la variazione dell’energia durante il medesimo
1
AE = _§MM71I*2 (tan o — ) cos? o

Se p < tan a non succede niente di particolare. Al contrario se p > tan « durante I'urto
apparentemente si ha sempre AE > 0, inoltre se

M
—— <sinacosa (tana — p) <0
m

si trova anche V,, < 0.
Per risolvere il paradosso osserviamo che nell’esercizio precedente le equazioni sono
state scritte utilizzando due assunzioni implicite:

1. la velocita del cuneo V,, é positiva: in caso contrario la forza di attrito cambia segno

2. la reazione normale del piano ¢é positiva: in caso contrario il cuneo si stacca da
terra

Affinche la seconda assunzione sia consistente, & necessario che R(t) > 0, come segue
dalla quarta equazione delle (5.96.1f). In particolare deve essere I* > 0, ma dato che

2Muwg sin o

*_
= —
o +sinacosa (tana — )

questo esclude i casi in cui

. M
sinacosa (tana — p) < ——
m

Tolta questa possibilita, avremo AE < 0se Vp, >0e AE > 0se V, <0.
Possiamo chiederci cosa accade in realta se le nostre equazioni predicono V, < 0. Dato
che abbiamo supposto, per evitare di considerare 'attrito statico, che la velocita iniziale
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del cuneo fosse molto piccola ma positiva, abbiamo che se 1 > tan « il cuneo si ferma per
un istante durante I'urto. In questo caso non possiamo pitl trascurare I'attrito statico, e
dobbiamo capire se a causa di questo il cuneo rimane fermo. In effetti questo avverra se

F,+ Rsina=0
cioé se
Rsina < pusRcosa

ossia per
tano > g

Ma dato che ps > p possiamo concludere che quando tana > p il cuneo sara in realta
fermo dopo 'urto.
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5.98. Moto in un campo centrale Il x x %

Studiare le traiettorie di un punto materiale sul quale & applicata una forza

(0%

F=—F
rd

dove 7 ¢ il vettore posizione e o una costante.

Soluzione

La forza ¢ attrattiva se a < 0 e repulsiva altrimenti. Dato che ¢ anche centrale si conserva
il momento angolare. Inoltre la forza é conservativa: possiamo verificare che l’energia
potenziale corretta &

«
Ulr)=-—
(r) 272
dato che
oU o Or ax
7:——7:—7:—}7‘r
oz r3 Ox rd
e cosl via per le altre componenti. Quindi le quantita
1 22 | 242 Lo
- = 0 ) Lo
2m (r +r + 9,2
L = mr?o
sono costanti. Ricaviamo
i L
T omr?

e sostituendo otteniamo )
1 L* + ma
E=_mi?+"———
2 2mr2

Per studiare le traiettorie possiamo riscrivere ’espressione precedente nella forma

m (dr :\> L? + ma
F = —|—0 _
<d9> i

2 2mr2
_ om(dr L \* L*+ma
2 \dodmr? 2mr?

Introduciamo adesso la nuova variabile v = 1/r, da cui

L2 [du\? L2 + ma
F=—|(— = )W
2m (d@) +< 2m >u

Derivando rispetto a 6 otteniamo

dE L? du d*u <L2 —I—ma> du

d9  m do do? "

m
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e dato che E é costante otteniamo una equazione per la traiettoria

329;‘+(1+”Z;3‘>u:0

Le caratteristiche della soluzione generale dipende dal valore di maL 2.

-10 -5 5 10-1.0 -0.5 0.5 1o

-10 -1.0

Figura 5.39.: Alcuni esempi di orbite. Le prime 8 traiettorie, da sinistra verso destra
e dall’alto verso il basso, corrispondono al caso 1. per k = 2/n e n =
1,2,3,4,5,6,7,8. La traiettoria in basso a sinistra corrisponde al caso 2.
(per a = 1/5). La traiettoria in basso a destra corrisponde al caso 3., per
ro =1 e k = 1. In quest’ultimo caso non é possibile apprezzare dalla figura
il numero infinito di rivoluzioni attorno all’origine.
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1. Se maL=2 > —1 la soluzione ¢ oscillatoria:
L_ 4 1+ 22 0+ ¢)
u=— = Acos —
r L?
e le costanti A, ¢ dipendono dalle condizioni iniziali. In particolare possiamo
limitarci a studiare il caso ¢ = 0, dato che il caso generale si ottiene semplicemente
ruotando la traiettoria di ¢. Abbiamo quindi un’equazione della forma

~ cosk#

con k =+vV1+maL=2ery= A" assume il significato di raggio di massimo avvi-
cinamento, che corrisponde a 8 = 0. All’aumentare di 0 la particella si allontana,
e sfugge all’infinito quando 6 = 5. Alcune traiettorie possibili sono rappresentate
in Figura Un caso particolare interessante corrisponde a k = 1, cioé

rcosd =x =rg
che corrisponde a una traiettoria rettilinea [}
2. Se maL™2? = —1si ha )
u==-=a(0+¢)
r
e quindi a meno di una rotazione

_1
~ af

r

La traiettoria si puo descrivere come una spirale che si avvicina all’origine ruotando
infinite volte attorno ad essa. Un caso particolare ¢ rappresentato in Figura [5.39]
in basso a sinistra.

3. Se malL =2 < —1 la soluzione &

u—i—Acosh[ —1—(6—1—(;5)}

di conseguenza, sempre a meno di una rotazione,

70

- cosh k6

con k = v/—1—maL~2. In questo caso 7y rappresenta la distanza di massimo
allontanamento, che si ha per § = 0. Successivamente la particella si avvicina all’o-
rigine indefinitamente, ruotando infinite volte attorno ad essa. Un caso particolare
¢ rappresentato in Figura[5.39] in basso a destra.

2Questo risultato ¢ evidente, dato che per k = 1 si ha a = 0, cioé assenza di forze.
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5.99. Orbita nel sistema rotante *x

Scrivere I’equazione del moto di una particella che si muove in una forza centrale qualsiasi
in un sistema di riferimento con origine sul centro di forze, e con assi che ruotano insieme
alla particella.

Soluzione

La forza centrale sara data in un sistema non rotante da
F = A(r,0)7

dove A(r,0) é una funzione arbitraria e 7 il vettore posizione della particella (r = |7]).
Scegliamo un sistema rotante con asse x nella direzione della particella. Potremo scrivere
I’equazione del moto lungo tale asse nella forma

mi = A(z,0(t) x + mb*(t)zx

dove si & tenuto conto della forza centrifuga e 6(t) ¢ ’angolo di rotazione, che non possiamo
conoscere prima di avere risolto il problema.

Nel sistema scelto la particella non accelera in direzione y, quindi la relativa equazione
del moto diviene una condizione di equilibrio

mij = 0 = —max6(t) — 2mab(t)

che esprime in realta la conservazione del momento angolare. Infatti moltiplicando per
 troviamo )
ma?0(t) + 2maid(t) = 0

ma questo si pud anche scrivere come

d 94
— |mx=6(t } =0
dt [ (*)

e la quantita tra parentesi ¢ esattamente il momento angolare della particella in un

sistema non rotante

maz20(t) = L

In conclusione possiamo scrivere le equazioni del moto nella forma

2

— Az f)z+

mi (z, >x+mx3
. L
6 = =
ma?

Se A non dipende dall’angolo # abbiamo un’ulteriore legge di conservazione. Infatti
2

s A . .
mix (x) 2 + ponpe
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da cui
d (1 ., d L? 7.
7 (2mx ) = [A(x)x + m:v?’} zdt
d L?
= [A(:c)x + mxi’l dx

- AT A 2]

Riconosciamo la legge di conservazione dell’energia

1 L?
—mi? — /A(x)xda: + s =F

2 2mx

dove I'integrale da I’energia potenziale corrispondente alla forza, e L?/(2mx?) ¢& il poten-
ziale centrifugo. Quindi il potenziale efficace

2

U.pr=U
eff + 2ma?

puo essere interpretato come potenziale che descrive le forze nel sistema che ruota insieme
alla particella.
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5.100. Il problema di Keplero xx

Discutere le traiettorie di due masse puntiformi my e ms che si muovono nello spazio
sotto ’azione della sola forza di attrazione gravitazionale di Newton,

mme (71 — T2)

Flo =G

S 513
|71 — 7|
dove Fis ¢ la forza che il corpo 1 (che si trova nella posizione 7 ) esercita sul corpo 2 (che
si trova nella posizione 7%5).

Soluzione

Iniziamo scrivendo le equazioni dl moto per le due masse puntiformi. Dato che I'unica
forza ¢ quella gravitazionale abbiamo

A7 mims
m—s = —-G——— (7 —1
dt? |7 — ) ( )
27 mims .
mo——s = G———= (F1 — 1T
dt? 7 — 7| ( )

Servono quindi 6 coordinate (ad esempio le 3 coordinate cartesiane delle due masse)
per descrivere una configurazione del sistema. Dato che le forze che si esercitano sulle
due masse sono uguali e opposte abbiamo la conservazione della quantita di moto totale.
Questo si verifica direttamente sommando membro a membro le due equazioni precedenti,

d [ dr d@} B

e ottenendo

p mlﬁ +mo——

che ci dice effettivamente che la quantitd di moto totale

_ dry dry
P = — —
m1 i + ma i

é costante. Alternativamente possiamo dire che ’accelerazione del centro di massa é zero,
d? miT + mafh d2FCM
dt? mi1 + mo dt?

Quindi il centro di massa si muove di moto rettilineo uniforme, e possiamo scegliere

un sistema di riferimento nel quale esso si trova in quiete nell’origine. Abbiamo quindi

determinato il moto di 3 dei 6 gradi di liberta del sistema.

Un’altra variabile conveniente per descrivere il sistema ¢ la posizione della massa m;
relativa alla massa mso,

=0

— —

T=17T1—17

Osserviamo che conoscendo 7 e 7oy possiamo ricavare 71 e 13 dalle formule

o o ma o
rn = rcmMt+——r
mi + ms
N o my o
Ty = ToMm — T
mp + ms
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che si verificano imediatamente. Sara quindi sufficiente trovare - per farlo moltiplichia-
mo per my la prima delle equazioni del moto precedenti e per m; la seconda, e sottraiamo
membro a membro. Abbiamo

2 mime
mimg— = (11 —72) = —(m1 + m2)G—————= (7" — 72)
ossia
d277 mimsg _,
- = — 7
ar Bk

dove p = mima/(m1 + mz) ¢ la massa ridotta del sistema. Queste sono tre equazioni
del moto (non indipendenti tra loro) che permettono in linea di principio di calcolare la
posizione relativa in funzione del tempo, per date condizioni iniziali. Formalmente sono
equazioni per una massa puntiforme fittizia p che si muove sotto 1’azione di una forza
centrale. Da questo segue che avremo una costante del moto, il momento angolare

- L dr

L=purx—

dt

Inoltre la forza centrale é anche conservativa. Questo si verifica immediatamente notando
che la possiamo ottenere a partire dal potenziale

mima

U=-G

r

Verifichiamo questa affermazione: deve essere

8U 8 m11msy 3 1 1 87‘
F = - = — = —_—— = _— —
v ox 8xG r GmlmQ&E?“ Gimms < 7"2> O
e or 0 1 1
L A o i s R S W
ox ox Ayt 2,/x2+y2+22x r
e quindi
F, = —Gmlmgi3
”

che ¢ effettivamente la componente x dell’attrazione gravitazionale. Calcoli assolutamen-
te analoghi permettono di verificare che il potenziale da anche la corretta componente y
e z.

La conservazione del momento angolare ha come conseguenza che il moto della particel-
la fittizia avviene in un piano, piu precisamente nel piano ortogonale a L. Per verificarlo
calcoliamo il prodotto scalare tra 7 e E, che & nullo

- dr
_)-L: r. r _ :0
r ur (7’ X dt>

dato che il prodotto vettoriale tra ¥ e ¥ & sicuramente perpendicolare a 7.
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Scegliamo adesso coordinate polari nel piano in cui avviene 'orbita. Potremo scrivere
la componente perpendicolare al piano del momento angolare come

L= w“29

e l'energia come

1 1 .
E = — i + Zpur?6? — G
2 2 T

Entrambe queste quantitd si conservano, in particolare possiamo usare la prima per
determinare la velocitd angolare in funzione della distanza dal centro,

L

0= e (5.100.1)

che sostituita nell’energia permette di ottenere

1 L2 Gmlmg
E = —u? -
L 2ur? r

Espressa in questo modo, questa formalmente & I’energia di una particella di massa u che
si muove in una dimensione sotto ’azione di un potenziale “efficace”

L2 Gm1 mgo

2ur? B r

Uesr =
Notiamo che I'energia cinetica dovuta al moto radiale ¢

1.
Ghi? =B = Uess(r)

e dato che deve essere non negativa, per un fissato valore di E il moto sara possibile solo
per i valori di r tali che
U, ff (T‘) < F

Possiamo sfruttare questo fatto per una prima discussione qualitativa delle orbite.
Per piccoli valori di r il termine proporzionale a r~2 del potenziale efficace (il cosiddetto
potenziale centrifugo) & dominante, e quindi

lim U, =
lim Ue s (r) = +o0
Invece a grandi valori di r il termine gravitazionale domina,

lim Ueff(T) =0

r—+00

Inoltre il potenziale efficace ha un minimo. Determiniamo la sua posizione: la derivata

dUeff _ L2 + Gm1m2
dr 3 r2
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N E>0

|

|

|

|

! r_ Te Ty E=0 -

r
Epin < E <0

E = Emin

Figura 5.40.: Caratteristiche qualitative delle orbite per il problema di Keplero. Il grafico
azzurro rappresenta il potenziale efficace, per un fissato valore di L. Le rette
verdi tratteggiate rappresentano possibili valori dell’energia E.

si annulla in

L2
Te= ——
¢ qulmg
e il potenziale efficace assume in r. il valore
2,2 92
_ HGTmim;

Il tutto é rappresentato schematicamente in Figura Al variare di E abbiamo diversi
intervalli permessi per 7, in particolare

o Se E < Ugs¢(rc) non esistono r tali da avere una energia cinetica radiale positiva.
Quindi questi valori dell’energia non sono permessi.

o Se E = Ufs(re), 'energia cinetica radiale ¢ nulla per r = r.. Altri valori di r
non sono permessi, quindi durante il moto r si mantiene costante. Si tratta quindi
di un’orbita circolare (di raggio r.). Dato che il raggio non varia, neppure 6 lo
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fara a causa della relazione (5.100.1). Abbiamo quindi un moto circolare uniforme.
Questo caso particolare si poteva ricavare piu semplicemente dall’equazione del

moto radiale
mimsa

2

—,uréQ =-G
r

sostituendo € in termini del momento angolare e risolvendo per 7.

o Se Uesy(re) < E < 0 esiste un intervallo r— < 7 < ry in cui il moto ¢ permesso. I
moto radiale sara quindi una oscillazione tra questi due estremi, mentre 6 crescera
o diminuira in accordo con la legge ([5.100.1f). Da notare che il segno della velocita
angolare ¢ determinato dal segno di L, e non pud cambiare. Di conseguenza la
particella orbitera girando attorno all’origine senza cambiare mai segno.

o Se E = 0 l'intervallo permesso ¢ r > rp,, dove r, ¢ il valore a cui il potenziale
effettivo si annulla
L2
Tp=
2,qu1m2
Quindi la particella si avvicinera al centro fino ad una distanza r,, e sfuggira quindi
all’infinito. Da notare che la velocita radiale tendera a zero quando r — oo.

o Infine se £ > 0 avremo ancora una distanza minima ry determinata da

FE = Ueff(T'N)

e ancora una volta la particella si avvicinera al centro fino ad una distanza ry per
poi sfuggire all’infinito. Questa volta pera la velocita radiale rimarra positiva per
r — 00.

Passiamo adesso ad uno studio pitu dettagliato della forma delle orbite.

Calcolo delle orbite

Abbiamo gia potuto notare che il segno di 6 non pud cambiare. Di conseguenza 6 sara una
funzione monotona (crescente o decrescente) del tempo, e potremo utilizzarla al posto
di quest’ultimo per parametrizzare ’orbita. Riprendiamo quindi I’energia e scriviamola
nella forma

F= l'u @9 2 L2 _ Gm1m2
27\ db 2pur? r
Sostituendo nuovamente 6 otteniamo infine
po L, (dr LY, L Gmum
~ 2"\ s pr?

2ur? 1
Conviene a questo punto introdurre la nuova variabile w = 1/r. La sua derivata rispetto

all’angolo ¢é legata a quella di r dalla relazione

dr 1 du

do —  u2df
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e sostituendo nell’energia troviamo

L2 (du\?® L2
E=—|-— -G
2 <d0> + 2Mu mimat

Dato che Ienergia si conserva dovra essere dE/df = 0, e quindi

B _Ldudu DPduode
o~ udode? " do U200

e quindi dovra essere, scartando du/df = 0,
d?u ~ uGmymy

az T T

Questa equazione determina la traiettoria, ed ¢ formalmente identica a quella di un
oscillatore armonico sottoposto a una forza costante (con 6 che gioca il ruolo del tempo).
La soluzione generale puo essere scritta nella forma

,qulmQ

u=Acos(0+¢)+ 2

dove le costanti A e ¢ dipendono dalle condizioni iniziali. In particolare sostituendo
nell’energia possiamo determinare A in funzione delle costanti del moto. Abbiamo

2uk _ d7u 2 ot 2MGm1m2u
L? db L?

e quindi

2ulb uGmime 2
2 _
w2 = B ()

Ricordando la definizione di u possiamo anche scrivere

p
= 5.100.2
" 1+ecos(0+¢) ( )
dove
L2
b= pGmyime

e — 4 L? 2,uE+ pwGmime 2
uGmyms \| L2 L2

Variando ¢ otteniamo orbite della stessa forma, ma ruotate di tale angolo. Senza perdere
generalitd possiamo quindi limitarci a ¢ = 0. Inoltre anche un cambiamento di segno di
e sard equivalente ad una rotazione di 7 dell’orbita, e potremo limitarci a considerare il
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caso e > 0 (notare che la minima energia accettabile, corrispondente all’orbita circolare,
corrisponde a e = 0: in tutti gli altri casi l'espressione sotto radice & positiva).
Possiamo adesso discutere la forma delle orbite. Scrivendo I’Equazione nella
forma
r=p—ercosf

ed elevando al quadrato otteniamo
(1 —e€?)2® — 2pex + y* = p?

che é l'equazione di una conica. Notiamo anzitutto che il parametro p determina le
dimensioni dell’orbita, e non la sua forma. Per quanto riguarda e abbiamo diversi casi
possibili

1. Se e = 0 il raggio € costante, r = p. Siamo nel caso dell’orbita circolare visto
precedentemente.

2. Se 0 < e < 1 al variare di # il denominatore della (5.100.2)) non si annulla mai, e r
resta finito. Abbiamo a che fare con un’orbita limitata, che in effetti ¢ un’ellisse.
L’ellisse ha un fuoco sul centro di forza. Inoltre possiamo scrivere

. P _ P
Tl T 1+e

che permettono di ottenere il raggio di massimo e minimo avvicinamento al centro
in termini delle costanti del moto (o viceversa).

3. Se e =1 il denominatore della ([5.100.2)) si annulla per § = +7, e quindi r — oo per
questi valori. L’orbita non é dunque limitata, ed in effetti si tratta di una parabola.
Anche in questo caso il centro di forza € nel fuoco.

4. Infine se e > 1 il denominatore si annulla per due angoli +6* minori in modulo di
7. Anche in questo caso 'orbita ¢ illimitata, e si verifica che si tratta di un’iperbole
(con il centro di forza su un fuoco). In questo caso e nel precedente la posizione di
massimo avvicinamento si pud ottenere da

__p
1+e

N

I quattro tipi di orbite possibili sono rappresentati schematicamente in Figura (5.41)).
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-10

Figura 5.41.: Alcune possibili orbite. Abbiamo sempre p = 1, mentre rispettivamente
e = 0 (orbita rossa, circonferenza), e = 0.7 (orbita verde, ellisse), e = 1

(orbita blu, parabola) ed e = 1.3 (orbita arancio, iperbole). Il centro delle
forze é nell’origine.

Altri aspetti del problema saranno studiati in un esercizio successivo.

@ose
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5.101. Oscillatore forzato e transiente **

Un oscillatore armonico smorzato (massa m e costante elastica k) ¢ inizialmente fermo.
A partire dall’istante t = 0 subisce una forza

F(t) = Fycoswt (t >0)

e si vuole calcolare la sua risposta. Discutere il risultato in funzione dei parametri del
problema.

Soluzione

L’equazione del moto per ¢ > 0 si puo scrivere nella forma

.k Fy
T+ —x = —coswt
m m

e sappiamo che la sua soluzione generale ¢ data dalla somma di una soluzione partico-
lare e della soluzione generale dell’equazione omogenea. La soluzione generale cercata é
un’oscillazione libera

Zom (t) = acoswpt + bsinwot

con w(Q] = k/m. Determiniamo adesso una soluzione particolare: sappiamo che per w # wy
possiamo cercarla nella forma

xp(t) = Acoswt + Bsinwt
e sostituendo nell’equazione del moto troviamo
2 2 . 2 . FO
(—w*Acoswt — w?Bsinwt) + wg (Acoswt + Bsinwt) = — coswt
m
da cui

F
(w87w2)A = EO
0

Risolvendo otteniamo (wg = k/m)

B 1 R
(W -w?)m
=0
Quindi la soluzione generale sara
) 1 Fy
x(t) = acoswot + bsinwpt + —5——+ — coswt

(w% — w2) m
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Imponiamo adesso le condizioni al contorno a t = 0:

_ L
z(0) = a+ (2 —w?) m =0

#(0) = bwy=0

da cui

1 Eo
v — (coswt — coswpt)
(w3 — w?) m

Cerchiamo adesso di ottenere la soluzione nel caso w = wy come limite della precedente.

Abbiamo
I (cos wt — cos w0t>

z(t) =

W=t e T

Applicando il teorema de ’'Hopital

Fy [ —tsinwt Fy .
= t sinwpt
—2w 2muwg
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5.102. Piccole perturbazioni di un’orbita circolare x x x

Un pianeta si muove in un campo di forze centrali descritto da un potenziale della forma

U(r) = —ﬁe”’/m

r

dove k e ro sono costanti positive. Determinate il periodo dell’orbita circolare di raggio
9, € studiare le orbite non circolari vicine ad essa.

Soluzione

Per un’orbita circolare deve essere

=00 () o

o r2 " rrg
da cui
3
mer
T =27 0
2k
L’energia del sistema si puo scrivere nella forma
1 L*  k
E=-mi? + — —e7"/mo
2 2mr? 7
Per l'orbita circolare sappiamo che
L?=1%= m2r§w2 = Lcmro
e

ed inoltre
E=E;=0

Intoduciamo una piccola perturbazione del sistema, ponendo
L* = Li+Ap
E = Ag
Introducendo una nuova coordinata proporzionale alla deviazione radiale dalla traiettoria

circolare,
r=rg+4d

possiamo scrivere I'energia del sistema nella forma

2 -1
Ap = 1m52 + Lot A 5 — e e~0/mo
2 2m (ro +9)° ro+9

Sviluppando al secondo ordine in § otteniamo

_ 2
3o = i (18) Lk L
2mrg Lg ) (1+68/rg)® erol+4d/rg

2
1. L3 A 2 2

~ Smd? =0 (14 =E 1—2£+35—2 L 1—£+‘i2 1—£+772
2 2mrg Lj ) U erog o TH ro  2rg
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dove sono state utilizzate le approssimazioni, valide per = < 1,
1
(1+x)* ~ 1+am+§a(a—1)x2
1
e ~ l1+z+ 5372

Sviluppando i prodotti otteniamo

Lk
Zmrg ero
Age L% 1) n % é

Ap =

+ — —
2mrg  mriro  ergro
1 o Apd  3L2 & 5k 62
+ §m5 Comr2rg  2mwdr2 2ergr?
2o mrg r3 erg r}

I primi due termini sommano ad Ey = 0. Nella seconda riga, i termini lineari in J§ si
cancellano dato che l'orbita circolare € nel minimo del potenziale efficace corrispondente
a L = Lg. Alla fine rimane

Ap— Apz 1m52+ 3L 5k \0* Apd
2m7'(2) 2 2m7“8 2erg 7“[2) mr% 70

1 & 1 k6 A6

T S

2 2ergry  mrgro

La nuova energia corrisponde ad un oscillatore armonico: infatti derivando rispetto al
tempo otteniamo l’equazione del moto

ery mry

Notare che se Aj2 = 0 l'oscillazione radiale avviene attorno all’orbita circolare preceden-
te. In caso contrario attorno a una nuova orbita circolare di raggio

€AL2
mk

0=

In ogni caso la frequenza delle oscillazioni radiali sara data da

1 | k
f_g emrd

Per studiare la traiettoria scriviamo l’energia nella forma

A B L (AT 1R AR
E 2m7"§ 2 db 2 erq 7“8 mr% 0
1 (ds L2 \° 1k &2 Aps
= —m _— —_——_——— _—
2 df 2mrd 2erory  mrdro
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Notare che al secondo ordine nella deviazione ¢ stato sufficiente sostituire 6 con il suo
valore imperturbato della traiettoria circolare originaria. Di conseguenza ’orbita si puo
chiudere solo se la frequenza delle oscillazioni radiali appena determinata € in rapporto
razionale con l'inverso del periodo di rotazione, determinato precedentemente. Ma nel
caso considerato questo non € vero, dato che

1 1 2k
— =5 =fV2

T 27 \| mery
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5.103. Oscillatore bidimensionale forzato *x

Una massa m € collegata ad una molla di costante elastica k& e lunghezza di riposo
trascurabile, ed ¢é libera di muoversi in un piano. Su di essa agisce una forza di attrito

viscoso F = —~#. L’altro estremo della molla viene spostato secondo la legge
xo(t) = acoswt
yo(t) = bsinwt

cioé su una ellisse di semiassi a e b allineati agli assi coordinati. Determinare la traiettoria
della massa a regime.

Soluzione
Scriviamo le equazioni del moto nella forma
mi + vyt + kxr = kacoswt
mijj+vy+ky = kbsinwt
e introduciamo la variabile complessa

_r Y
z—a+zb

che dovra soddisfare ’equazione

wt

mz+vz+kz =ke

A regime la soluzione ¢é data da

k
—mw? + iwy + k

” = iwt

Quindi nel piano di coordinate a~'x, b~ly la traiettoria ¢ una circonferenza di raggio

k k

R - =
—mw? +iwy + k| (k= mw?)? + 4202

e nel piano di coordinate x, y troviamo un’ellisse di semiassi aR e bR.
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5.104. Caduta su una scodella »x

Figura 5.42.: La scodella semisferica del problema.

Una scodella semisferica di massa M & appoggiata su un piano orizzontale privo di
attrito. Un punto materiale di massa m viene lasciato cadere da una altezza h; > R,
in modo da arrivare sul bordo sinistro della scodella. Da questo momento esso rimane
vincolato ad essa, fino ad arrivare eventualmente al bordo opposto e lasciarla.

1. Calcolare lo spostamento orizzontale della scodella al momento del distacco, e
I’altezza finale a cui arriva il punto materiale.

2. Calcolare la velocita del punto materiale al suo passaggio nel punto pitt basso della
scodella.

3. Applicando una forza orizzontale alla scodella la si mantiene ferma. Quale é il
valore massimo della forza da applicare?

SoluzioneE|

Domanda 1 Indichiamo con X; la posizione orizzontale iniziale del centro di massa
della sola scodella. Per il centro di massa del sistema avremo

Xemg = M tm (5.104.1)
Al momento del distacco avremo
M (X; +d X, +d+R
Xy = MXitd)tm(Xitdt R) (5.104.2)

M +m

dove d é lo spostamento cercato. Ma dato che la componente orizzontale della quantita
di moto del sistema si conserva ed ¢ inizialmente nulla sara X, ; = Xcp,, ¢, quindi

MX;+m(X;—R) M (X;+d) +m(X;+d+R)

= 5.104.3
M+m M+m ( )
e risolvendo troviamo omR
m
d=— 5.104.4
m+ M ( )

3Scritto del 9 marzo 2011
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Indichiamo con v, vy le componenti della velocita della particella, con V' la velocita
della scodella.

Al distacco la componente orizzontale della velocita della particella relativa alla sco-
della é nulla. Ma dato che la quantita di moto orizzontale si conserva ed ¢ inizialmente
nulla abbiamo

0=mv, + MV =m (v, = V)+(M+m)V =(m+ M)V (5.104.5)

Quindi V' = 0, ma anche v, = —%V = 0. In conclusioni al momento del distacco la
scodella é ferma e la particella si muove verticalmente. Dalla conservazione dell’energia
segue che 'altezza finale sara uguale a quella iniziale.

Domanda 2 Usando la conservazione dell’energia possiamo scrivere

1 1
mgh; = imUQ + §MV2 (5.104.6)
dove abbiamo indicato con v, V' le velocita della particella e della scodella (entrambe
orizzontali quando la prima si trova nel punto piu basso). Inoltre dalla conservazione
della quantita di moto orizzontale abbiamo

0=mv+ MV (5.104.7)
e quindi m
V= ~ 7Y (5.104.8)
Sostituendo otteniamo0 ) -
mghi = 5m (1 + M) V2 (5.104.9)

e quindi

M
= {/2gh; .104.1
v \/g <m+M> (5.104.10)

Domanda 3 Dato che la forza da applicare ¢ I'unica che agisce

F = (M+m) = may (5.104.11)

dove a, ¢ 'accelerazione orizzontale della particella. D’altra parte
mag = —N sin6 (5.104.12)

dove N é la reazione vincolare della scodella. Se scriviamo l’equazione del moto per la
particella nella direzione radiale abbiamo invece

2
m% = —mgcosf + N (5.104.13)
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Inoltre dalla conservazione dell’energia
L 3
mgh; = mgR(1 — cosf) + 5 (5.104.14)

possiamo ricavare la velocita in funzione della posizione. Sostituendo nella (|5.104.12)
otteniamo

N =2mg <]; — 1+ cos 9) + mgcos 6 (5.104.15)
e quindi
hi :
F = —mg [2 <R - 1> + 3 cos 0} sin 0 (5.104.16)
Cerchiamo il minimo:
F i
Z—Q = —mg [2 (2 - 1) + 3 cos 9] cosf + 3mgsin®0 =0 (5.104.17)
cioe ]
cos® 6 + 2y cos ) — 3= 0 (5.104.18)

dove abbiamo posto per semplicita

1/h;
= =—-=1 5.104.19
=1 (R ) ( )

1
cost) = —y £ /72 + 5 (5.104.20)

Scartando la soluzione negativa (non corrisponde ad una posizione sulla scodella) e
sostituendo abbiamo

/ 1 1 / 1
F = +3myg (37 +4/7? + 2) \/2 — 292 4294 /v* + 5 (5.104.21)

Risolvendo troviamo
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5.105. Problema di Keplero: costanti del moto x x

Nel problema di Keplero si conserva il momento angolare Le I’energia E. Dato che le
orbite limitate sono ellissi con il fuoco nel centro di forza, se consideriamo un versore 7
diretto dal centro di forza al punto di massimo avvicinamento vediamo che si tratta di
una costante del moto. Calcolare esplicitamente questa costante in funzione del vettore
posizione Redella quantita di moto P della particella orbitante. Quante “nuove” costanti
del moto abbiamo ottenuto oltre alle quattro (E, L, Ly e L) gia note precedentemente?
Nuove significa non esprimibili come funzioni delle altre.

Soluzione

Descriviamo la traiettoria usando coordinate polari nel piano passante per il centro di
forza e perpendicolare a L. Come abbiamo verificato in un esercizio precedente questa si

puo scrivere nella forma
p

- 1+ ecos(0+ ¢)

dove per una traiettoria ellittica 0 < e < 1. La posizione del punto di massimo av-

vicinamento corrispondono dunque a 8 = —¢, e quindi le componenti cartesiane di 7
sono
cos ¢
n=| —sing
0

D’altra parte, dall’equazione della traiettoria segue che

Rcos (0 + ¢) = p_ R

ossia
p—R

eR
Derivando questa espressione rispetto al tempo otteniamo

Ng cost +nysinf =n-é, =

P g
e R?

n-€p =

da cui segue che il versore cercato ¢ della forma

N L WA
n—e I €r 720 €
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Cerchiamo di esprimere questa espressione in funzione dei vettori posizione e quantita di
moto. Possiamo scrivere

w =[G )
_ i:@z_l) é,,—]%];é(Rég—Réé,«jLRéér)]
_ i;—éT—];;é(Rég—Réér)]
_ 1 _Ar_p.ﬁ/\V}
e | R26
_ é é,ﬁ%?/\f}
- Hgrnr-s

D’altra parte possiamo scrivere l'inverso del raggio di massimo e minimo avvicinamento
nella forma

p
£
R +e
p
BE A T
i ‘
da cui
1 N 12
R+ R_ - p

Ora, 1/R4+ e 1/R_ sono soluzioni di

Lk L1 LN\(1_ 1N _
2mR? R 2m\R R )J\R R_)

e troviamo

Analogamente possiamo verificare che anche e si pud scrivere in funzione delle costanti
del moto,

1- 2 |4 2B
e = —_ = —
R k2m
In conclusione possiamo scrivere il versore cercato nella forma
. R
n = — |PAL—km—
" kme mR
1 | = /= = R
= —— |PA(BAP) ko
kme mR]
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In questa espressione non abbiamo pitt quantita che dipendono da una particolare scelta
del piano orbitale, quindi il risultato sara vero in generale.

Per specificare un versore in tre dimensioni sono necessari due parametri (ad esempio
i due parametri angolari delle coordinate sferiche). Sappiamo pero che 7 giace nel pia-
no dell’orbita, che é completamente determinato dal momento angolare. Resta quindi
un’unica nuova quantita conservata.

Osserviamo infine che il vettore

A=kmen=PANL—km=
men mR

diretto come 7 € noto come vettore di Lenz. Da quanto abbiamo visto segue che A ¢ una
costante del moto per il problema di Keplero.
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5.106. Sistema solare su un cono *x

Figura 5.43.: Il cono sul quale si muove la particella di massa m;. La massa my € fissa
nel vertice.

Una particella di massa m; si muove vincolata ad un cono senza attrito, con angolo di
apertura 2q, sotto I’azione della sola interazione gravitazionale con una massa mso fissata
sul vertice. In coordinate cilindriche I’equazione del cono ¢

p=ztana (5.106.1)

1. Scrivere le costanti del moto del sistema in termini delle sole coordinate p e ¢.

2. Determinare il periodo di un’orbita circolare corrispondente ad un valore fissato di
p.

3. Determinare la forma delle traiettorie.

Soluzione

Domanda 1 Le costanti del moto del problema sono I’energia totale e la proiezione del
momento angolare lungo l'asse z. L’energia si conserva perché la forza gravitazionale
& conservativa, e il lavoro da essa fatto sara incluso nell’energia totale come energia
potenziale. L’unica altra forza che agisce sulla massa m; € la reazione vincolare del cono,
ma dato che il vincolo é privo di attrito questa & perpendicolare alla superficie e quindi
allo spostamento, per cui non fa lavoro.
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L’energia totale si scrive nelle coordinate desiderate come

1 . 2 )
E=-m [( L > +p°¢?
2 sin o

dato che p é legato alla distanza tra le due masse da p = r1asina. Per la proiezione del
momento angolare lungo ’asse z abbiamo invece

L. =myp*p (5.106.3)

Gmimssin a
P

(5.106.2)

Domanda 2 Data la forma del vincolo un’orbita circolare ¢ una traiettoria a z costante.
La seconda legge della dinamica si scrive quindi nella forma

_— . - Gmimsg
my <—¢2pep + pqﬁe¢) =R-— %721 (5.106.4)
12

dove R & la reazione vincolare del cono e 72 il vettore che unisce il vertice del cono alla
particella di massa my. Dato che R é normale alla superficie e quindi a 72 conviene
proiettare lungo quest’ultimo ’equazione precedente, ottenendo

; G
— e, - Tz = ——2 (5.106.5)
712
dato che 73 - €4 = 0. Inoltre €, - 12 = p e quindi
g2 = 2remna (5.106.6)
P
da cui
.27 Gmo sin «
= == 5.106.7
b= = (5.106.7)
ossia
p3/2
T =27 (5.106.8)

vVGmgsina
Alternativamente si poteva eliminare qS dall’energia ottenendo il potenziale efficace
. 2 2 .
1 L Gmime sin «
E = “my ( p > + z S — 17782
sin o 2mip p

.106.
5 (5.106.9)

che ¢ minimo al valore di p corrispondente all’orbita circolare. Derivando rispetto a p~*

otteniamo )
LZ

mip

— Gmimgsina =0 (5.106.10)
ossia
L

= 5.106.11
Gm%mg sin o ( )

p

d’altra parte sostituendo L, otteniamo

-2 P3
¢ e (5.106.12)

Gmssin o

che coincide col risultato precedente.
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Domanda 3 Le orbite si possono ottenere analiticamente con un metodo analogo a
quello usato per il problema di Keplero. Utilizzando come parametro la coordinata ¢ e
non il tempo possiamo scrivere l’energia nella forma

B - lml '1 @(b 2 Lg _Gmlmgsina
2 sin o do 2m p? p
1 1 dp L, \> L* G i
= oy (—L= : TMMERA(5106.13)
2 sin « d¢p mq p? 2m p? p
Introducendo adesso la coordinata u = 1/p abbiamo
1 L2 du\> L2
E=-—2—(— ) +—2u*— Gmimausina 5.106.14
2 my sin® a (qu) 2my 12 ( )
e derivando rispetto a ¢ (’energia ¢ costante) otteniamo
dE L?  dud’u n L? du a du . 0 (5.106.15)
— =575 + — ——u— Gmimy——sina = .106.
dp — mysinadpds? ' mido g
cioé un’equazione per la traiettoria
L?  d*u L2
— =+ Zu=G i 5.106.16
i sin? o g2 + mlu m1me sin ( )
che ha per soluzione generale
1 Gmimgsi
u=- —M+Acos(¢sina+ﬁ) (5.106.17)

P L2

dove A, (8 dipendono dalle condizioni iniziali. Se o = /2 il cono si riduce ad un piano
e le traiettorie sono le familiari coniche del problema di Keplero. La soluzione nel caso
generale si puo interpretare facilmente immaginando di “tagliare” il cono e di “incollarlo”
su un piano come in figura. L’operazione é possibile senza deformare la superficie, come
si puo osservare che le coordinate

ro= L (5.106.18)
S1n &«
0 = ¢sina (5.106.19)

si possono interpretare come coordinate polari nel piano in cui é stato “incollato” il cono
tagliato. In tali coordinate il problema é indistinguibile da quello di Keplero, come si
puo verificare riscrivendo le costanti del moto

1 .
E = gm (7'«2 + 7-292) _Gm (5.106.20)
T
L. :
L = = my726 (5.106.21)
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se si eccettua il fatto che non tutto il piano é ricoperto dal cono se < 7/2 (oppure &
ricoperto piu volte se a > 7/2). Avremo quindi, ad esempio, orbite ellittiche che pero
andranno collegate sui due bordi del taglio, che dovranno essere identificati. Questo
equivarra ad un angolo di precessione delle orbite di A¢ = si2n7ra . Vedere la Figura
e la discussione del problema

Figura 5.44.: Un cono puo essere tagliato e “incollato” su un piano senza deformarlo. Nel
caso considerato I'angolo « ¢ tale che sina = 3/4, quindi il cono ricopre
tre quarti del piano. Le orbite sono tratti di coniche, perché il problema
é indistinguibile da quello di Keplero. Si devono pero identificare i bordi
del taglio, per cui quando un’orbita (ellittica in figura) arriva nel taglio al
punto a, deve essere prolungata a partire dal punto b corrispondente (a e
b sono alla stessa distanza dal vertice). Inoltre I’angolo tra orbita e taglio
deve essere lo stesso sia in a che in b.
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5.107. Pendolo urtato da un proiettile *xx

Vo
o———

Figura 5.45.: La massa sospesa e il proiettile. L’urto ¢ istantaneo.

Una massa m ¢ sospesa al soffitto mediante una molla di costante elastica k e lunghezza
a riposo nulla. Si trova inizialmente nella posizione di equilibro. Un proiettile di massa
m’ = ym la urta orizzontalmente con velocita vy, rimanendo attaccato ad essa. L’urto &
istantaneo.

1. Calcolare la velocita delle due masse immediatamente dopo 1'urto.
2. Per quali valori di v e vg le masse urtano il soffitto?

3. Calcolare il massimo allungamento della molla, nel caso v =1

Soluzione

Domanda 1 Durante 'urto le sole forze importanti sono quelle impulsive tra la massa
sospesa e quella in arrivo. Dato che si tratta di forze interne, la quantitd di moto si
conserva e quindi

ymueZ = (v + 1) mv (5.107.1)
quindi la velocita finale sara orizzontale e varra
- v N
U= V0T 5.107.2
yH+1° ( )

Domanda 2 Immediatamente dopo 'urto le equazioni del moto per la massa risultante
saranno

(v +1)mi+ke = 0 (5.107.3)
(v+1)mij+ky = —(y+1)mg (5.107.4)

quindi il moto sara la composizione di un’oscillazione orizzontale attorno alla posizione di

equilibrio z = 0, e di una verticale attorno alla posizione di equilibrio y = — (v + 1) %2.
Entrambe le oscillazioni avranno la frequenza angolare
k
m(y+1) ( )
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Consideriamo in particolare 'oscillazione verticale, che sara data da

mg

y(t) = Acoswt + Bsinwt — (v + 1) p

(5.107.6)

Poniamo le condizioni al contorno, tenendo presente che inizialmente la massa non si

muove verticalmente e si trova in y = —mg/k. Abbiamo
y(0) = A—(y+1) % - —% (5.107.7)
y(0) = Bw=0 (5.107.8)

di conseguenza A = ymg/k, B=0e

y(t) = % [y coswt — (v + 1)] (5.107.9)

In altri termini, 'ampiezza di oscillazione é la differenza tra la quota iniziale e quella
di equilibrio. Ma allora il massimo valore di y raggiungibile sara quello iniziale, y(0) =
—mg/k, e la massa non potra mai urtare il soffitto.

@)
mg
]/1‘
P
~ g VA
Yk B

Figura 5.46.: Il massimo allungamento. Le masse si trovano inizialmente nel punto P,
che ¢ il punto di equilibrio della massa sospesa prima dell’urto, ed é sotto
il punto di sospensione della molla O di OP = mg/k. Dopo 'urto il punto
di equilibrio diviene E, con OF = (y + 1)mg/k.

Domanda 3 Abbiamo determinato in precedenza y(t). Per quanto riguarda z(t) la
soluzione generale ¢&

x(t) = C coswt + Dsinwt (5.107.10)

e imponendo le condizioni al contorno
z(0) = C=0 (5.107.11)
1
z(0) = Dw= 50 (5.107.12)
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otteniamo

2(t) = % sin wt (5.107.13)

Possiamo adesso scrivere 'allungamento della molla nel caso v = 1 come

2 2
E%ﬂ:x@f+y@2:iﬁ—$nw#%g (coswt — 2)2 (5.107.14)
4w? v3w?

e per semplificare la discussione conviene introdurre la scala adimensionale 5 = g/(vow).
Troviamo il massimo di [5.107.14] . La derivata vale

de?

2
o= ;% [28% 4+ (1 — 8°) coswt| sinwt = 0

e si annulla per sinwt = 0, che corrisponde ai due allungamenti quadri

2 U(Q) 2 2 ivgﬁ2
2(t) = @B (£1 —-2)" = ZU%W (5.107.15)

delle quali il seconda ¢ il maggiore, e corrisponde al punto pitt basso raggiunto dalla
traiettoria. L’altra possibile soluzione é
232
coswt = ——— 5.107.16
,82 _ 1 ( )
che ¢ accettabile (perché minore di 1 in modulo) nellintervallo 0 < 3 < 1/v/3. La
lunghezza corrispondente &
1vg 1+ 362
()= it
102162
che ¢é sempre l'allungamento massimo in questo intervallo.

Si puo interpretare graficamente questo risultato. La traiettoria ¢ una delle ellissi in
Figura (5.46): il semiasse verticale vale sempre ymg/k, quello orizzontale & tanto pit
grande quanto maggiore ¢ la velocita iniziale. Se il semiasse orizzontale & piccolo (8
grande) la distanza massima tra O e un punto dell’ellisse ¢ OA. Quando il semiasse
orizzontale diviene abbastanza grande il massimo diviene OB. Dalla figura ¢ chiaro che
questo accade quando il raggio di curvatura della traiettoria in A diviene maggiore di

OA, cioé quando
__k (@)2 _ 1 (@)2
A mgyw?\2/ gy \2

y(2y+1) B2 <1

che per v = 1 si riduce alla condizione trovata precedentemente 3 < 1//3.

mg v?

2 1) — = |—
(7+)k<PA al

Z.UQ

i

A

cioé per
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5.108. Moto su superficie di rotazione *x

Un punto materiale é vincolato a muoversi sotto 'azione della gravita su una superficie

liscia, la cui equazione in coordinate cilindriche & p = az2.

1. Determinare le quantita conservate.

2. Studiare ’esistenza di orbite circolari p = r. e determinarne la velocita in funzione
di re.

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni radiali attorno alle orbite circolari.

Soluzioneﬁ

Domanda 1

Si conserva la somma di energia cinetica e potenziale gravitazionale, e la componente
verticale del momento angolare rispetto ad un polo posto nell’origine (o piu in generale
sull’asse z). Infatti, la reazione vincolare ¢ normale alla superficie e quindi alla velocita
del punto materiale, quindi non fa lavoro. Inoltre posta la particella in in punto arbitrario
sulla superficie, se consideriamo il piano determinato dal suo vettore posizione rispetto
al polo e dall’asse z vediamo che esso contiene anche tutte le forze presenti (reazione
vincolare e forza di gravita). Quindi il momento sara perpendicolare a tale piano, e non
potra avere una componente verticale.

Domanda 2

Supponiamo che la particella si muova in un’orbita circolare di raggio r.. Dato che il
momento angolare ¢ conservato la velocita angolare & costante. Inoltre avremo, usando
coordinate cilindriche (p, ¢, z)

mZ = Ncosf —mg =0 (5.108.1)

— mr.¢? = —Nsinf (5.108.2)
dove 6 ¢ la pendenza della superficie nel punto considerato,

1
tan@z%:

dp  Area

] 2, 1/4
V=Te = Tey [ 2 tang = <g C) (5.108.4)
Te da

*Primo problema scritto 11,/9/2008

(5.108.3)

Risolvendo otteniamo
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Domanda 3

Scriviamo I'energia totale nella forma

1 )
E= im (2'72 + 72+ r2¢2) + mgz

e il momento angolare lungo z:

L,= mr%ﬁ

(5.108.5)

(5.108.6)

Possiamo adesso eliminare 7 ¢ r tenendo conto del vincolo (7 = 2azZ) e ¢ usando il

momento angolare, ottenendo

1 2.2\ 2 L
E:im(l—f—éla 2°) i +2mazzz4+mgz

(5.108.7)

che sviluppiamo per piccole variazioni attorno all’orbita circolare. Questa corrisponde

ad un’energia uguale al minimo del potenziale effettivo. Poniamo
Z = 2.+ ¢, z=¢c
e sviluppando al secondo ordine abbiamo

52,

1 2.2\ :2
E—E0:§m(1+4oz z2) € +ma222

che corrisponde all’energia di un oscillatore armonico con

2m 10L2 B 5g a
T\ m2a228 (1+4a222) | (1 +4ar.) \ 7.

(5.108.8)

(5.108.9)

(5.108.10)
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5.109. Cambio di orbita +x

Un punto materiale di massa m si muove sotto 1’azione di un potenziale

e percorre un’orbita ellittica con distanze di minimo e massimo avvicinamento al centro
delle forze data da r,,i, = b € Tmee = a. Mediante un sistema di propulsione é possibile
trasferire al punto materiale in un tempo molto breve un impulso Q). Il sistema di
propulsione viene azionato nella posizione di massimo avvicinamento.

1. Determinare modulo, direzione e verso dell’impulso () necessario a porre la parti-
cella in orbita circolare rimanendo nello stesso piano dell’orbita precedente.

2. Determinare il minimo modulo dell’impulso Cj necessario a far cadere la particella
sul centro delle forze.

3. Determinare il minimo modulo di C_j necessario a porre la particella su un’orbita
illimitata.

Soluzionqﬂ

Domanda 1

L? k
E = —__F
2mb% b
L2
o _k
2ma?  a

dove si ¢ utilizzato il fatto che nei punti di massimo e minimo avvicinamente £ = Uyy.

Segue che
L2/l 1y _ (1.1
2m \b»? a2) \b o«

5Secondo problema scritto 30/3/2007

@ 274 versione del 9 ottobre 2013



5.109. CAMBIO DI ORBITA **

ossia

ab
a+b

_ [2ka 1
"V mbvato

Dato che I'impulso € applicato in un tempo molto breve la posizione iniziale della nuova
orbita sara ancora quella di massimo avvicinamento, ma la velocita sara cambiata:

(mvb)? = L? = 2mk

e quindi

1=
Ue =0T + —Q.
m

Se la nuova orbita deve essere circolare € chiaro che la nuova velocita deve essere ancora
puramente tangenziale, da cui ) = Q7. Inoltre la massa per 'accelerazione centripeta
dovranno essere uguali alla forza radiale,

@k
b b2
da cui )
k Q
b:“3:<”+m)
e quindi
- mk mk 2a
=[y/= - P (1= ;.
@ ( b m”>T b( a+b>T

Domanda 2

Un’orbita corrisponde alla caduta sul centro di forze quando il momento angolare ¢ nullo,
I'impulso dovra quindi essere applicato in modo tale da annullarne il valore iniziale.
Scrivendo separatamente la componente radiale e tangenziale abbiamo

Q = Q.7+ Quit

abbiamo la condizione

N

AL = —L = bi A (Qr7 + Qi)

da cul

L = —muvb=0Q-

mentre (), resta arbitrario. Il modulo minimo di @ corrisponde ovviamente a @0, = 0 ed
abbiamo

Q:—mv%:— —

che corrisponde all’impulso necessario a fermare la particella nella posizione in cui si
trova.
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Domanda 3

Per ottenere un’orbita illimitata é sufficiente avere E > 0. Dopo I'applicazione dell’im-
pulso I'energia totale vale

E=_-m
m

; <Qr>2 N (mvb + Q.b)*  k

da cui
Q> + (mv+Q,)* >

Sviluppando i quadrati

2mk

Q7 + Q7 +2mvQr +m*v? > =

vediamo che il modo piu efficiente di aumentare il membro destro € quello di applicare
I'impulso tangenzialmente (a causa del termine lineare in @;). Quindi avremo un @

minimo dato da
2mk B

b

2mk 2mk a
= — —_— — 1_
? mH\/ b \/ b < a—l—b)

Q? + 2mvQ + m*v? — 0

ossia,
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5.110. Formica su un giradischi xx

Una formica di massa m si trova sul bordo di un giradischi di raggio R, che ruota con
velocita angolare w. La formica vuole raggiungere il centro, ed é capace di spostarsi con
una velocita angolare di modulo costante vy > wR rispetto al giradischi.

1. Supponendo che la formica punti sempre il centro del giradischi, determinare I’equa-
zione della sua traiettoria, in un opportuno sistema di coordinate, e rappresentarla
graficamente.

2. Sempre nell’ipotesi precedente, determinare la forza risultante agente sulla formica
in funzione della sua distanza dal centro.

3. Se invece la formica volesse percorrere una traiettoria rettilinea, quanto tempo
impiegherebbe a raggiungere il centro?

Soluzion(ﬂ

Domanda 1

Conviene descrivere il moto in un sistema di coordinate polari. La formica avra una
velocita radiale uguale a —vpé, e una velocita tangenziale (dovuta al trascinamento del
disco) uguale a rwéy. D’altra parte l'espressione generale della velocita in coordinate
polari &

7= ié, 4 rhég (5.110.1)

e quindi
o= —u (5.110.2)
6 = w. (5.110.3)

Possiamo integrare direttamente queste equazioni, e imponendo le condizioni iniziali
abbiamo

R — vot (5.110.4)
= fOy+ wt (5.110.5)
da cuil
vo
r=R— " (0 —6p) . (5.110.6)

La traiettoria € la combinazione di un moto uniforme in direzione radiale e di una rota-
zione uniforme, cioé una spirale di passo costante. In realta 'angolo percorso prima di
raggiungere il centro & dato da

0—00) = % <1 (5.110.7)

Vo

ed é quindi sempre inferiore ad un radiante. La traiettoria é rappresentata in figura per
diversi valori di wR/vp.

6Secondo esercizio scritto 12/11/2008
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Figura 5.47.: Alcune possibili traiettorie sul disco, corrispondenti a wR/vg = 1/2 (blu)
e wR/vyg = 1 (verde). Per confronto ¢ riportata anche una traiettoria
corrispondente a wR /vy = 10 (in rosso).
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Domanda 2

L’espressione generale per ’accelerazione in coordinate polari ¢ data da

i= (r - r0'2) ér + (ré + 27%9) é. (5.110.8)
ma nel nostro caso # =0, § = w, § = 0 e 7 = —vy. Otteniamo infine
F =mad = —rmw?é, — 2upwéy . (5.110.9)

Domanda 3

Per muoversi radialmente la formica deve dirigere parte della sua velocita nella direzione
tangenziale, in modo da annullare il trascinamento del disco. Detto « ’angolo tra la
direzione della formica e il raggio avremo

vpsina = —wr (5.110.10)
vpcosa = —7 . (5.110.11)
Dalla prima equazione segue
sinq = —— (5.110.12)
vo

(notare che a dipende da r e che wr/vg < 1, quindi ¢ sempre possibile soddisfare questa
equazione. Sostituendo nella seconda otteniamo

AN (5.110.13)
v - —) =-= 110.
0 Vo dt
(abbiamo usato cosa = /1 — sin? ) da cui
1
1=— dr (5.110.14)

Integriamo adesso membro a membro rispetto al tempo,

T T 1 dr
dt = — ——d

/0 /0 L\ 2 dt

Vo 1-— (E)
e cambiando variabile nel secondo integrale otteniamo
T r(T)

[

0 ON I (%)

R 1
T= / U — (“’R> . (5.110.17)
0 2 w ’UO
Vo 1-— (%)

t (5.110.15)

(5.110.16)

cioé
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5.111. Urto con una massa vincolata elasticamente xx

3m m
O— O
3m m k
O— ©
@) (b)

Un proiettile urta come in figura (a) un bersaglio tenuto da una molla di lunghezza nulla
e costante elastica k. Il proiettile ha massa tripla del bersaglio, 'urto ha una durata
trascurabile ed ¢ elastico.

1. Si calcoli la velocita di bersaglio e proiettile appena dopo 1'urto.
2. Si calcoli la massima elongazione della molla.

3. Ora il bersaglio & tenuto fermo a distanza ¢ dalla posizione di equilibrio al momento
dell’urto, in maniera che la molla sia perpendicolare alla velocita del proiettile come
in figura (b). Si calcoli il momento angolare del bersaglio (sempre dopo 'urto) e
quindi la massima elongazione della molla.

Soluzioneﬂ

Domanda 1

Durante 1'urto, che avviene in un tempo molto breve, la molla rimane di lunghezza nulla.
Si puo considerare quindi il bersaglio come una massa libera, e varra la conservazione
dell’energia

3 3 1
imvg = imvg + imfug (5.111.1)
e della quantita di moto
3mug = 3mu, + muy (5.111.2)

dove abbiamo indicato con v, e v le velocita finali di proiettile e bersaglio. Risolvendo
il sistema si ottiene la soluzione

v, = W (5.111.3)
w = 0 (5.111.4)

"Primo problema scritto 19/12/2008.
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che chiaramente ¢ da scartare (le particelle non cambiano velocita) e

3m—m 1

= —yy = — 5.111.5

Up 3m—i—mv0 QUO ( )
6m 3

= —vy == 5.111.6

Uy 3m+mvo 2U0 ( )

che ¢é quella cercata.

Domanda 2

Dopo 'urto 'energia totale Ej della sistema costituito dal bersaglio e dalla molla si con-
serva. Eguagliando l'espressione di Ej, immediatamente dopo 'urto (solo energia cinetica,
dato che la molla non ¢ allungata) a quella nel momento di massimo allungamento (solo
energia potenziale della molla, dato che la massa ¢ ferma) si ottiene

1 (3 \* 1

3 fm
5MAX = 5’1)0 ? (5.111.8)

Notare che si conserva anche il momento angolare L; del sistema considerato, valutato
rispetto all’estremo fisso della molla. Questo perché la forza di richiamo della molla ¢
centrale. Ma questa legge di conservazione non da alcuna informazione utile (L = 0
banalmente perché il moto ¢ radiale).

e risolvendo

Domanda 3

Anche in questo caso dopo l'urto si conserva sia ’energia totale Ej che il momento
angolare totale L; del sistema costituito dal bersaglio e dalla molla. A differenza del caso
precedente entrambe le leggi di conservazione danno informazioni utili. Osservando che

.....

I’energia

1 k m /. . k
5mv,? + 562 =5 ( 2+ r2(92) + §r2 (5.111.9)
e per il momento angolare '
— muyl = mr6 (5.111.10)

dove abbiamo espresso la posizione del bersaglio in coordinate polari. Ricavando 6 dalla

relazione (5.111.10))

0=—— (5.111.11)
e sostituendo nella (5.111.9) otteniamo

vEl?
mug + k(* =m <7"2 + b2> + kr? (5.111.12)
r
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Tenendo conto che nell’istante di massimo e minimo allungamento 7 = 0 possiamo

riscrivere questa relazione nella forma

che ci fornisce le due possibili soluzioni

r=»~

r (Y m
V k

(5.111.13)

(5.111.14)

(5.111.15)

Il massimo allungamento sara il maggiore tra questi due valori.
Si sarebbe potuto arrivare a questo risultato anche ricordando che il moto di una
massa vincolata nel piano e da una molla si riduce alla composizione di due oscillazioni

armoniche. Abbiamo quindi

rz = Acoswt-+ Bsinwt
= C(Ccoswt+ Dsinwt

con w = /k/m. Imponendo le condizioni iniziali

UVp .
r = —slnwt
w

y = {Lcoswt

(5.111.16)
(5.111.17)

(5.111.18)
(5.111.19)

che corrisponde a un’ellisse di semiassi ¢ e vp/w. Il semiasse maggiore corrisponde
all’allungamento massimo, e otteniamo nuovamente il risultato precedente.
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5.112. Urto tra una particella e un pendolo *x

mi,vo

o -

mo

Nel sistema in figura il pendolo costituito dalla massa mo e da una bacchetta rigida
di massa trascurabile si trova, al momento dell'urto con la massa m;, in quiete nella
posizione indicata, parametrizzata dall’angolo 6.

1. Supponendo 'urto istantaneo e completamente anelastico, trovare se esistono even-
tuali quantitd conservate durante esso.

della massa m; vale vg.

3. Per quali valori di 8y I'energia dissipata nell’urto ¢ massima e minima?

Soluzioneﬂ

Domanda 1

Si conserva il momento angolare rispetto al punto di sospensione del pendolo, dato che
I'unica forza esterna applicata al sistema ha braccio nullo rispetto ad esso. Scegliendo
coordinate polari possiamo scrivere questa legge di conservazione come

mvol cos by = (my + mg)EQw (5.112.1)

dove w ¢ la velocita angolare del pendolo immediatamente dopo 'urto.

8Secondo problema scritto 21/9/2009
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Si conserva anche la quantitd di moto del sistema lungo la direzione perpendicolare
alla bacchetta, dato che non ci sono forze esterne cosi dirette. La legge di conservazione
si scrive

m1vg cos By = (m1 + mg)wé (51122)

e quindi é equivalente alla precedente.

Domanda 2

Abbiamo appena calcolato la velocitd angolare iniziale del pendolo. Avremo per la
conservazione dell’energia

1
B (m1 + ma) Pu? — (m1 + ma) glcosbBy = — (m1 + ma) gl cos Oz (5.112.3)
e quindi
lw? v2 m 2
€08 Opae = cos by — % = cosfy — 27906 (W) cos? By . (5.112.4)

Se la quantita precedente é minore di —1 non si ha una oscillazione ma il pendolo compie
delle rotazioni complete.

Domanda 3

L’energia dissipata nell’'urto ¢ data dalla differenza delle energie cinetiche,

1 1
AE = §mlv§ — 5 (m1+mo) w? (5.112.5)
e quindi
1 mq

Il valore massimo si ha per 6y = +m/2, nel qual caso tutta l’energia cinetica iniziale &
dissipata. Il valore minimo si ha per g = 0 e g = w. In questo caso

1 mima o

AE (5.112.7)

_iml—i-mg 0

che corrisponde all’energia disponibile nel centro di massa.
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5.113. Caduta di una struttura *x

m m

Le tre masse identiche in figura sono collegate da due aste di lunghezza ¢ e massa
trascurabile come in figura. Quelle agli estremi sono inoltre vincolate a scorrere su
un piano orizzontale, mentre 'angolo tra le due aste pud variare liberamente, e vale
inizialmente 6.

[

1. Se v1(0) = V e v3(0) = 0 determinare la velocita iniziale della massa intermedia
U2(0).

2. Nel caso v1(0) = v3(0) = 0 determinare la velocita v quando la massa intermedia
urta il piano.

3. Se v3(0) = 0, determinare il minimo valore di v1(0) che permette alle masse agli
estremi di toccarsi.

Soluzioneﬂ

Domanda 1

Posto un sistema di coordinate cartesiane con origine nella posizione della terza massa
abbiamo

Ty = —Esing (5.113.1)

y2 = {cos— (5.113.2)
per le coordinate della massa intermedia e
.0
x1 = —20sin B (5.113.3)

per quella della prima massa. Derivando rispetto al tempo quest’ultima relazione otte-
niamo, all’istante iniziale,

v1(0) = —£6 cos% =V (5.113.4)

9Secondo problema compitino 19/12/2008
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e quindi
. \%
{cos 3
Derivando x2 e yo otteniamo le due componenti della velocita ¥s:
. 0. 0
Lo = U9y = —59 cos 3 (5.113.6)
£ . 0
yz = ’U2y = —50 Sil'l 5 (51137)
che valutate all’istante iniziale danno, utilizzando la ((5.113.5]),
14
v = (5.113.8)
14 0o
vy = tan 5 - (5.113.9)
Domanda 2

Possiamo utilizzare due principi di conservazione, quello dell’energia totale e quello della
quantitd di moto orizzontale. Dalla seconda segue che il centro di massa del sistema
non si muove orizzontalmente. Ma la posizione orizzontale del centro di massa coincide
con quella della massa intermedia, che quindi si muovera solo verticalmente. Ma allora
possiamo scrivere, scegliendo un sistema di coordinate con origine nella proiezione del
centro di massa sul piano orizzontale,

0
r1 = —{sin 3 (5.113.10)
2 = 0 (5.113.11)
T3 = fsing (5.113.12)
e anche ;

y2 =Lcos 5. (5.113.13)

Scriviamo adesso ’energia totale conservata. Abbiamo
E = (i1 + 33 +93) + mgye. (5.113.14)

All’istante iniziale le masse sono tutte ferme, ed abbiamo
to
E = mgys = mgl cos 5 - (5.113.15)

Quando la massa intermedia tocca terra 0 = 7. Quindi

. /. T

T = —59 cos 5 = 0 (5.113.16)
. l . s

T3 = §0cos§ =0 (5.113.17)
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ed otteniamo

E= %yg (5.113.18)

Eguagliando le due espressioni dell’energia otteniamo infine

Y2 = —m (5.113.19)

che ¢é la velocita cercata.

Domanda 3

Anche in questo caso possiamo usare la conservazione dell’energia e della quantita di

moto orizzontale. Notare che con le condizioni al contorno specificate il centro di massa

si muove anche in direzione orizzontale, ovviamente di moto rettilineo uniforme.
Inizialmente 1’energia totale vale

1
E=_m (v7(0) + v3,(0) + v3,(0)) + mgy: (5.113.20)

che si puo scrivere, utilizzando quanto visto rispondendo alla prima domanda,

1 1 1 fo fo
E= 3™m <Vl2 + ZVf + 1‘/;2 tan? 2) + mg{ cos 5 - (5.113.21)
Gli estremi si toccheranno se # = 0. In questo caso avremo
1
E=gm (3V7) + mge (5.113.22)

dove si & usato il fatto che nel caso limite le tre masse si muoveranno solo orizzontalmente
con la stessa velocita V.
La conservazione della quantita di moto orizzontale ci da

1
m <V + 2%) = 3mV; (5.113.23)
e quindi
§mVZ <4 + 1 tan 2> + mgl cos 5 = ™M (3Vf) + mgl (5.113.24)

N~ N

3
m (4142) +mgl  (5.113.25)

da cui ricaviamo la velocita iniziale cercata

8gl (1 — cos %0)
V; = . (5.113.26)
2
(2 + tan 7”)
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5.114. Un pendolo su un blocco mobile xx

Un pendolo di lunghezza ¢ e massa m é montato su un blocco di massa M poggiato su un
piano orizzontale. Tra blocco e piano & presente solo attrito statico ps (g = 0). Il blocco
e il pendolo sono inizialmente in moto con velocita vg, col pendolo nella sua posizione di
equilibrio, e urtano frontalmente un secondo blocco in modo elastico. In seguito all’urto
il primo blocco si arresta.

1. Determinare la massa del secondo blocco.

2. Supponendo ug abbastanza grande da impedire strisciamenti, determinare il valore
minimo di vy affinché il pendolo percorra un giro completo (il vincolo del filo si
intende monolatero).

3. Per vg = 1/5gf determinare il minimo valore di s affinché il blocco resti in quiete.
Volendo ¢ possibile considerare solo il caso M > m, dando il risultato al primo
ordine in m/M.

Soluzionelﬂ

Domanda 1

Durante 'urto le uniche forze impulsive sono quelle che agiscono orizzontalmente tra i
due blocchi. Possiamo quindi trascurare la presenza del pendolo, e la massa del secondo
blocco é quindi uguale a quella del primo, perché solo in questo caso quest’ultimo si
ferma.

Domanda 2

La velocita del pendolo sara inizialmente vg. Nel punto piu alto essa diverra
v? =i — 4g0 (5.114.1)

e la tensione del filo sard determinata da

2
m% =T +myg (5.114.2)
da cui
’()2 7)2
T:m<£—4g> —mg:m<£—5g) >0 (5.114.3)
cioé
vo > 1/ 5gl (5.114.4)

198econdo problema scritto 11,/9,/2008
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Domanda 3

Per una inclinazione qualsiasi la tensione sara determinata da

v? =59l — 2g¢ (1 — cosh) (5.114.5)
e
02
mey = T —mgcosé (5.114.6)
e risolvendo si trova
T = 3mg (1 + cosb) . (5.114.7)

Imponendo I’equilibrio del carrello abbiamo

F,+Tsinf = 0 (5.114.8)
N —Tcos® —Mg= 0 (5.114.9)
da cui
F, = —3mg(1+cosf)sinf (5.114.10)
N = 3mgcosf(1+cosf)+ Mg (5.114.11)

ma dato che |Fy| < usN avremo

(14 cosf)siné
(14 cosf)cosf + %

< s (5.114.12)

(supponendo che sia sempre N > 0). Dobbiamo massimizzare rispetto a 6 il primo
membro. I punti stazionari corrispondono alle soluzioni di

2M M M
14+ >—)cos?0+ 2+ -—)cosf+(1—-—) =0 (5.114.13)
3m 3m 3m
che ha per soluzioni
cosf = —1 (5.114.14)
e
_ 3m
cosf = —1 (5.114.15)
2+ 97

e quest’ultimo valore corrsponde al minimo. Per m/M < 1

1

cos 0 ~ 3 (5.114.16)

> I (5.114.17)
Hs = 4mr S
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5.115. Urto con un cuneo mobile xx

Nel sistema in figura il piano inclinato & libero di scorrere sul piano orizzontale, ed é
inizialmente fermo. La particella ha velocita iniziale vg, e all’istante t = 0 arriva al piano
inclinato. Particella e piano inclinato hanno la stessa massa m e = 7/4. Sisupponga che
la giunzione tra piano obliquo e piano inclinato sia stata resa sufficientemente regolare,
e che non vi sia alcun genere di attrito.

m

m /4
o——

1. La particella, considerata un punto materiale, é vincolata a rimanere aderente al
piano obliquo. Per quale valore minimo della velocita vg i, essa riesce a superare
il blocco?

2. Se vy < vo,min calcolare le velocita finali del piano inclinato e della particella.

3. Calcolare la velocita del blocco immediatamente dopo 'istante ¢ = 0.

Soluzion@

Domanda 1

Usiamo la conservazione dell’energia e della quantita di moto orizzontale. L’energia totale
del sistema si puo scrivere nella forma

1 1 1
E = §mV2 + Zm (uﬁ + vg) +mgy = 5mv8,min (5.115.1)
e la quantita di moto orizzontale
P, =mV + mu, = muomin - (5.115.2)

Nel caso limite la particella arriva nel punto piu alto del piano inclinato, con velocita
nulla rispetto ad esso (v, =V, vy, = 0). Allora possiamo scrivere

V2, 1,

2
mV? 4+ mg-—{ = =mv

5 0= 5108 i (5.115.3)

HPrimo esercizio scritto 31,/1,/2007
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1
V = 500min- (5.115.4)

V0.min = \/ 2V29L. (5.115.5)

da cul

Domanda 2

Dato che siamo interessati alle sole velocita finali, possiamo trattare il problema come un
urto completamente elastico. In dettaglio, le equazioni per la conservazione di energia e
quantita di moto orizzontale si possono scrivere

1 1 1
§mv§ = §mV2 + §mv2 (5.115.6)
mvg = mv +mV . (5.115.7)

Risolvendo il sistema si trova che particella e piano inclinato si scambiano le velocita,
cioé

v o= 0 (5.115.8)
V o= . (5.115.9)

Domanda 3

Abbiamo nuovamente conservazione di energia e di quantita di moto orizzontale. Inoltre
I’energia potenziale non varia, quindi

1 1 1
5mvg = 5mv2 +om (v2 +v7) (5.115.10)
muvg = mV + mu, . (5.115.11)

Abbiamo infine un vincolo da imporre, cio¢ il fatto che per ¢ > 0 la velocita relativa della
particella rispetto al piano ¢ inclinata di 7 /4 rispetto all’orizzontale. Questo significa

vy —V =u,. (5.115.12)

Usando le ultime due relazioni per esprimere la conservazione dell’energia in funzione di

V abbiamo

V2 =V24 (vg— V) + (vg — 2V)? (5.115.13)
che da
1
V=3 (1 + ?) v. (5.115.14)

La soluzione accettabile é quella con il segno negativo, la sola che corrisponda ad una
velocita verticale positiva della particella:

vy =vg — 2V = 0 . (5.115.15)

1
V3
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5.116. Doppia cerniera mobile xx

Nel sistema in figura la massa my, libera di muoversi verticalmente, e la massa ms, libera
di muoversi orizzontalmente, sono collegate da un filo inestensibile di lunghezza ¢ privo di
massa. Inizialmente il sistema & fermo nella configurazione in figura con il filo inclinato
di un angolo 6 = 6 rispetto alla verticale. Si consiglia di utilizzare questo parametro per
descrivere il sistema.

/

1. Supponendo la presenza di attrito tra la particella mso e il vincolo orizzontale,
determinare per quale valore minimo del coefficiente di attrito statico ug il sistema
¢ in equilibrio.

2. In assenza di attrito si lascia adesso il sistema libero di muoversi. Calcolare la
velocita della massa mo quando 6 = 0 (filo verticale).

3. Determinare la tensione del filo in funzione dell’angolo # durante 1’evoluzione da
0 =0y a 6 =0, sempre in assenza di attrito.
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Soluzionelﬂ

Domanda 1

Fa

Facendo riferimento al diagramma delle forze in figura, all’equilibrio deve essere

N1 = mag + T cosby (5.116.1)
F4 = Tsinf (5.116.2)
myg = T cos by (5.116.3)
e d’altra parte |F4| < psN; da cui
s (my +mg) g > mygtanby (5.116.4)
cioe my
s > p—— tanfp . (5.116.5)

Domanda 2

In assenza di attrito vale la conservazione dell’energia totale. Inoltre nella configurazione
finale la massa mq é ferma. Possiamo quindi scrivere

1
—mqglcosfy = —mqgl + §m2v§ (5.116.6)
da cui
\/2g€ (1 —cosbp). (5.116.7)

2Secondo esercizio scritto 31,/1/2007
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Domanda 3

Scriviamo ancora una volta la conservazione dell’energia confrontando la configurazione
iniziale con quella ad un generico angolo 6.

1 1
—myglcosBy = —mqyglcos b + imlv% + imgvg . (5.116.8)
D’altra parte
d .
v = %ﬁ cosf = —(fsinf (5.116.9)
d . .
vy = @Esmﬂ = {0 cos b (5.116.10)
da cui 1
3 [ml sin? 0 + msy cos® 0] ?20% = migl (cos @ — cosby) . (5.116.11)
D’altra parte deve essere
ms 2 — _Ting (5.116.12)
dt
d’U1
mi— - = —mag + T cos @ (5.116.13)
cioe ) _
ma (EG cos § — £6? sin 0) = —T'sinf (5.116.14)
my (—Zé sin 6 — £6? cos 0) = —myg+ T cosf (5.116.15)

Per semplificare i calcoli possiamo prendere una combinazione delle equazioni prece-
denti che cancella i termini in 6, cioé la somma di m; sinf volte la prima e di mo cos
volte la seconda:

— mymalf?® = —-T (m1 sin? 0 — my cos? 9) — mimog cosf (5.116.16)
da cui .
0= — 0
p = T2 Tn2g 708 (5.116.17)
my sin® @ — mo cos?
e ricavando 62 dalla conservazione dell’energia otteniamo la risposta finale:
0 —2 6 — 30

T = mymag mq COS mq cos By + (m1 — ma) cos (5.116.18)

(m1 sin? @ — mo cos? 9) (m1 sin? 6 + ms cos? 9) ’
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5.117. Massa su guida circolare e molla *x

Un punto materiale di massa m ¢é vincolato ad una guida liscia circolare di raggio r
disposta in un piano verticale. Tra il punto materiale e il punto piu alto della guida &
inoltre fissata una molla di lunghezza a riposo nulla e costante elastica k.

1. Discutere, in funzione di k, le posizioni di equilibrio per il sistema e la loro stabilita.

2. Supponendo kr < mg e che inizialmente il punto materiale si trovi nel punto piu
basso della guida determinare per quale velocita iniziale esso pud percorrere un giro
completo.

3. Discutere il moto del punto materiale nel caso kr = mg.

Soluzionelﬂ

Domanda 1

Scriviamo 'energia potenziale in funzione dell’angolo 6 in figura. Abbiamo

1 0
U = mgh+ 51@62 = mgr cos 0 + 2kr? sin’ 3
= mgrcosf + kr? (1 — cos )

dove ¢é stata indicata con h = rcosf 'altezza della particella relativa al centro della
guida e con ¢ = 2rsin /2 la lunghezza della molla. Dall’ultima espressione segue che gli
estremi del potenziale sono in #; = 0 e 62 = 7. In particolare se mg < kr si ha equilibrio
stabile in 6; e instabile in 6o, viceversa se mg > kr. Il caso mg = kr & particolare:
I’energia potenziale non dipende da 6 e qualsiasi posizione ¢ di equilibrio indifferente.

13Secondo esercizio 10/9,/2007
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Domanda 2

Nel caso considerato la posizione iniziale € di equilibrio stabile. Imponendo la conserva-
zione dell’energia totale troviamo che ’energia cinetica iniziale deve essere almeno uguale
alla massima variazione di energia potenziale:

1
—mug > 2(mgr — kr?)

2
da cui
/ kr2
vo > 24/ gr — —.
m
Domanda 3

Nel caso considerato I’energia €, a meno di una costante, solo cinetica:

1 )
E = —mr*6?

2

da cui seguono le equazioni del moto:
E=mr’06=0—-6=0.
Il moto quindi é circolare uniforme:

0 =0y+ wt.
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5.118. Modello di urto non istantaneo *x

Le due masse in figura somo my = my = m. Quella a sinistra si muove inizialmente con
velocita vg, 'altra é ferma. La molla ha lunghezza a riposo £ e costante elastica k, ed é
libera ad un estremo.
k.l
Vo

mi /66666\ UL
—_—t

1. Per quali valori vg le due masse non arrivano a toccarsi?
2. Calcolare la velocita delle masse quando queste sono di nuovo separate.

3. Se la velocita iniziale é sufficiente a far toccare le massa, e queste rimangono
attaccate, calcolare la velocita finale del sistema.

Soluzionﬁ

Domanda 1

Cerchiamo sotto quali condizioni le masse si toccano. Possiamo utilizzare la conservazione
dell’energia e della quantita di moto. Uguagliando il valore iniziale di queste quantita a
quello posseduto al momento del contatto abbiamo

mivg > (m1 + ma)ve

Si é utilizzato il fatto che al momento del contatto vy < w1, e la molla € completamente
contratta. Ricavando vy dalla prima relazione si trova

<M
V2 > ——
my +ma
e sostituendo nella seconda
2
m
myva > —— v + k02
mi1 + msy
da cui
k
Vo > —/
1
dove = mima/(mi + mg) = m/2 & la massa ridotta del sistema. Le masse non

arriveranno dunque a toccarsi per

vy < \/Ef
1
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Domanda 2
Si tratta di un urto elastico, e dato che le masse sono uguali deve essere

mivg = M1v1 + Mov2

1 1 1 9
§m1v8 = §mlv% + §m202

ossia v1 = 0 e vo = vy se m1 = Mg = M.

Domanda 3

Anche in questo caso possiamo vedere il problema come un urto, questa volta completa-
mente anelastico. Sara ovviamente

mivg = M1 + Moy = (m1 + TTLQ)’Uf .

Avremo quindi (mq = mg = m)
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5.119. Carrucola su cuneo *x

Un cuneo di massa M a forma di prisma triangolare di apertura angolare 6 ¢ libero di
muoversi sul piano orizzontale su cui € appoggiato. Sul cuneo si trovano due masse my
e mg (ma > my), collegate tra loro da un filo inestensibile di massa nulla come mostrato
in figura. Il filo scorre senza attrito su un perno solidale al piano inclinato. Non vi é
attrito tra le masse e il piano inclinato.

1. Seil cuneo ¢ mantenuto immobile, determinare il moto delle masse m; e mg(lasciate
andare da ferme).

2. Se il cuneo ¢ libero di muoversi senza attrito sul piano orizzontale, determinare il
suo spostamento quando la massa my raggiunge il bordo.

3. In presenza di attrito statico us tra il cuneo e il piano orizzonale, determinare il
valore minimo affinché il cuneo resti immobile durante la discesa di ms.

Soluzionﬂ

Domanda 1

Consideriamo le forze che agiscono sulle due masse lungo la direzione parallela al piano.
Per la prima abbiamo
mia; = mygsinf — T

e per la seconda
maoag = maogsinf — T'.

Abbiamo preso come verso positivo per le accelerazioni di entrambe le masse quello verso
lo spigolo del cuneo. Sottraendo membro a membro abbiamo

mia; — moag = (myp — mg)gsinf

'5Seconda parte compitino 22,/12/2006
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ma as = —aj da cuil
mp—ma .
ap = ——¢gsinf < 0.
my + ma

Le due masse quindi si muovono di moto uniformemente accelerato. Partendo da fermi
e misurando lo spostamento a partire dalla posizione iniziale di ciascuna massa abbiamo

1m1—m2 . 2
$1=-————gsinft
! 2m1+mgg

1m2—m1 . 9t2
S9g = —————¢sin
2 2m1+mgg

Domanda 2

La quantita di moto orizzontale del sistema si conserva. Questo significa che la posizione
orizzontale del centro di massa non cambia, dato che inizialmente & ferma. Possiamo
dunque scrivere

MXo+mizy +marys M (Xo+ A) +my (21 + 01) + ma (22 + 02)

M +mq + mg M +mq + mg

dove Xy, 1 e xo sono le coordinate orizzontali iniziali del centro di massa del cuneo e
delle due masse, e A, 41, 99 1 relativi spostamenti finali, il tutto nel sistema di riferimento
del laboratorio. D’altra parte lo spostamento orizzontale finale della massa mo & noto

0o — A = Lcost
e per 'inestensibilita del filo deve essere
0o —A=—(5 —A).
Ricavando 41, §o da queste ultime due relazioni otteniamo

02 = A+ Lcosf
01 = A — Lcosf

e sostituendo nella prima abbiamo
MA +my (A — Lcosf) +mg(A+ Lcosf) =0
da cui

my —mg)L cosf

A=l
M+m1+TTl2

(<) DO 300 versione del 9 ottobre 2013
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Domanda 3

Facciamo riferimento ai diagrammi delle forze agenti sul cuneo e sulle due masse riportati
qui sotto. Indichiamo con T la tensione del filo, con N; e Ny le reazioni vincolari del
piano obliquo, con R la reazione vincolare del piano orizzontale e con F4 la forza di
attrito.

2T

N

mig

mag

Scriviamo le equazioni del moto per le masse e per il cuneo, nell’ipotesi che quest’ultimo
resti fermo. Tenendo conto del fatto che

g1 = —i2
1 = —I9.
possiamo scrivere
miZ1 = Nisinf — T cosf (5.119.1)
mi91 = Nicos@ + Tsinf —mqg (5.119.2)
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—mo®1 = Nosinf — T cosb (5.119.3)
—mof1 = NocosO+ Tsinh — mag (5.119.4)
e
= — (N1 + Ny)sin@ + 2T cosf + Fy (5.119.5)
= R—Mg— (N1+ Nz)cosf —2T'sinf . (5.119.6)
Dato che . ..
3.41 = % = —tand
T xT9
dividendo membro a membro le equazioni (5.119.1), (5.119.2) e (5.119.3)), (5.119.4)

otteniamo
Ny =mygcosb

Ny = mogcosf

Dalle equazioni del moto per le masse abbiamo
N N: 1 1
<1+2>sin0—T<+) cosf =0
ma mo mi mo

<N1+NQ) COSG+T(1+1> sinf = 2¢g

myp M2 myp M2

da cui (u = mima/(mi + mz2))
T =2gpsinf.

Sostituendo nella equazione ([5.119.6)) troviamo
R = Mg+ (my +mg)gcos® 0 + 4gusin® 6
e tenendo conto che deve essere |Fa| < pusR abbiamo infine
[(m1 + ma) — 4p] [cos Osin 8] < pg [M + (my + ma) cos? @ + 4y1sin” 0]
ossia

(m1 — ms)? cos @ sin §
M (mq +ma) + (mq +m2)2? cos? 0 + 4mymasin®

Msz
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5.120. Massa su guida circolare e molla Il xx

La particella di massa m & vincolata alla guida circolare di raggio R posta in un piano
orizzontale. Inoltre ¢ fissata ad una molla di costante k e lunghezza a riposo ¢y. L’altro
estremo della molla é fissato a un punto posto a una distanza R/2 dal centro della guida.

m

NN
N
AN
NN
S

1. Se ¢y = 0 determinare la minima velocita che deve avere la particella nel punto di
minimo allungamento della molla per poter percorrere completamente la guida.

2. In funzione di £y > 0 discutere le posizioni di equilibrio del sistema.

3. Scelta una opportuna coordinata scrivere le equazioni del moto per il sistema,
sempre per fy generico.

Soluzionﬂ

Domanda 1

Possiamo scegliere come coordinata ’angolo 6 tra il raggio corrispondente alla posi-
zione della particella e quello corrispondente alla posizione di massimo avvicinamento.
L’energia cinetica si scrivera quindi

1 1 .
K= Emv2 = §mR292

e quella potenziale
1
U= k(- INE

(= \/R2Sin29+(RCOS¢9—R/2)2 :R\/Z—COSH.

16Secondo esercizio scritto 11,/1/2007

Con
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Nel nostro caso £y = 0 quindi
1 o kR? (5
E=K+U-= 5mR292+T <4 —cose> :

Eguagliando I'energia nel punto di massimo e di minimo avvicinamento otteniamo

1 1 1
“mod + 5k£2 > k(2

2 min 2 mazx

da cui

ossia

Domanda 2

Se sulla molla vi & tensione, una posizione sard di equilibrio solo quando questa é
ortogonale al vincolo. Cio & possibile chiaramente soltanto in 8 =0 e 6 = 7.

L’altra possibilita é che non vi sia tensione. Questo accade quando la molla ¢ alla sua
lunghezza di riposo, il che significa

2 = R? (i — cosé’)

cosa possibile solo se

ln<hn<ln
Il relativo angolo é dato da
g5 2
cost) =7 — o3

Domanda 3

Possiamo ottenere le equazioni del moto derivando ’energia totale rispetto al tempo:

2
o d |1k /5
E = 7 2mR0 +2<R 1 cos €0>
ng .
— mR20 + k R,/§—cos9—eo _ Rsmb
4 9./5

3 —cos 6

da cui

mRé—i—g R — fo sinf =0
%—cos@

@ 304 versione del 9 ottobre 2013



5.121. ORBITA DI UN SATELLITE *x

5.121. Orbita di un satellite xx

Un satellite di massa m si trova in orbita circolare attorno alla terra, la durata del
periodo é 24 h. La massa del satellite € molto minore della massa della terra, m < Mr =
6 x 10** kg.

1. Determinare il raggio dell’orbita, sapendo che la costante di gravitazione universale
vale G = 6.7 x 107" m3kg—1s72.

2. Mediante un opportuno impulso I applicato istantaneamente in direzione tangen-
ziale si vuole portare il satellite su un’orbita parabolica. Determinare I.

3. Supponendo nuovamente il satellite in orbita circolare come al punto 1., lo si vuole
portare su un’orbita circolare di raggio doppio, applicando ad opportuni istanti due
impulsi fl e fg, passando attraverso un’orbita ellittica intermedia. Calcolare fi e
L supponendoli entrambi applicati in direzione tangenaziale.

Soluzionm

Domanda 1 L’equazione del moto in direzione radiale si scrive

v? mMrp
-G
"R R?
e d’altra parte per il periodo vale
2tR
v=—
T

da cul

m~4.2x10"m

1/3
p_ (GMrT? Y3 (6.7 x 1071 x 6 x 1024 x (24 x 60 x 60)> /
B 472 o 472

Domanda 2 Prima di applicare I'impulso 'energia vale
B L? k
- 2mR? R
dato che l'orbita é circolare. Inoltre sappiamo che il potenziale effettivo é minimo,
d ([ L? k L? k
—las 5=+t 57=0
dR \2mR?> R mR3  R?

da cul

L? = kmR

17Seconda domanda, compitino 13 aprile 2011
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Applicando 'impulso cambiamo il momento angolare di AL = I R. Dato che la velocita
radiale resta nulla la nuova energia vale

Eu:@+rm2_5
2mR?2 R
e per avere un’orbita parabolica deve essere £ = 0. Quindi (supponendo L > 0)
otteniamo )
(VEmR + IR)" = 2kmR
da cui

Iz—(liﬂ)@

Si puod quindi applicare 'impulso con lo stesso verso della velocita
km
I=(va-1)y/
V2 =

I:—(x/§+1> l%m

oppure in verso opposto

Domanda 3 Applicando il primo impulso si ottiene un’orbita ellittica che deve avere il
perigeo in R e 'apogeo in 2R. Per ottenere questo ’equazione

(L+ LR &

Ei = ul
! 2mr? r

deve essere verificata in r = R e r = 2R, ossia

(L+LR)? &k

B = o ——
2mR? R
(L+NLR)?* &k

El = —_—
SmR? 2R

Sottraendo membro a membro troviamo

3(L+LR)° Kk _
8 mR? 2R

(i) 7

Il secondo impulso deve essere applicato all’apogeo, in modo da ottenere un’orbita
circolare di raggio 2R e quindi un momento angolare

L' = +V2kmR

da cul
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Se vogliamo L’ > 0 abbiamo dunque le due possibilita determinate da

L+ RI1 + 2RI = V2kmR

- sl

mentre se L' < 0 (Porbita circolare finale & percorsa nel verso opposto di quella iniziale)

ossia

deve essere

L+ R} +2RIs = —V2kmR

Riassumendo abbiamo le quattro possibilita in tabella

e quindi

I Iy
(- &)V | (v )V
(V| (G E
(e &)V | (e )V
(=B BBV
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5.122. Nibiru *xS

'S

117‘“‘3 il Gy,
[

Secondo una teoria accreditata da un grandissimo numero di pagine web ogni 3600
anni il pianeta Nibiru arriva con la sua orbita in prossimita della terra. Il prossimo
avvicinamento ¢ previsto da alcuni attorno al primo aprile del 2013. Nel seguito si
considereranno solo le interazioni gravitazionali tra la terra e il sole e tra Nibiru e il sole,
per semplicita si considerera la massa di Nibiru uguale a quella della terra, e 'orbita di
quest’ultima circolare e di raggio ar ~ 1.5 x 10" m. Inoltre si supporra che il perielio
di Nibiru e quello della terra coincidano, che le orbite siano nello stesso piano e percorse
nello stesso senso.

1. Sulla base dei dati precedenti calcolate il rapporto tra ’afelio di Nibiru e la distanza
terra-sole.

2. Modellando 'eventuale scontro tra la terra e Nibiru come un’urto istantaneo com-
pletamente anelastico al perielio calcolare la frazione di energia cinetica dissipata
durante I’'urto.

3. Determinare I’afelio dell’unico pianeta risultante.
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Soluzionelﬂ

Domanda 1

Conosciamo il periodo T dell’orbita e il perielio. Dalla terza legge di Keplero sappiamo
che

2 2
Ty _ Ty
3 T 73
ay  ap

dove a é il semiasse maggiore. Quindi

2/3
aN = <TN> ar ~ 234.9 ar
Tr

Indicati con r_ e r4 il perielio e ’afelio dell’orbita abbiamo
ry +r_=2a

e quindi
ry =2any —ar ~ 468.9ar
Domanda 2

Al momento dell’urto le velocita radiali sono entrambe nulle, e si conserva il momento
angolare totale (o anche la quantita di moto nella direzione tangente all’orbita, che ¢
proporzionale a quest’ultimo). Quindi

LfZLT—l-LN

L’energia cinetica immediatamente prima dell’urto é

B L3+ L3
! 2mTa%
e immediatamente dopo l'urto
Lt + Ly)?
By - (L1 + éV)
dmrar

quindi si é dissipata un’energia

2L +2I% — (Lr+ Ly)® _ (Ly — Ly)?

AFE 5 5
4mT6LT 4TnT@T

e quindi
AE 1(Ly—Ly)* 1(Lr—Ly)* 1(1-p)°

E, 2 L2+1% 2 LZ+1% 2 1+p2

8Secondo esercizio compitino 18 aprile 2012
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dove abbiamo indicato con p il rapporto

P—H

Dato che (indicando con Mg la massa del sole)

L2 B GmTMS

E = 5
2mprs r_
E = L2 _ GmTMS
2mrrs T4
abbiamo
ror_
L =/2GMgm2 | —
\/ ST (m + r_>
e quindi

\/ GMsmiar 1(ar +7)  [11+468.9
p= S S 2R e iclis kNN
\/2GMsm2T riTI'C-LQ—T 2 ry 2 468.9

Sostituendo otteniamo

AE  1(1-07)7% _

E; 214 (0.7)2

0.03

Domanda 3
L’orbita dopo l'urto é definita dal valore delle due costanti del moto, ’energia

(LT + LN)2 B 2GmpMg

E= 3
dmraz ar

e il momento angolare

L=Lr+ Ly
Il perielio e 'afelio sono soluzioni dell’equazione

2 2
1> 2GmgMs . _ L (1_1)(1_1)_0

Ampr? r dmr \r oy roor_

e quindi, dato che una delle due soluzioni concide com ar, possiamo scrivere per ’altra

I? 11
= - - __E
dmr r ar
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cioé
Lo L? _ (Lt + Ly)? ar
dmrark [8Gm%MSaT — (Lt + LN)2

(Lr+Ln)® (Lot Ly)’
813 — (Lr+ Ly)?|  Thp —2Lvlr =1

ar

(1+p)°
= magp ~ 2.Tar
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5.123. Un pendolo in un ascensore x*S

La cabina di un ascensore di massa M pud muoversi in direzione verticale, ed é trat-
tenuta da un cavo sottoposto ad una tensione 7. All’interno di essa é fissato un pendolo
costituito da una massa m sospesa a un filo inestensibile e privo di massa di lunghezza
£. Inizialmente la cabina é ferma ed il pendolo compie oscillazioni di ampiezza angolare
fp, come in figura.

1. Determinare la massima e la minima tensione del cavo che regge 1’ascensore.

2. Supponiamo adesso che le oscillazioni siano piccole, 8y < 1. Ad un certo istante il
pendolo si trova in posizione verticale, e ’ascensore viene trascinato dal cavo verso
I’alto, con accelerazione costante a. Calcolare la nuova ampiezza delle oscillazioni.

3. Appena il pendolo torna in posizione verticale I'ascensore smette di accelerare.
Calcolare il lavoro fatto sino a quel momento dal motore che trascinava il cavo.

Soluzione H

Domanda 1 La tensione del filo deve equilibrare la somma della forza peso della cabina
e della componente verticale della tensione Tp del pendolo. Scrivendo l'equazione del
moto di quest’ultimo nella direzione del filo abbiamo

ml? = Tp — mgcosf

ossia .
Tp = mlb? + mgcos b

9Geconda domanda scritto Fisica I del 10 settembre 2010
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Dalla conservazione dell’energia abbiamo

1 .
§m€292 — mgl cos 0 = —mgl cos g

. 2
62 = 79 (cos — cosBy)

e quindi
Tp =mg (3cosf — 2cosby)

In conclusione

T = Tpcosh+ Mg
= mg(3cosf —2cosby)cosf + Mg

da cui

Tyax = mg(3—2cosby)+ Mg
Tvin = mgceosty+ Mg

rispettivamente per 8 =0 e 6 = 6.

Domanda 2 Lavoriamo nel sistema di riferimento dell’oscillatore. Prima dell’accelera-
zione, che supponiamo iniziare a ¢t = 0, abbiamo

0= (90 sin th

con

_ /9
Wy = —

14

Dopo l'accelerazione sara, tenendo conto della continuita,
0 = 01 sinwqt
dove

g+a
Y4

w1 =
Imponendo anche la continuita di 8 troviamo

wo
0, = L0,
w1
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Domanda 3 1l pendolo tornera in posizione verticale a

e da quel momento oscillera secondo la legge
§ = Acoswy (t —7) + Bsinwg (t — 1)

Imponendo la continuita di 8 e 6 troviamo A =0 e B = . Quindi l'oscillatore si muove
nuovamente con 'ampiezza iniziale. L’energia del sistema sard aumentata di

AE = —(M+m)v*>+ (M +m)gh
1
(M +m) a272+§(]\/[+m) gar?

= —7*(M+m)al

N RN RN

dato che per t = 7 ascensore e pendolo sono saliti di A = %(LTQ ed hanno acquistato una
velocita verticale v = a7 . Questo corrisponde al lavoro fatto dal motore.

@ 314 versione del 9 ottobre 2013



5.124. URTO CONTRO UN CORPO COMPOSITO #**

5.124. Urto contro un corpo composito **S

Un contenitore di massa m della forma in figura ospita al suo interno un corpo pun-
tiforme, pure di massa m. Il corpo pud muoversi senza attrito sul fondo, che ha una
lunghezza totale 2a, ed ¢ fissato ai due bordi da molle di lunghezza a riposo trascurabile
e costante elastica k. Inizialmente il contenitore é in quiete su un piano orizzontale privo
di attrito, e anche il corpo si trova all’interno in quiete nella posizione di equilibrio.

1. In un tempo molto breve si applica al contenitore un impulso orizzontale I. Deter-
minare nell’istante immediatamente successivo la velocita del contenitore e quella
del corpo all’interno.

2. Per quale valore minimo di I il corpo all’interno urta contro le pareti?

3. Se tra corpo e contenitore esistesse attrito, quale frazione dell’energia cinetica
iniziale del sistema verrebbe dissipata?

Soluzionelﬂ

Domanda 1

Dato che I'urto ¢ istantaneo il corpo all’interno del contenitore non ne risente, e qindi la
sua velocita resta nulla. Per la velocita del contenitore abbiamo invece

mu. =1

Domanda 2

Usando il teorema di Koenig I’energia del sistema si puo scrivere nella forma
1 1 /m\ . k k
B = empl,+ 3 (5) @ +5 (@ —a +3 @ +a)

dove vep, € la velocita del centro di massa (costante) e x, la posizione del corpo relativa
al centro del contenitore. Usando la conservazione dell’energia abbiamo inizialmente

1 1 /m 2k
E; = ~(2m)v2, + = (—) V2 + —a?

2 2\2 2
e al momento dell’'urto, nel caso limite in cui la velocita relativa si annulla,
1 2k 2k
Ey = 5(2m)v§m + ?a2 + ?a2

20Gcritto 8 febbraio 2012
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Usando la conservazione dell’energia otteniamo

e quindi

Domanda3 3

L’energia dissipata sarebbe quella cinetica disponibile nel centro di massa. La frazione
rispetto alla cinetica totale sara

(3)02 @ r 1

’}/ = = = = —
TomyZ, + 1 (5)@ Wi, +02 4l 2
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5.125. Un problema inverso in campo centrale xx&

Una particella di massa m si muove in un piano sottoposta ad una forza
F = A(r)F

dove 77 ¢ il vettore posizione della particella, r il suo modulo e A(r) una funzione incognita.
Si sa che sono possibili orbite circolari di raggio qualsiasi, e che tutte corrispondono allo
stesso valore Ly del modulo del momento angolare.

1. Determinare A(r).

2. Determinare due costanti del moto e scriverle usando opportune coordinate (si
consigliano coordinate polari).

3. Discutere qualitativamente le caratteristiche delle possibili traiettorie della parti-
cella. Se, in particolare, esistono delle traiettorie che portano la particella a cadere
sul centro, dire se tale caduta avviene in un tempo finito.

Soluzionﬂ

Problema 1

In un’orbita circolare

—m— = A(r)r
= = A
e d’altra parte
Lo = mur
Sostituendo otteniamo )
Lj
—— = A(r)r
mr3 (r)
e quindi
L2
Alr -0
(r)=-—23

Problema 2

L’energia e il momento angolare si conservano:

L = mr’f
Lo 1 9 Lg
E = 5mr +§mr 0 — 52

L’energia potenziale é stata determinata integrando la relazione

Ly ou

mr3  Or

21Prova scritta 8 febbraio 2012
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da cui 12
ulr) = _2m[7)“2

Problema 3

Il potenziale efficace vale ) ,

e dal suo studio vediamo che per L? > L% tutte le orbite sono illimitate. Per L? < L(Q) le
orbite che corrispondono ad un’energia negativa terminano sono limitate e terminano nel
centro. Se invece E > 0 l'orbita pud condurre la particella nel centro o farla sfuggire a
r — 0o a seconda del segno della velocita radiale iniziale. Il caso L? = Lg & particolare.
Il moto radiale é del tipo

r(t) = 1o 4 vot

che corrisponde a una caduta nel centro per vg < 0, ad un’orbita illimitata per vg > 0 e
a un’orbita circolare per vy = 0.
Il tempo necessario per la caduta nel centro si puod determinare a partire dall’energia,

scritta come ) )
1 L“—L

E = —ms? 0
oM + 2mr?

dr 2 L2 —L?
BN Al (N 2 e Vi
dt \/m( o >

Possiamo integrare questa equazione differenziale ed ottenere il tempo di caduta da una
distanza iniziale rg

e quindi

/TO dr
T =
IR

2mr2

L’integrale si calcola esplicitamente, ma & sufficiente notare che ¢ finito, ricordando che
siamo interessati al caso Lg > L2
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5.126. Cilindro spinto in discesa x x x

Un cilindro di massa M e raggio R rotola senza strisciare su un piano obliquo inclinato
di un angolo @ rispetto all’orizzontale. Un cubo di uguale massa ¢ appoggiato sul piano
inclinato a fianco del cilindro, dal lato corrispondente alla pendenza crescente come in
figura. Il cubo ¢é libero di strisciare sul piano inclinato, senza alcun attrito. Tra cubo e
cilindro si ha invece attrito dinamico caratterizzato da un coefficiente up e all’occorrenza
attrito statico. Discutere il moto del sistema, nelle ipotesi che cubo e cilindro non si
possano staccare tra di loro e dal piano. Si utilizzi un modello per D'attrito dinamico
descritto dall’equazione

=

N

Fp=—up (5.126.1)

|
dove Fp & la forza di attrito che agisce su uno dei due corpi in contatto, N la reazione
normale alla superficie nel punto di contatto e ¥’ la velocita del corpo considerato relativa
al secondo, sempre al punto di contatto.

=

Soluzione

Scriviamo le equazioni del moto per il cilindro, facendo riferimento alla Figura [5.48
La prima equazine cardinale (nella direzione parallela al piano) e la seconda equazione
cardinale (scritta scegliendo il centro del cilindro come polo) si scrivono

Ma = N+T+ Mgsinf
Ila = —FpR+TR

Invece la prima equazione cardinale nella direzione parallela al piano per il cubo si scrive

Ma=—N+ Mgsin6
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Fp

Mgsin 0 N Mgsin 6
Mg cosf Mg cosf
R

Fp T
Figura 5.48.: Le forze che agiscono sul cilindro (in blu) e quelle che agiscono sul cubo (in

rosso).

Dobbiamo adesso scrivere esplicitamente Fp. Tenendo conto che la velocita del cilindro
relativa al cubo nel punto di contatto vale —wR possiamo scrivere

w
Fp = pp |[N|—
|w]

Inoltre a causa del vincolo di rotolamento puro abbiamo a = —aR e v = —wR. Le tre

equazioni precedenti diventano

Ma = N+T+ Mgsinf

a w
1L = —up|N|—=R+TR
R ko [N R

Ma = —N+4+ Mgsinf

Ricaviamo N dalla terza equazione e sostituiamolo nelle precedenti:

Ma = M(gsinf —a)+T + Mgsin6
—I— = —upM|gsinf — a| ‘w—’R—I—TR
w
N = M(gsinf —a)

infine ricaviamo 7" dalla prima equazione e sostituiamolo nella seconda

T = 2M (a— gsinf)

a—I—QMD]a—gsin9|ﬁ+4(a—gsin9) =0
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dove si é tenuto conto che I = MR?/2. Per discutere questa espressione conviene
esplicitare pp

_ 4gsinf —5a v
iD= 2la — gsinf)| |v|

. . . a -
e rappresentarlo graficamente in funzione di Jsimg come in Figura

— o a= %g sin @
10
8
6
4
Up = 5/2
| | | l
1 1 1 1 P
-4 -2 0 2 4 G5ne

Figura 5.49.: La relazione tra il coefficiente di attrito up e P'accelerazione espressa in
unita gsinf. Il grafico rosso continuo si riferisce al caso v > 0, quello verde
tratteggiato al caso v < 0.

Le due curve corrispondono al caso v > 0 (linea continua rossa) e v < 0 (linea trat-
teggiata verde). Se v > 0 abbiamo una soluzione per up < 5/2. In particolare per
0 < pup < 2 il sistema si muove con accelerazione positiva costante, per up = 2 si ha un
moto a velocita costante e per 2 < up < 5/2 Paccelerazione & negativa, di conseguenza v
diminuisce fino ad annullarsi. Quando questo accade il sistema resta in equilibrio: questo
é possibile dato che le equazioni divengono

0 = N+T+ Mgsind
= —F;R+TR
= —N+ Mgsinf
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da cui otteniamo la forza di attrito statico
Fy=—-2Mgsinf
per la quale la relazione
2Mgsin® = |Fs| < us |[N| = Mgsin6

& verificata dato che
Hs > 1D > 2

Infine non si hanno soluzioni con v > 0 per up > 5/2.

Per v < 0 si hanno soluzioni per qualsiasi valore di pp, corrispondenti a una accelera-
zione positiva costante. Il modulo della velocita del sistema diminuisce fino ad annullarsi.
A questo punto se up > 2 il sistema resta fermo, altrimenti continua ad accelerare in
accordo col caso v > 0 visto precedentemente.

La soluzione ¢ unica pero solo per up < 5/2. Per up > 5/2 abbiamo due soluzioni
corrispondenti a N > 0 (cio¢ a < gsinf) e a N < 0 (cio¢ a > gsin#).

La soluzione trovata appare ragionevole per up < 5/2 (esiste ed ¢ unica), ma pro-
blematica per up > 5/2. Il problema considerato puo essere visto come un semplice
esempio che mostra come il modello di attrito (5.126.1) (legge di Coulomb) sia solo in
apparenza semplice, e possa condurre a situazioni paradossali che generalmente appaiono
quando si considerano sistemi con corpi rigidi e grandi valori del coefficiente di attrito.
Per approfondimenti vedere ad esempio [1J.
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5.127. Masse e molla: identificare un errore *x

P

—

k, 0

Figura 5.50.: La massa M ¢ inizialmente in equilibrio, la massa m in quiete.

Una massa M ¢ sospesa mediante una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo
£y al di sopra di un piano, come in figura, e si trova inizialmente in equilibrio. Una seconda
massa m viene lasciata cadere da ferma, partendo da un punto posto ad una altezza h
al di sopra della prima. Le due masse si urtano, e restano attaccate. Successivamente la
lunghezza della molla si riduce ulteriormente di

2m2gh

0= k(m+ M)

Dimostrate che il risultato precedente € errato. Fatelo senza calcolare il risultato cor-
retto, ma utilizzando un argomento basato su un opportuno caso limite. Infine trovate
esplicitamente la risposta giusta.

Soluzione

Si puo osservare che la molla si deve abbassare anche nel caso h = 0. Infatti anche
appoggiando semplicemente la massa m su quella M si aumenta la forza peso che deve
essere equilibrata dalla molla, quindi questa si dovra contrarre. Al contrario il risultato
proposto predice § = 0 in questo caso.

Per trovare il risultato corretto si puo usare la conservazione dell’energia, che € solo
potenziale sia nella configurazione iniziale (massa m appena lasciata libera) che in quella
finale (massima contrazione della molla).

L’energia potenziale si pud scrivere in funzione della lunghezza ¢ della molla e della
posizione z della massa m come

k
Uma=5w—&f+M¢+mw

Il primo termine corrisponde al potenziale della molla, il secondo al potenziale gravita-
zionale della massa M, in terzo al potenziale gravitazionale della massa m. Inizialmente
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la molla é in equilibrio, quindi la lunghezza della molla é determinato dal minimo di U
rispetto ad /¢:

oU
— =kl - Mg=20
ol ( 0) + Mg
e quindi da
Mg
=1l — —=
Tk

Sostituendo possiamo scrivere I’energia potenziale iniziale nella forma

2.2

J + mgh

= Mgl —
U ALY

Quella finale varra

k M 2 M
Uf:2<eo—kg—5—£0> +(M+m)g<€0—kg—5>

Ponendo U; = Uy e risolvendo per § otteniamo

_gm g2m? k My
5=27 i\/ = [1+29m<h lo+ k)]

La soluzione corretta corretta corrisponde al segno positivo, che significa anche § > 0,
dato che

h>€g—7

L’altra soluzione corrisponde invece all’altro valore di § per il quale la molla si trova in
quiete durante 'oscillazione.
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5.128. Proiettile con attrito viscoso: traiettoria *x

.....

che forma un angolo 6 rispetto all’orizzontale. Oltre a un campo di gravita costante é
presente una forza di attrito viscoso

F=—v
Trovare ’equazione esplicita della traiettoria, e discutere il limite nel quale si puo consi-
derare “piccolo” Pattrito, dicendo in modo preciso che cosa si intende con questo.

Soluzione

Scegliamo un sistema di coordinate cartesiane con origine nella posizione iniziale del pro-
iettile. Scriviamo le equazioni del moto nella direzione orizzontale e verticale. Abbiamo

v

o= ——i 5.128.1
i = —li-g (5.128.2)
m

Risolviamo esplicitamente la , cercando soluzioni del tipo
r=e
Sostituendo otteniamo la condizione
N+ TIa=0
m
e quindi i due possibili valori A = 0, A = —vy/m. Abbiamo quindi
= A+ Be m!
ed imponendo le condizioni al contorno

2(0) = A+B=0
. v

= ——B: -
#(0) - Vz,0

otteniamo o
w(t) = 100 [1 - e*%t} (5.128.3)

Y
Passiamo alla . La soluzione si ottiene aggiungendo alla soluzione generale
dell’equazione omogenea (identica alla ) una soluzione particolare. Sappiamo
che nel caso considerato questa puo corrispondere ad un moto a velocita costante, y = w;t,

e sostituendo nella (5.128.2) troviamo v; = —mg/~. Quindi la soluzione generale sara
mg
~

y:A—}—Be_%t— t
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Imponiamo ancora una volta le condizioni iniziali:

y(0) = A+ B=

!/ O = _— —_— =
y(0) m ~ Uy,0
da cui
y=m [U%O n mg] [1 _ e—%t} _mg, (5.128.4)
Y g Y
Veniamo adesso alla traiettoria. Possiamo ricavare dalla ((5.128.3|)
1—e mt = T

mvcc,()

t= —mlog (1— s )
vy mvg,0

Sostituendo nella ([5.128.4]) otteniamo 1’equazione desiderata,

2
=20y I [ T 4 log (1 —— )] (5.128.5)
Vz,0 i mvg.0 muvgo
Per valori di x tali che .
T« (5.128.6)
mvm,o

possiamo utilizzare ’approssimazione

log(1—2)=—x— %CE2 +O(x?)

Vy,0 1 ga? YT 3
Yy=—x— 5 92 + 0
Vg0 2 V30 muy o

e ottenere

cioe la stessa traiettoria valida in assenza di attrito. Per valori maggiori di « il termine
logaritmico diventa importante, ed in effetti la traiettoria ha un asintoto verticale per

% mvx,g
€T = ———
Y

L’interpretazione di questo fatto é che a causa dell’attrito il proiettile non supera oriz-
zontalmente il valore x = z*, come d’altra parte & chiaro dalla .

Discutiamo il limite di piccolo attrito. Per z fissato se vale la condizione , che
possiamo riscrivere nella forma
%X
T —/—
potremo approssimare il logaritmo come in precedenza e ottenere la soluzione priva di
attrito. Notiamo pero che, per quanto piccolo possa essere -y, per valori sufficientemente
grandi di x la traiettoria risultera comunque fortemente modificata.
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5.129. Carrello con massa scorrevole *x

Figura 5.51.: Figura per il problema |5.129] Il carrello di massa M scorre liberamente
sul piano, la massa m & vincolata a scorrere (senza attrito) lungo ’asta
verticale.

Un carrello di massa M scorre su un piano inclinato (di un angolo € rispetto all’oriz-
zontale) in assenza di attrito. Sopra al carrello ¢ montata un’asta verticale e su questa
scorre, sempre in assenza di attrito, una massa m. Massa e carrello sono collegati me-
diante un sistema di carrucole ideali e un filo inestensibile come in Figura[5.51] Calcolare
I’accelerazione del carrello in presenza di un campo gravitazionale costante g.

Soluzione

Scriviamo prima di tutto I’equazione del moto per il sistema composto dal carrello e dalla
massa nella direzione parallela al piano inclinato. Lungo tale direzione massa e carrello
hanno la stessa accelerazione a, quindi possiamo scrivere

(M +m)ay = (M +m)gsing — 2T
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Consideriamo adesso 1’equazione del moto per la sola massa, nella direzione perpendico-
lare al piano inclinato. Dato che I’asta é priva di attrito possiamo scrivere

ma, =T — mgcosf

Infine teniamo conto della inestensibilita del filo. Da essa segue che la somma dei due
tratti orizzontali del filo e del tratto tra la carrucola e la massa deve rimanere costante,

20, + £, = Costante

e derivando due volte rispetto al tempo, e tenendo conto che 0, = ay, &y = —a, otteniamo
2a|| =a
Sostituendo nelle equazioni del moto otteniamo

(M+m)a = (M+m)gsing —2T
2ma = T —mgcosf

ed infine
(M +m) gsinf — 2mg cos

M + 5m

a) =
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5.130. Carrello triangolare *x

Q)

m2

Figura 5.52.: Il carrello triangolare considerato nel problema.

Un carrello di sezione triangolare come in Figuram (angoli alla base a e ) e di massa
M ¢é appoggiato su un piano orizzontale privo di attrito, sul quale ¢ libero di muoversi.
Sui piani inclinati che corrispondono a due suoi lati sono appoggiate due masse mi e ms.
Queste sono collegate tra loro da un filo inestensibile e privo di massa, e possono scorrere
liberamente e senza attriti. Il sistema € immerso in un campo gravitazionale costante:
determinare ’accelerazione del carrello. Considerare in particolare il caso a = 5.

Soluzione

Scriviamo ’equazione per il moto orizzontale del carrello. Abbiamo
Ma = Nysina — Nysinf — T cosa + T cos 3 (5.130.1)

dove N1, Ny sono le forze di contatto che le due masse esercitano sul carrello, e T la
tensione del filo.

Scriviamo adesso le equazioni del moto per le due masse, nella direzione della normale
al piano al quale sono appoggiate. Osserviamo che in tali direzioni le accelerazioni delle
masse rispetto al carrello sono nulle, e quindi quelle assolute coincidono con le relative
componenti dell’accelerazione del carrello. Quindi

mi (—asina) = N; —mygcosa
mg (asinf) = Nz —mggcosf3 (5.130.2)

Scriviamo le analoghe equazioni per il moto delle due masse nelle direzioni parallele al
piano al quale sono appoggiate. Otteniamo

(r) T -
(acosa—i—al”) = m——gsma
1
T
(acosﬁ—kagl)) = —m——l—gsinﬁ
2
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(2)
2|

filo agh) = aé?l), possiamo quindi sottrarre membro a membro ottenendo

dove OLS‘) e as, sono le accelerazioni relative al carrello. A causa dell’inestensibilita del

1 1
a(cosa —cos ) = <—|—>T—g(sina—|—sin,6’)
ma mo
ossia e
1m2 . .
T=——"la(cosa—cosf)+ g(sina + sin
m1+m2[ ( B)+g( B)]

Sostituiamo la tensione cosi ottenuta nella (5.130.1)) insieme con le espressioni per Nj e
Ny ricavati dalle ((5.130.2)), ottenendo ’accelerazione richiesta

(mq cos o + my cos B)(mq sin a — my sin B)

a =
M (mq + mg) + mima(cosa — cos 8)% + (mq + my) (m1 sin? o 4+ mg sin? ﬁ)

Nel caso o« = 8 abbiamo
(my — mg) sin a cos «

T M+ (m1 + ma) sin® @’
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MASSA *

5.131. Sistema a tre corpi: energia nel sistema del centro di
massa x

Mostrare che I’energia cinetica per un sistema di tre punti materiali di massa m1, mo €
mg e velocita U7, U e U3 pud essere scritta nella forma
2

1 1 I, 1 L 1 I
Ee=3 (m1 + ma + mg) vZ, + FH2 (01 — B2)” + SH23 (T — ¥3)* + SHs1 (U3 — 1)

dove . . .
m1vU1 + movo + Mms3vUs

mi + mg + mg3

—

Vem =

é la velocita del centro di massa e le costanti pi2, pog € p31 sono funzioni delle masse.
Determinare esplicitamente w12, o3 € p31-

Soluzione
Sostituendo 'espressione della velocita del centro di massa troviamo

1 1

1 1 1
= §m1—|—m—2—|—mg (mq U1 + math + m3173)2+§ﬂl2 (07 — 52)2+§M23 (172 - 173)2‘1‘5#31 (U3 — ?71)2

c

e sviluppando i quadrati

1 1

2 2 2 2 2 92 — — — — — —
= (mlvl + mav; + m3vs + 2mimeuy - Uz + 2momgats - U3 + 2mgmqUs - Ul)
2my1 + mg + ms

Cc

1
+ —H12 (U% + U% — 2771 . 172)

2

1 I
+ 5#23 (U% + U% — 21)2 . 1)3)

1 I
+oha (v5 + v — 205 - 0)

Questa espressione si deve ridurre a,

1 1
E.= §m1v% + §m2u§ + §m3v§

quindi i termini misti si devono annullare. Questo da le condizioni

mimsa
- = MH12
mi1 + mo + ms
maims
- = H23
mi1 + mo + ms
msammg
= M31

mi + mg +mg3
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MASSA *

Quello che rimane ¢

2
(.
my + mz +mg3

1
2
—I-1 (m%-i-u12+u23) vh

2 \'m1+mo+ms3 2

il m; + pos + 2
| ——— v
2 \my + ma + ma H23 T~ {31 ) U3

ma il primo termine tra parentesi si riduce a

m% m% + mimso + mims
———— + 12+ 31 = =my
mi1 + mo + ms mi1 + mo + ms

e similmente gli altri si riducono rispettivamente a mso e ms, per cui la relazione cercata

& verificata.
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5.132. Nastro trasportatore x*

g

C

Figura 5.53.: Il nastro trasportatore considerato nel problema. Si pud immaginare che
la sabbia depositata abbia inizialmente una velocita nulla nella direzione
orizzontale.

Su un nastro trasportatore, mantenuto in movimento con velocita costante v, viene
depositata continuamente della sabbia. La massa di sabbia depositata per unita di tempo

& costante e vale
dm B
a

Calcolare la potenza del motore necessaria a mantenere il nastro in movimento.

Soluzione

Consideriamo una quantitd Am di sabbia che cade sul nastro. Il nastro trasportatore
esercitera su di essa una forza AF'(t) che la fara accelerare fino a raggiungere la velocita
ve. Questo significa che 'impulso totale esercitato dal nastro sulla massa sara

Al = / AF(t)dt = Am,

Per il terzo principio la sabbia avra esercitato una forza uguale e contraria sul nastro, e
quindi avra fatto su di esso un lavoro

AL = _/Apdx: —/AFvcdtZ —UC/AF(t)dt: —Amu?

Ma l’energia del nastro trasportatore non varia, quindi questo lavoro deve essere com-
pensato dal lavoro fatto dal motore, che vale quindi

ALy = Amu?

Dividendo per il tempo che € stato necessario ad immettere la massa otteniamo la potenza
del motore,

_MJ 2

P At = YU,
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Possiamo chiederci anche quanta potenza Py, sia stata dissipata in attrito. Dato che
I’energia cinetica della massa é aumentata di

A&y, = %Am v?

vediamo che esattamente meta della potenza del motore é dissipata in attrito, dato che

A&
P:Piss AL
diss NG
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5.133. Propulsione a reazione “istantanea’” xx

L’equipaggio di un razzo inizialmente fermo vuole aumentare la propria velocita espel-
lendo una massa nm di gas. La velocita del gas al momento dell’emissione relativa al
razzo & sempre —vg. La massa iniziale di quest’ultimo é m e chiaramente 0 < n < 1.
Indicheremo con pu(t) la massa espulsa al tempo ¢. Calcolate () nei due casi seguenti:

1. Tutta la massa viene espulsa istantaneamente a t = 0

2. La massa espulsa per unita di tempo é costante, e viene espulsa tutta in un tempo
T

Dette v}l) e v?) le velocita finale del razzo nel primo e nel secondo caso, stabilire se é
vero che

lim 0@ —
0t

1)
Uy

Soluzione

Se la massa viene espulsa tutta a ¢t = 0 sara

H(t):{o t<0

nm t>0

Nel secondo caso avremo invece

0 t<0
pt) =Lt 0<t<rT
nmm  t>T

Calcoliamo la velocita finale del razzo.
Usando la conservazione della quantita di moto possiamo scrivere

[m = u(@)]v(t) = [m — p(t) = dp] [v(t) + dv] — [vo — v(t)] dp

ossia

vodp = [m — u(t)] dv (5.133.1)
Integrando otteniamo

nm Vo vf

/ dp = / dv

o Mm—p 0

che da
2
vgc) = —vyplog (1 —n)

Questa formula non é perd applicabile nel primo caso. Applicando nuovamente la con-
servazione della quantita di moto abbiamo infatti

(1)

0=[m—nm]v;’ —vonm
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da cui
U(l) = 1)0777
b 1—7

(2)

Notare che v 7 non dipende da 7, di conseguenza

lim U;Q) = —volog (1 —1n) # v;l)

T7—0
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5.134. Perdita di energia di un oscillatore *x

Un oscillatore armonico € realizzato mediante una massa m collegata ad una molla di
costante elastica k. Inizialmente la massa si trova nella posizione di equilibrio, con
velocitd vg. Determinare per quale valore del coefficiente di attrito viscoso A I’energia
totale dell’oscillatore si riduce pit rapidamente.

Soluzione
L’equazione del moto dell’oscillatore
mi + A\t + kx =0
ammette per soluzione generale
r = Ae™! + Be™?!
dove a1 e g sono le due soluzioni di
ma?+ X a+k=0
che supponiamo per il momento distinte. Imponiamo le condizioni iniziali: abbiamo

z(0) = A+B=0

$(0) = oA+ asB =1
Risolvendo otteniamo
4 = %
a1 — Q9
B — __ "%
a1 — Q9
e quindi
Vo a1t ast
z(t) = —— (e —e™?
0 = )
. Vo aqt aot
z(t) = —— (a1e™’ — age™?
(t) al_a2(1 2e2")

Sostituendo nell’energia troviamo

[\
[\

1 1
E = §m33 + 5/@3}

1 2

= 71)70 [m (Ozlealt _ a2ea2t)2 +k (ealt o eazt)2:|
2 (a1 — a2)

2

= 1&2 |:<a%_|_ k) et + <a§+ k) 22t _ 9 <a1a2+ k) e(a1+a2)t:|

2 (1 — ag) m m m
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La parte reale di ay, ag @ sempre negativa (per A > 0), e corrispondera ad un termine
decrescente esponenzialmente. La riduzione piu rapida di energia si avra quindi per il

massimo valore di

771 = min (~Re a1, —Reas)

2
o A (A
2m 2m m

Rt 0 <A< Vimk
T = 3
=/ () - £ N> ViAmk
che ha un massimo per A = v4mk, che corrisponde allo smorzamento critico. Si trat-

ta proprio del caso che non abbiamo considerato esplicitamente (o = «3), che pero
possiamo considerare come limite delle espressioni precedenti. In particolare

D’altra parte

—A:I:\/K
2m

e quindi

1
lim F(t) = lim —muv]
A—0 A—0

2m 2VA + 2

2
N E e\/ﬁt o e—\/ﬁt 6*%75
2vV/A

m
1, AN =

= — 1 —_ — m
20 [( 2m> + m | ©

La decrescita non é piti esponenziale, ma le conclusioni non cambiano.

( \ VAl _ VA e\/ﬁt+e—\/5t>2
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5.135. Energia di un oscillatore forzato a regime xx

Un oscillatore armonico é caratterizzato da una massa m, una costante di richiamo
elastica k e un coefficiente di attrito viscoso A. Supponendo che su di esso sia applicata
una forzante periodica

F(t) = Fycoswt

e che solo le oscillazioni forzate siano presenti (condizione di regime) calcolare 1’energia
totale in funzione del tempo,

B(t) = %mdﬁQ(t) + %ka@(t)

Soluzione

L’equazione del moto del sistema &
ma + A\t + kx = Fy coswt
La soluzione a regime sara della forma
x = Acoswt + Bsinwt

dove A e B sono costanti da determinare. Calcolando le derivate prime e seconde e
sostituendo troviamo

(k- mw2) (Acoswt + Bsinwt) + Aw (—Asinwt + B coswt) = Fy cos wt
Segue che deve essere

(k—mwz)A—l-)\wB = Iy
(k—mwQ)B—/\wA = 0

Il sistema ha per soluzioni

Aw

Fi
(k — mw?)? + \2w? ‘
2

k —mw
(k — mw?)? + \2w?2 ‘

Scriviamo adesso ’energia, ponendo w% = k/m. Abbiamo

2
E(t) = %wg [(:2 (—Asinwt + Bcoswt)? + (A coswt + Bsinwt)2]
0

_m o1, 2 CLQ 1 _W: 2 2 .
= 2w0{2(A + B?) <1+w§> —|—2 (1 w%) [(4°-B )cos2wt+2AB81n2wt]}
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Notiamo un termine costante e un termine oscillante (assente se w = wyp). Sostituendo A
e B abbiamo infine

1 2 1 2 2 _ .2 2—P2 2 T 2 2
E(t) = mw% = 1+w7 + = l—w— (wo w) @ cos 2wt + 2 w(wo w) sin 2wt
2 2 wi 2 w? (wg—w2)2+I‘2w2 (wg—wz)z—i—I‘Qw?
Foz/m2

(w% — mw2)2 + T2w2

dove ' = \/m
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5.136. Risposta alla risonanza e fattore di qualita »x

Un oscillatore armonico caratterizzato da una massa m, una costante di richiamo elastica
k e un coefficiente di attrito viscoso A viene sottoposto ad una forzante periodica

F(t) = Fycoswt
Detta A(w) 'ampiezza di oscillazione a regime, mostrare che il rapporto

A(wy)
A(0)

dove w, ¢ la frequenza di risonanza dell’oscillatore si puo scrivere come una funzione del
solo fattore di qualita Q.
Soluzione

La soluzione a regime dell’equazione del moto
ma + A\t + kx = Fycoswt

sl puo scrivere come ‘
Foezwt
zr(t) =Re | ——————

() [k—mwQ—i—/\iw

ed ¢ dunque una oscillazione di ampiezza (w3 = k/m)
Ey 1
m \/(wg — w2)2 + A2

m

Alw) =

La frequenza di risonanza si determina calcolando il massimo di questa espressione, che
corrisponde al valore di w? che rende minimo il termine al denominatore. Questo si
determina da

d 2\2 )\2 ) ) 2 )\2
dwz[(wo—w)—i—Zw :2(w —wo)—f——z:()
ossia )
2 A
r 0 om?2
Sostituendo troviamo
Alwr)  mwy  [Em Q
A(0) DY A2
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5.137. Forzante periodica per t > 0 xx

Un oscillatore armonico caratterizzato da una massa m e da una costante di richiamo
elastica k (non c’¢ attrito) ¢ inizialmente fermo nella posizione di equilibrio. Per ¢ > 0
viene sottoposto ad una forzante periodica

F(t) = Fycoswt

Calcolare 1’evoluzione temporale x(t)

Soluzione

L’equazione del moto é
mi + kx = Fycoswt

che ammette come soluzione particolare

Fy

.Tp(t) = m coswt

Per ottenere la soluzione generale dobbiamo aggiungere la soluzione generale dell’omo-
genea. Quindi abbiamo

m-1F
x(t) = — =9 coswt + Acoswyt + Bsinwot
2_ .2

dove abbiamo posto w% = k/m. Imponiamo adesso le condizioni iniziali. Abbiamo

2(0) = =% 4A=0
WO*LL)

x(()) = BwO:O

da cul ricaviamo

B =0
A = milFo
T w2 — w2
0
e quindi
Fy coswt — coswyt
x(t) = — 5

m wg — w?

Notare che possiamo prendere il limite w — wy. Applicando la regola di de L’Hopital

abbiamo .
. Fpcoswt — coswyt . Fy—tsinwt Fy
lim — 5 = lim — =

3 = t sinwgt
w—wo M wh —w w—wo m —2w 2muwyg

che possiamo interpretare come risposta del sistema forzato alla risonanza.
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5.138. Fermare un oscillatorexx

Un oscillatore armonico caratterizzato da una massa m e da una costante di richiamo
elastica k (non c’¢ attrito) si trova inizialmente nella posizione x = ¢ con velocita nulla.
Detto T il suo periodo di oscillazione, determinare una forza F'(t) che puo essere applicata
per ridurlo in quiete nella posizione di equilibrio per ¢t > T.

Soluzione
Dobbiamo trovare una F'(t) tale che la soluzione di
ma + kx = F(t)

con le condizioni iniziali specificate si annulli per ¢ > T'. Una possibile strategia é ottenere
z(T")=0ex(T") = 0con T’ < T, smettendo di applicare la forza successivamente. Dato
che dobbiamo imporre due condizioni scegliamo una forza semplice con due parametri
liberi, ad esempio (il fattore m ¢ introdotto per convenienza)

0 t<0
F(t) = { amsinwt + bmcoswt 0 <t <T’
0 t>1T

Dobbiamo quindi risolvere il problema
mx + kx = amsinwt + bm cos wt

Una soluzione particolare ¢ della forma

1

5 5 (asinwt + beoswt)
wg — w

LUp:

e quindi la soluzione generale sara

1

2 _ 2 (asinwt + bcoswt) + A coswyt + B sinwpt
2 _

xr =

con w3 = k/m. Imponiamo le condizioni iniziali.

z(0) = + A==z
() w%_wg 0
aw
z(0) = w%— 2+Bw0:

da cui
b
A = x0—— 2
wg — w
w a
B = ——5_"3
0w — w
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e quindi

1 . b w a )
$:272(asmwt+bcoswt)+ To— 55 coswgt——ﬁsmwot
wi —w Wi —w wo wh — w

Imponiamo adesso le condizioni a t = T”. Abbiamo

: b w .
(T = 5 5 (a sinwT” + bcos wT’) + (20 — —5—— | cos wol' — — 5 5 sinweT’ =0
WE — w wE —w Wy wWp — w
0 0 0
. w . b i a
#(T') = - (a coswT’ — bsin wT') —wo |0 — —5—— | sin woT’ — W—5— CO8 wol’' =0
W — w W —w Wi — w
0 0 0
Questo € un sistema nelle incognite a, b
. y . ,
sinwl” — &= sinwoT’ coswT" — cos wyT” ,
a+ b= —x0(wy+ w)coswyT

Wy — W Wy — W

coswT” — coswoT’ O ginweT’ —sinwT” . wy _
a+ b= — (wo +w)xgsinwyT”

wo — W Wy —w

Sarebbe possibile risolvere il sistema in generale, ma per semplificare ulteriormente
I’espressione prendiamo il limite w — wg, ottenendo

—woT coswoT + sinweT) a + (woT sinwoT) b = —2xw? cos wyT
0

(woT sinwoT) a + (sinweT + woT coswoT) b = 2wz sin weT

Inoltre scegliendo 77 = T' = 27 /wy abbiamo

o ngo

™

b=0

e quindi

k
Fit)= Dgnwet 0<t<T
T
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5.139. Molla con massa distribuita | xx

AN AN

Tl
To h(z1)
Lo = h(xs)
. h(ws)
" aen
. h(ws)
R i)
X7

Figura 5.54.: La molla nella configurazione di riposo (a sinistra) e in quella di equilibrio
(a destra). Il valore di h(z) corrisponde alla posizione verticale del punto
rispetto alla sospensione.

Una molla ha lunghezza a riposo Lg, una costante elastica K e una massa M, uni-
formemente distribuita. Per avere un modello concreto si pud pensare, ad esempio, ad
un numero N molto grande di molle, ciascuna di lunghezza Lo/N, costante elastica k e
massa m = MN 1.

o Quanto vale k in funzione di K e N7

Si appende un suo estremo e si permette all’altro di pendere verticalmente. Sulla molla
agisce la forza di gravitd. Considerando il limite N — oo, indichiamo con z la coordinata
dell’elemento della molla che si trova ad una distanza x dall’estremo appeso (0 < x < Ly,
vedere Figura in condizioni di riposo. Determinare nella configurazione di equilibrio

o il valore della tensione T'(z) lungo la molla;
o la distanza y(x) del punto identificato da = dall’estremo appeso;

o l'allungamento totale della molla e la sua lunghezza.

Soluzione

Per quanto riguarda la costante elastica k di una delle molle componenti, dato che queste
sono in serie tra loro ed identiche avremo (vedere I’Esercizio |5.27))

1 N
>
i=1

x| =
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e quindi £k = NK. Per il seguito conviene scrivere la costante di un tratto di elastico
molto piccolo, che si ottiene facilmente ponendo N = Lo/Az, cioé
Loy
k=K—
Ax
Calcoliamo adesso la tensione all’equilibrio in funzione di . Consideriamo il tratto di
elastico sottostante al punto identificato da z. Questo avra una massa

Lo—l‘

m(x) =M T

e su di esso agiranno la tensione T'(z) e la forza peso. All’equilibrio dovremo avere dunque

T(z) = Mg (1 - ;{))

Per quanto riguarda la lunghezza, consideriamo adesso il tratto di elastico tra il punto x
e il punto x + Az. Il suo allungamento (la differenza tra la lunghezza a riposo e quella
all’equilibrio) sara dato da

Al(z) =y(z+ Az) —y(z) — Az
e dovra essere legato alla tensione dalla relazione

(x + Az) —y(x) — Az

T(z) = kAl(z) = K Lo o~

passando al limite Az — 0 si trova

T(z) = kAl(z) = K Lo <di/z(;) - 1>

Possiamo adesso ricavare esplicitamente y(z), riscrivendo 'equazione precedente nella
forma g v
Y 1 g r
—=—_—T l=—"(1—-— 1
ir = Koo W= w1, < > *
ed integrando troviamo
Mg z?
y(x) = Lo (a:— 2Lo) +x
La costante di intregrazione é stata posta uguale a zero, dato che y(0) = 0. Vediamo che

la distanza di ogni elemento della molla dal punto di sospensione cresce, e che ponendo
g = 0 otteniamo y(z) = x, come deve essere. La lunghezza della molla sara data da

Mg

L=y(lg)=—+4+1L

y(Lo) = 537 + Lo
e il suo allungamento da

Mg

AL=L—-Ly=—=

DY¢

la meta di quello che si otterebbe se tutto la massa fosse concentrata all’estremo inferiore.
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5.140. Molla con massa distribuita Il *x

Considerare la molla con massa distribuita descritta nell’Esercizio [5.1391 Mostrare che
I’'accelerazione di un suo elemento generico che si trova in x nella condizione di riposo é
descritto dall’equazione

0?y(x,t) _ n oT (x,t)

92 g o (5.140.1)

dove u = M/Ly. Usando l'espressione della tensione trovata nell’esercizio precedente

mostrare che deve valere o (2.1) o (2.1)
ylx,t ylx,t

— = .140.2

52 X 5.2 g (5.140.2)

e calcolare il valore di x. Mostrate infine che

1
y(z,t) = F (x — vt) + G (x + vt) + 59752 (5.140.3)

dove F' e GG sono funzioni arbitrarie é soluzione della Equazione (5.140.2) per un oppor-
tuno valore della costante v, e determinare quest’ultimo.

Soluzione

Consideriamo ’equazione del moto di un tratto di filo posto tra x e x + Az. Per la
seconda legge di Newton

M 1 oA 92y (2, t) M
Pac)(— I 40 ) = T(x + Az, t) — T 2A
<L0 x> <Ax /x 52 d:v) (x + Ax,t) (z,t) + (Lo x) g

In questa equazione abbiamo a destra la massa del tratto considerato, moltiplicato per

laccelerazione del suo centro di massa. A destra abbiamo le tensioni agli estremi e la

forza peso. Dividendo membro a membro per Ax e passando al limite Az — 0 otteniamo
M 0%y(z,t) 0T (x,1) N M

Ly Ot? Ox g Lo

Derivando ’espressione per la tensione trovata nell’esercizio precedente abbiamo

? L 0 (Oy(at) o 9Pylat)
%T(x,t) = KLO 8.%' < 83} — 1) = KLO 8.’1]2

e sostituendo Sy (. 1) Sy (. 1)
ylx,t ylz,t
~ KLo—2\" " _
Iz o2 052 ©g
che & l'espressione cercata se Y = K Lg. Verifichiamo per sostituzione che la (5.140.3) ¢

una soluzione. Abbiamo (indichiamo con un apice la derivata di una funzione rispetto al
suo argomento)

(5.140.4)

%y(x,t)

52 Vv F" (2 —vt) + v*°G" (x +vt) + g (5.140.5)
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2
W — F" (z — vt) + G" (z + vt) (5.140.6)

Sostituendo nella (5.140.4)) otteniamo

0 [F" (z — vt) +0*G" (z + vt)] + g — % [F'(z—vt)+ G (z+vt)] =g

che & verificata se v = /x/p.
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5.141. Molla con massa distribuita Il x x xx

La molla con massa distribuita considerata negli Esercizi [5.139] e [5.140] si trova inizial-
mente appesa in quiete nella configurazione di equilibrio considerata precedentemente.
All'improvviso I'estremo superiore si stacca, e la molla cade liberamente sotto 'effetto
della accelerazione di gravita. Determinare, facendo uso dei risultati precedenti,

1. La legge oraria del centro di massa della molla.
2. La legge oraria dell’estremo superiore della molla.

3. La legge oraria dell’estremo inferiore della molla.

Soluzione

Si puo rispondere immediatamente alla prima domanda: il centro di massa si muovera
con moto uniformemente accelerato verso il basso, con accelerazione g, dato che deve

essere
Mijcy = —Mg

In seguito verificheremo direttamente questa affermazione.
Per quanto riguarda il moto degli estremi, proviamo a cercare una soluzione per la
caduta della molla nella forma vista nell’Esercizio [5.140} ossia

y(x,t) = F (x —vt) + G (x +vt) + %gtz (5.141.1)

Per il seguito risulta conveniente scrivere

y(z,t) = = + u(x, t)

da cui
u(z,t) = F (z —vt) + G (x +vt) —x + %th
=A(x—vt)+ B(z+vt)+ %gt2 (5.141.2)
con
Afx) = Flx) - 5
B(z) = G(z) — g

Dobbiamo imporre che a t = 0 la soluzione coincida con la configurazione di equilibrio
determinata nell’Esercizio [5.139] ossia

Mg x? gL z?
0
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per 0 < x < L. Inoltre nell’istante immediatamente successivo al distacco la molla sara
ferma, quindi sempre per 0 < x < L dovremo avere

u(z,0) = v [A'(z) — B'(z)] =0

e quindi le funzioni A e B potranno differire solo per una costante, B(x) = A(z) + C.
Sostituendo nell’equazione precedente avremo

Aw) = o <xx2>0

202 °Ly) 2

gLo z? C

Bz) = I20(,- 2 )+%
(=) 202 (x 2L0> 3

e confrontando con la vediamo che la costante é irrilevante, per cui porremo
C=0.

Se consideriamo adesso la struttura della soluzione , vediamo che, a parte il
termine gt2/2, la funzione u(z,t) puo essere interpretata come la somma di una funzione
A(x — vt) che si trasla rigidamente con velocita v, e di una funzione B(x + vt) che fa
lo stesso con velocitd —v. Con le considerazioni precedenti abbiamo determinato A(x)
e B(x) nellintervallo 0 < x < Ly, ma non sappiamo ancora niente sulla loro forma per
z>Lyex <O.

Sappiamo pero che la tensione all’estremo x = Lg é nulla. Come abbiamo visto negli

esercizi precedenti
ou 1

dr ~ KLy

e quindi dovra essere

8u(L0, t)

o ALy —vt) + B' (Lo +vt) =0

Dopo il distacco anche la tensione in « = 0 si dovra annullare, e quindi per ¢t > 0

Segue che
Al(x) = —-B'(2Lo — )
A(z) = —-B'(-x)

Integrando otteniamo

A(z) = B(2Ly—x)
A(z) = B(-x)

a meno di costanti che dobbiamo considerare nulle se vogliamo che y(x,t) sia continua.
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Queste relazioni permettono di determinare la forma di A e B al di fuori dell’intervallo
0 < z < Lo. Infatti vediamo che riflettendo B(x) rispetto = 0 si deve ottenere A(x).
Lo stesso deve accadere per una riflessione rispetto x = Ly.

La conclusione ¢ che sia A(x) che B(x) sono funzioni periodiche con periodo 2Ly, e
che possiamo scrivere

T 2
A(z) = B(z) = % (v(az) - VQ(LZ ) (5.141.3)
) =220 | 57

e |z] ¢ il pin grande intero minore di  (vedere Figura (5.55)).

Figura 5.55.: Le funzioni A(x) (linea nera tratteggiata) e B(x) (linea rossa continua)
sono rappresentate in alto. La funzione u(z,t) & uguale a meno del termine
gt?/2 alla somma di A(z — vt) e di B(z + vt), cioé delle funzioni traslate
rigidamente verso destra e verso sinistra di vt (figura in basso).

Possiamo adesso determinare facilmente il moto di un punto generico della molla,
ottenendo
Y(z —vt)?2 +y(x+0t)?] 1

Zat?
2Lo t 99

L
y(x,t) :x—I—QQTS Y(z — vt) + v(z + vt) —

Notiamo che y(z,t) ¢ continua, ma la sua derivata dy/0x ha una discontinuita. Questa
discontinuita si genera al momento del distacco, quando la tensione all’estremo superiore
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cambia bruscamente, AT = —Mg. Dalla Figura [5.55] & evidente che tale discontinuita si
propaghera inizialmente dall’estremo inferiore a quello superiore con velocita

L 0y oy
vp = gﬁlgr;t (83@” + 8t>

Ad ogni arrivo ad un estremo verra riflessa e invertira il suo moto. Notare che mentre
Oy /0x deve avere una discontinuita, il limite precedente deve esistere: quindi anche dy /0t
deve avere una discontinuita e deve valerd®2

A(ay>:—vA<ay), Af= lim f— lim f

ot ox r—vtt TVt

3.0

zof

-2 -1

0 1
K< [>[54] [=e][+

Figura 5.56.: La funzione y(z,t) (in rosso) nellintervallo 0 < ¢ < 2Ly/v. Per confronto
sono riportate anche le funzioni A(x — vt) (in blu), B(x + vt) (in verde) e
y(x,0) (tratteggiata). Si é preso Lp = 1m e v = 4ms™!, quindi 2Lg/v =
0.5s.

Notiamo inoltre che la funzione y(x, t)—gt2/2 si puo interpretare come la configurazione
della molla vista in un sistema di riferimento solidale al centro di massa (cio¢, in moto
uniformemente accelerato con accelerazione g), e che si ripete periodicamente per ¢ >
0 con periodo 2Lg/v. Studiamo quindi y(z,t) a partire da t,, = 2mLy/v con m €
{0,1,---}. Ponendo t = t,, + 7 possiamo distingure due fasi:

22Verificatelo esplicitamente, usando i risultati che seguono.
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1. 0 < v1 < Ly. La discontinuita nella derivata si muove da sinistra verso destra, e si
trova in zp = v7T. Possiamo scrivere per 0 < z < xp

L 2L — 2 2 1 omlL 2
y(z,t) = x+91)720 JC+L0—($+ 0—vT) —I—(m+v7)}+ (m 0+T>

AL, 29
2gmL L
gmlLg (T+m 0)
v v

L
— y(x,O)—i-gvTO(vT—x)—&-

eperxp < x < Ly

y($7t) = y($a 0) + v

2gmL mL

gmLo (T n 0)
v

Notare che tutti i punti della molla in < xp si stanno muovendo con la stessa

velocitd costante
9y _ glLo

= 142
ot v (1+2m)
e quelli con x > xp con
Oy _ gLo
“J _IH0 9
ot v (2m)

2. Lg < vt < 2Lg. La discontinuita nella derivata si muove da destra verso sinistra,
e si trova in xp = 2Ly — v7. Possiamo scrivere per 0 < x < zp

2gm Ly <T N mL0>

v v

L
y(a,t) = y(a,0) + T2 (o7 —2) +

eperxp < x < Ly

2gL
y(x7t) = y(w, 0) + ?}20 (UT - LO) +

2gmL L
gm 0<T+m o)
v v

Questa volta i punti con z < xzp si muovono con la velocita costante

9y _ gLo

oI 149

5t (14 2m)
e quelli con x > xzp con

Oy _ gLo

—— == (242

ot v (2+2m)

Possiamo in conclusione descrivere il moto in questi termini: inizialmente la molla é
ferma. Come descritto in precedenza, la discontinuita in dy/dx inizia a muoversi dall’e-
stremo che si é staccato, e si sposta continuamente da un capo all’altro. Possiamo adesso
calcolare esplicitamente la sua velocita.

Al passaggio della discontinuitd un punto della molla incrementa istantaneamente la

sua velocitd di
_9Lo

[

AV
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L’evoluzione e rappresentata nella animazione trat =0 et = 2Ly/v, intervallo
corrispondente ai primi due “passaggi” della discontinuitd (m = 0 nelle formule prece-
denti). Notare in particolare che l’estremo inferiore della molla rimane immobile fino al
sopraggiungere di questa. In conclusione le estremita della molla si muoveranno con ve-
locita costante: solo al momento dell’arrivo della discontinuita la loro velocita aumentera
improvvisamente di AV.

12

10

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 5.57.: Le leggi orarie dell’estremo superiore (in rosso) e dell’estremo inferiore (in
blu) della molla. Sull’asse delle ascisse ¢ riportato il tempo in secondi,
sull’asse delle ordinate vy in metri. Si é preso Lg = 1m e v = 4ms™ .
La discontinuita in dy/0z passa quindi dall’estremo superiore in t,, =
2mLg/v = 0.08,0.5s,--- ed in quello inferiore in t,, = (2m+ 1) Lo/v =
0.25s8,0.75s, - - -.

Calcoliamo infine esplicitamente il moto del centro di massa, limitandoci a 0 < ¢t <

Ly/v. Dato che
1 Lo
Yem = M/ydm:]\/ﬁ[/o ydx

otteniamo

2 . . N .
3Per vedere I’animazione & necessario Adobe Acrobat.

(<) DO 355 versione del 9 ottobre 2013



5.141. MOLLA CON MASSA DISTRIBUITA IIT % x xx

1 vt gLy
Yem Lo/o l:(,0)+2(1)t—1'):|d1'
1 [t
—i—LO/t y(x,0)dz
v
1 Lo gLo 2
— 920 (9p ~ T3 1 ¢
wl s ()]
g vt
+U—2 (vt — x) dx
0
29Lo\ Lo 1
(* 3v2>2+2t

Questo conferma quanto detto inizialmente. Un calcolo analogo darebbe lo stesso risul-
tato per t > 0 qualsiasi. Molto pili semplicemente, sappiamo che le masse a sinistra e a
destra della discontinuita si muovono con velocita costante. Considerando ad esempio la
fase 1 vista precedentemente possiamo scrivere

vt gLg vt> gLo

= 20142 1—— | 2=%
vem L0U(+m)+( Lo v mn

da cui
acMm =9
ed analogamente nella fase 2.

Concludiamo osservando che il modello considerato ha delle limitazioni. Se calcoliamo
infatti la quantita dy/dx troviamo, con la notazione usata in precedenza,

oy - % O<z<azp
7(x7t) = gLO x
ox 1+U—2<1—L—0> rp <x < Ly
Si vede facilmente che se I
>l
v

in qualche punto della molla si avra

Jy
5y <0

Questo significa che ¢y non é una funzione crescente di x: in altre parole durante 1’evoluzio-
ne una punto della molla puo superare quelli successivi. I parametri della animazione[5.56
sono stati scelti in modo che questo non accada, ma con altre scelte il fenomeno avviene
(vedere I'animazione [5.58)), ed ¢ chiaramente non realistico.

Per risolvere il problema si deve complicare il modello, ad esempio modificando la
legge di Hooke imposta nell’Equazione in modo da impedire la compressione. Per un
possibile approccio vedere[l]. Un esempio “dal vivo” di un sistema di questo tipo si trova
all’indirizzo http://www.youtube.com/watch?v=uiyMuHuCFo4.
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-1 1] 1
K] <IQfD ][> =[]+

Figura 5.58.: La funzione y(x,t) (in rosso) nellintervallo 0 < ¢ < 2Lg/v. Per confronto
sono riportate anche le funzioni A(x — vt) (in blu), B(z + vt) (in verde) e
y(z,0) (traggeggiata). Si é preso Lg = 1m e v = 2ms™ !, quindi 2Lg/v =
1s. Notare che in questo caso alcuni punti della molla superano i successivi
nel corso dell’evoluzione.
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5.142. Molecola triangolare x x x

Un semplice modello di molecola & costituito da tre masse identiche m collegate da tre
molle di costante elastica k e lunghezza a riposo £y, in modo da formare un triangolo
equilatero. Un moto semplice & quello nel quale la molecola ruota su se stessa con velocita
angolare wqg costante, mentre la lunghezza delle molle non cambia. Studiare le piccole
oscillazioni attorno a questa soluzione particolare.

Soluzione

5.143. Pendolo inclinato *x

il

Figura 5.59.: Il pendolo adagiato sul piano inclinato.

Su un piano inclinato di un angolo 6 = 7/6 rispetto all’orizzontale ¢ fissato un pendolo
di massa M e lunghezza L. Inizialmente il pendolo si trova nella posizione di equilibrio
e viene lanciato con una velocita iniziale vg. Tra il piano e la massa M si ha attrito
dinamico con coefficiente pup = 2/ V3. Trovare il valore minimo di vy per il quale il
pendolo riesce ad effettuare un giro completo.

Soluzione
Usando il sistema di coordinate rappresentato in Figura [5.59| possiamo scrivere

y=—Lcos¢

e misurando 'altezza della massa rispetto ad un piano orizzontale passante per 1’origine
abbiamo
h = —Lcos¢sinf

Scriviamo I'energia del pendolo, tenendo conto del potenziale gravitazionale. Abbiamo

1 .
E = 5ML2<;52 — MgLsin 6 cos ¢
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Il teorema delle forze vive ci dice che la variazione dell’energia totale & uguale al lavoro
della forza di attrito. Quest’ultima vale

Fo =pupN
dove
N = Mgcost

¢ la reazione normale del piano. Applicando in teorema tra la posizione iniziale e una
posizione generica del pendolo abbiamo

1 . 1
§ML2¢2 — MgLsin6cos ¢ — EM’U(% + MgLsind = —LoupMgcosf

dalla quale possiamo dedurre (;52 nella posizione generica
. 2g . 2g . 2g v3
2 0
= —sinfcos¢p — —sinf — —= cosf + —
=7 ¢— 7 7 kD 72
Affinché possa avvenire un giro completo, € necessario che la tensione del filo sia sempre
positiva o nulla. Scrivendo ’equazione del moto per la massa nella direzione radiale sul
piano inclinato abbiamo

—ML¢* = —T + Mgsinf cos ¢

da cui .
T = ML¢?* + Mgsin 6 cos ¢

Sostituendo il valore di <]52 trovato precedentemente abbiamo
. . M vg
T =3Mgsinfcos¢p —2Mgsinf —2M goup cos 6 + < >0

Questo da la condizione

2
Mg

3Mgsinfcosp — 2Mgsinf — 2M gpup cos 6 + >0

Sostituendo esplicitamente i valori di pup e # abbiamo

vg > gL <1—;cos¢+2¢)

Derivando il membro destro vediamo che si tratta di una funzione sempre crescente di
¢. 1l valore massimo su un giro completo ¢ quindi a ¢ = 2, e troviamo la condizione

1
vo > /gL <47r— 2>
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6. Dinamica del corpo rigido

6.1. Tensore di inerzia di un cubo | %

Determinare il tensore di inerzia di un corpo rigido formato da masse puntiformi di massa
m poste ai vertici di un cubo di lato a, collegate tra loro con barre di massa trascurabile.
Porre 'origine nel centro di massa del cubo.

Soluzione

Il corpo ¢ simmetrico rispetto a inversioni e permutazioni degli assi coordinati. Da questo
segue che gli elementi fuori diagonale sono nulli, e quelli diagonali tutti uguali.

Calcoliamo allora
' =Y "my + 7).

Tutte le masse sono alla stessa distanza dall’asse z, data da

2
2 2 @
Y

da cuil
2

I = J% = J?* = Sm% = 4dma?
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6.2. TENSORE DI INERZIA DI UN CUBO II %%

6.2. Tensore di inerzia di un cubo Il %

Determinare il tensore di inerzia di un cubo omogeneo di lato a e massa M. Porre
I'origine del sistema di coordinate nel centro di massa.

Soluzione

A causa della simmetria del corpo il tensore di inerzia ¢ diagonale, con elementi diagonali
uguali. Possiamo allora calcolare

I = /(332 + 3%)dm
dove l'integrazione ¢ estesa a tutto il corpo. In coordinate cartesiane abbiamo
M
dm = pdV = —dxdydz
a

e quindi 'integrale diviene

M [e/2 a/2 a/2
' =— dw/ dy/ dz (2® + 7).
a” J_a/2 —a/2 —a/2

Integriamo su z

M a/2 a/2
" = 3a/ da:/ dy (z* +y?)
a —a/2 —a/2

o5 _ M a/2

quindi su y

11
e d 2 9- 2 3
el o x (az” + 35% )

ed infine su z, ottenendo
JLC T S Vor
6
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6.3. TENSORE DI INERZIA E ROTAZIONI %

6.3. Tensore di inerzia e rotazioni x x x

Trovare la legge di trasformazione del tensore di inerzia di un corpo rigido per rotazioni
infinitesime del sistema di coordinate. Mostrare che se il corpo rigido é invariante per
rotazioni il tensore di inerzia é diagonale.

Soluzione

Il tensore di inerzia si puo scrivere nella forma
1% = /dm (r2690 — parby .

Sappiamo che sotto rotazioni infinitesime possiamo scrivere la legge di trasformazione di
un vettore (ad esempio ) come

r—=r+eANT=7+1I7
dove

r

I
Q)
Y
S

—Ex
—&y &z 0
Il tensore trasformera come il prodotto delle componenti di due vettori, e quindi come

I-Q+D)I1+D) ' =14+TI-1IT.

Se il corpo rigido ¢ invariante deve essere

I'r-11=20
ossia
0 —e. gy = J*v JrZ Iz [y Jrz 0 —e. gy
I 0 —eg Iv=  JYY  JY* = VS O €, 0 —eg
—&y &g 0 S R I  J1#Y  J?? —&y &z 0

Calcolando la componente 1,1 di ambo i membri abbiamo
—e 1Y ey I*" = e, 1" — gy I"*

da cui I¥* = [*Y =0 e I"® = I*® = 0. Dalla componente 2,2 abbiamo analogamente
e I — e, J7Y = —, IY" + &, 1Y7

da cui segue anche I¥* = I*¥ = (. Il tensore di inerzia ¢ dunque diagonale. Considerando
la componente 1,2 abbiamo
— I = —e, I™

e dalla 1,3
eyl™ =g, I

da cui segue I™® = % = [**.

(<) DO 363 versione del 9 ottobre 2013



6.4. TENSORE DI INERZIA E TRASLAZIONI % % %

6.4. Tensore di inerzia e traslazioni x x x

Supponendo noto il tensore di inerzia di un corpo rispetto al suo centro di massa, calcolare
quello di un corpo identico traslato di a.

Soluzione

Le componenti del tensore di inerzia riferito al centro di massa si scrivono nella forma
ab __ ) 2 cab a,.b
1), = E m; <ri5 —Tﬂi) .
i
Con una traslazione definiamo un nuovo sistema di coordinate con origine in —a
=7 +ad
e sostituendo abbiamo

12 = Y [+ @26 — ) (4 o)

ossia

1% — Zmi [(u? +a? — 2i; - a) 5% — (ufui’ + a%a® — ufa® — a“u?)} .
i

Separando i diversi termini abbiamo

Igﬁb = g m; [u%“b—u?uﬂ
i

[25“’6 . Z m;il; — (ab Z miui 4+ a® Z m,uf)]
+ [a25ab — aaab} Z m;
i

e tenendo conto che

abbiamo

% = Z m; [u?dab — ufuﬂ
i
Riassumendo abbiamo
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6.5. TEOREMA DI STEINER x*

6.5. Teorema di Steiner xx

Dimostrare, utilizzando i risultati dell’esercizio precedente, il risultato che segue. Sia I,
il momento di inerzia di un corpo rispetto ad un asse n passante per il suo centro di
massa.

Il momento di inerzia dello stesso corpo rispetto ad un asse ad esso parallelo a distanza
a dal centro di massa ¢ dato da

Iy = I+ Ma®.
Soluzione
Dal problema precedente abbiamo per una traslazione qualsiasi
19 =17 + M (a*§" —d'd’) .
Calcolando il momento di inerzia rispetto all’asse identificato dal versore n abbiamo
Inind = T9 n'nd + M (a25ij - aiaj) n'n’

ossia
I, =Imm+M(a®> -G -7nd-n)

ma scegliendo la traslazione ortogonale a 7 abbiamo a - 7, che ¢ il risultato cercato.
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6.6. CILINDRO SU UN PIANO INCLINATO

6.6. Cilindro su un piano inclinato

Un cilindro ruota senza strisciare su un piano inclinato di un angolo «. Calcolare
I’accelerazione del suo centro di massa.

Soluzione

Possiamo scrivere I’energia totale nella forma
1 .9 1 N2 .
E = QMS + 5[0 — Mgs sina

dove s é una coordinata presa lungo il piano e I il momento di inerzia del cilindro rispetto
al suo asse. Dalla condizione di puro rotolamento R = —s abbiamo

1 1
E:2<M+R2>S2Mgssina

e derivando rispetto al tempo

. I
E= (M%—R2>S§—Mgésinoz:0

abbiamo le equazioni del moto
. Mgsina
§=_25 =

M+

che forniscono direttamente 1’accelerazione.
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6.7. MOTO SU UN CONO IN PRESENZA DI GRAVITA % x

6.7. Moto su un cono in presenza di gravita x x

Un punto materiale & vincolato a muoversi su un cono di ampiezza 2a posto con 1’asse
verticale e il vertice verso il basso. Discutere le possibili traiettorie.
Soluzione

Scegliamo un sistema di coordinate cilindriche con I’origine nel vertice del cono. L’energia
del sistema sara in coordinate cilindriche

E= %m [(1 + tan? a) 52 4+ 2% tan? ozq.SZ] + mgz
dove si € tenuto conto del fatto che p e z sono legati da

p=ztana
La posizione del punto materiale ¢ determinato da

7= 2€, + pé,
e le forze ad esso applicate valgono
F = —mgé, + N (- cos aé, +sinae;)
dove il primo termina ¢é la forza peso e il secondo la reazione normale alla superficie.
Quindi il momento non ha componenti lungo é,
e.-M = é,- (F/\ ﬁ) =é, - [(zé; + pé,) N (—mgeé, + N sinaé, — N cos aé,)]
= é,-[-Nzcosaé, Né,+p(—mg+ Nsina)é, Né,] xé,-(é,Né.) =0

Quindi la componente z del momento angolare si conserva, e possiamo scrivere

L. =mp*¢
Eliminando p, d) nell’energia otteniamo
L

1 2 22
E:fm(l—l—tan O[)Z +m

2

Il potenziale effettivo ha un minimo in

1/3
z= _ L :
gm?tan? o

che corrisponde ad un’orbita circolare. Dato che lim, o Uesr = +00 e lim, oo Uepy =
400 tutte le orbite sono limitate. Il caso L, = 0 ¢ speciale, il potenziale efficace si riduce
a mgz e le orbite si riducono a cadute nel centro del tipo

¢ = o

z = 2o+ 2ot —

+mgz

,Lﬂ
21+ tan? «
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6.8. CARRUCOLA

6.8. Carrucola *x

; l’\ @
A NN

LU
v

D M

La carrucola in figura é un cilindro libero di ruotare attorno al suo asse. Attorno ad
essa ¢ avvolto un filo inestensibile al cui estremo ¢ fissata una massa M. Determinare
l'accelerazione della massa e la tensione del filo.

Soluzione
Detto I il momento di inerzia del cilindro rispetto al suo asse abbiamo

dw
I— =-TR
dt
dove T ¢é la tensione del filo e w la velocita angolare del cilindro. Per quanto riguarda la
massa abbiamo

dv
M—=Mg—-T.
at ~ Y
La velocita della massa e w sono legate da v = — Rw e otteniamo infine
1
ﬁa = T
Ma = Mg-T
da cui
MR?g
a =
MR?+1
e
1
MR*+1
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6.9. JOJO »*

6.9. JoJo xx

Calcolate 'accelerazione del cilindro in figura, attorno al quale é avvolto un filo ine-
stensibile e privo di massa che si srotola durante la caduta.
Soluzione

Scriviamo le equazioni cardinali. Per il moto verticale del centro di massa abbiamo
My=—-Mg+T

e per la rotazione

16 = -TR

dove I ¢ il momento di inerzia del cilindro rispetto al suo centro di massa, I = M R?/2.
La condizione di rotolamento puro sul filo da

RO =jj
da cui

I .

e sostituendo nella prima equazione si trova

1
(M—&—)jj:—Mg

R2
da cui )
MR 2
i 6.9.1
YT T MR T T30 (6.9.1)
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6.10. CAMPO DI VELOCITA DI UN CORPO RIGIDO »*x

6.10. Campo di velocita di un corpo rigido *x

Un cilindro di raggio R appoggiato su un piano ruota attorno al suo asse e trasla. Detta
V = Vé, la velocita del centro di massa e @ = wé la velocita angolare ad un dato istante,
determinare il campo di velocita del corpo, ossia la velocitd ¢ di un punto qualsiasi del
cilindro. In quali punti del cilindro la velocitad é massima e minima in modulo?

Soluzione

Possiamo scrivere in forma vettoriale

—

U= A (F—Tem) + Uem

L’asse z ¢ lungo I’asse del cilindro e quello x nella direzione del moto del centro di massa.
Scriviamo esplicitamente le componenti della velocitd ad un dato istante:

(9 ey €z
0 0 w +Veé,

T—=TZem Y —Yem < — Zem

<L
I

da cui
vy = V—w(y—Yem)
vy = w(T— Tem)
v, = 0

Calcoliamo il modulo quadro della velocita,
v} =V? + w2(y - ycm)2 + W2(CU - xcm)Q - QWV(y - ycm)

e determiniamone eventuali massimi e minimi rispetto a x, y:

2
% = 2032 — Zem) =0
2
%ﬁ; = 20%(Y — Yem) — 2wV =0

Troviamo una unica soluzione che corrisponde a
T = Tem
|4
Y = Yem + —
w

e quindi a v?> = 0. Se |V/w| < R il punto precedente ¢ all’interno del cilindro, ed ¢é
chiaramente il minimo assoluto del modulo della velocita. Altri eventuali punti stazionari
potranno aversi sul bordo. Parametrizzando quest’ultimo:

T —Ten = Rcosl

Y— Yo, = HRsinf

(<) DO 370 versione del 9 ottobre 2013



6.10. CAMPO DI VELOCITA DI UN CORPO RIGIDO »*x

0<Y<nr

Figura 6.1.: 11 cerchietto corrisponde al punto di minima velocita in modulo, il quadrato
al punto di massima velocitda in modulo. Quando il cerchietto € annerito il
punto ¢é istantaneamente in quiete. Il caso V = —wR corrisponde a puro
rotolamento.

abbiamo
v2 =V? 4+ w?R? — 20V Rsin 6
e quindi
ov?
=~ —_9
20 wV Rcosf
cioé
§ = =
2
v? = (V—-wR)?
T—Ten = 0
Y—Yem = R
e
3
b =75
v> = (V+wR)?
r—Tem = 0
Y—Yem = —R
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6.10. CAMPO DI VELOCITA DI UN CORPO RIGIDO »*x

Riassumiamo i possibili casi in Figura[6.1
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6.11. TENSORE DI INERZIA DI UN PARALLELEPIPEDO %

6.11. Tensore di inerzia di un parallelepipedo **

Calcolare il tensore di inerzia di un parallelepipedo di lati a, b e ¢ e massa totale M
distribuita omogeneamente, in un sistema di riferimento opportunamente scelto.
Soluzione

Scegliendo l'origine del sistema di riferimento nel centro di massa e gli assi &, § e 2

paralleli ai lati di lunghezza a, b e c rispettivamente, abbiamo che il tensore di inerzia ¢

diagonale. Infatti la distribuzione di massa ¢é invariante rispetto alla riflessione r — —x,

mentre I, e I, cambiamo segno, per cui deve essere I, = 0 e I, = 0. Ragionando allo

stesso modo per la riflessione y — —y si conclude che deve essere anche I, = 0.
Calcoliamo adesso esplicitamente 1,,:

I..= /dm (2? +9?)

ossia

I, = /pdV(aj2 + 2.

Utilizzando coordinate cartesiane e p = M /V = M /(abc) abbiamo

b/2 c/2
I,=— dm/ dy/ dz(x® +y?).
abc —a/2 b2 J—c/2

L’integrale in z ¢ immediato:

b/2
I,=— d:)?/ $ +y )
—a/2 b/2
e quello in y da
M [o? 1
Izz - 7 2 —
@b | oo dx(z°b + 12b )
infine o1 M
Izz -3 13 2
(13 0+ ") = Tplat +0%).

Il risultato per I, e I, si ottiene immediatamente sostituendo a e b con le lunghezze
dei lati perpendicolari all’asse considerato:

M

I, = 12(()2 + )
M
Iy = 12 5 (a® + ).
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6.12. TENSORE DI INERZIA DI UNA LAMINA RETTANGOLARE %

6.12. Tensore di inerzia di una lamina rettangolare xx

Utilizzando il risultato del problema precedente calcolare il tensore di inerzia di una
lamina rettangolare (spessore trascurabile) di lati a e b e massa M.

Soluzione
Consideriamo prima di tutto I,,. La sua espressione
M
I.="—(a®+V?
= (@)
non dipende dallo spessore ¢, per cui resta invariata. Per I, abbiamo
M M
T — lim 22 (12 4 2) = 2442
e = lim 3507+ ) = 350

e analogamente

o Moo oy Mo
Iyy—igr(l)ﬁ(a —i—c)—ﬁa.

Notare che I, + I,y = 1.

@ 374 versione del 9 ottobre 2013



6.13. TENSORE DI INERZIA DI UNA LAMINA xx

6.13. Tensore di inerzia di una lamina »x

Mostrare che un asse principale di inerzia di una lamina é perpendicolare ad essa.
Scegliendo I'asse z lungo tale direzione mostrare che vale sempre

I, =1 +Iyy-

Soluzione

Se scegliamo la direzione z perpendicolare alla lamina e l'origine su di essa per tutti i
punti sara ovviamente z = 0. Da questo segue che il tensore di inerzia avra la struttura

Iy Ipy O
Iy, I,, O
0 0 I,

Ma se scriviamo esplicitamente gli elementi diagonali

sz:/dmy2
Iy, :/dmx2

I.= /dm (22 + %)

concludiamo immediatamente che I, = I, + I,.
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6.14. DISUGUAGLIANZE TRA ELEMENTI DEL TENSORE DI INERZIA *x

6.14. Disuguaglianze tra elementi del tensore di inerzia *x
Mostrare che per qualsiasi corpo si ha
Loalyy > I, .

Soluzione

Il tensore di inerzia & semidefinito positivo, perché i suoi autovalori (momenti principali
di inerzia) non possono essere negativi. Ma allora i determinanti di tutti i suoi minori
principali sono > 0, in particolare scegliendo la prima e la seconda riga abbiamo

Loolyy — 12, >0

che é quanto richiesto.
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6.15. TENSORE DI INERZIA DI UNA DISTRIBUZIONE LINEARE DI MASSA %

6.15. Tensore di inerzia di una distribuzione lineare di massa
*k

Mostrare che il determinante di un tensore di inerzia ¢ zero se e solo se la massa ¢é
distribuita su una retta passante per ’origine.

Soluzione

Dimostriamo la sufficienza. Dato che il determinante ¢ invariante per rotazioni del sistema
di coordinate, possiamo scegliere senza perdere di generalita una distribuzione di massa
lungo l'asse z. Il tensore di inerzia é allora diagonale, perché per tutti i punto x =0 e
y = 0 e quindi tutti i prodotti del tipo xy, xz e yz sono nulli. Inoltre

IZZ—/dm(xz—i—yQ)—O

da cui segue subito che il determinante ¢ nullo.

Dimostriamo ora la necessita. Per quanto detto in precedenza possiamo sempre sce-
gliere un sistema di riferimento nel quale il tensore é diagonale. Se il determinante &
nullo allora almeno uno di I., Iy, e I.. deve esserlo. Supponiamo ad esempio che sia
1., = 0, allora per tutti i punti dovra essere x = 0 e y = 0 e la massa sara distribuita
sull’asse z. Analogamente negli altri due casi.
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6.16. CILINDRO LANCIATO SU UN PIANO »**

6.16. Cilindro lanciato su un piano *x

Un cilindro viene lanciato su un piano con coefficienti di attrito us e ug. Il cilindro ha
raggio R, e la massa al suo interno é distribuita con una densita dipendente solo dalla
distanza dall’asse. Inizialmente il moto ¢ di pura traslazione. Calcolare in funzione del
tempo la velocita del centro di massa e quella angolare. Per quale distribuzione di massa
la velocita finale € minima?

Soluzione

Inizialmente si ha una forza di attrito ugM g, e le equazioni del moto saranno

Moy = —paMyg
Iw = MdMgR

per cui la velocita diminuira linearmente in funzione del tempo e la velocita angolare
aumentera, sempre linearmente. Mettendo le opportune condizioni iniziali abbiamo

Vo= v — Hagt
MgR
W = U4 7 t.

Queste relazioni saranno valide fino a quando non si arrivera, a t = t*, ad una condizione
di rotolamento puro, definita da v = wR, cioé

R2
Vo — pagt = d t
da cui si trova
* Vo 1
=
pag 1+ ME
Da questo momento in poi le velocita rimarranno costanti:
MR?
v=wR=—2L .
M R?
1+ =5

Per minimizzare la velocita finale dovremo rendere minimo il rapporto M R?/I. 1 valore
massimo di [ si ottiene se tutta la massa é distribuita sulla superficie laterale, in questo
caso I = MR? e

1
v:szivo.

Per un cilindro omogeneo I = M R?/2 e

v=wR=—-v.

3

Infine, se tutta la massa é concentrata sull’asse I = 0e v = wR = vg. L’interpretazione di
questo caso limite é che in assenza di inerzia angolare il cilindro si mette immediatamente
a ruotare senza strisciare, come si puo verificare dalla formula per ¢*.
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6.17. SBARRA SU RULLI ROTANTT »%

6.17. Sbarra su rulli rotanti *xx

Una sbarra di lunghezza £ e massa m & appoggiata su due rulli di raggio p che ruotano
con velocita angolare costante —wqg e wy attorno al loro asse, come in figura. La distanza
tra i rulli & 2a < £ e tra essi e la sbharra c’é attrito, descritto da coefficienti s e ug
(gli stessi per entrambi i rulli). Supponendo la velocita della sbarra piccola in modulo
rispetto a |pwp| Scrivere 'equazione del moto per il movimento orizzontale della sbarra
e studiare la possibilita di soluzioni oscillatorie.

O O

X ~_ 7

W
—Wo 0

Soluzione

Scriviamo anzitutto le equazioni del moto. L’accelerazione verticale della sbarra é nulla,
quindi
N1+ No—mg=20

dove N7 e N3 sono le reazioni normali dei cilindri. Inoltre la sbarra non ruota, e quindi
il momento totale applicato ad essa deve essere nullo. Calcolando i momenti rispetto al
centro di massa della sbarra abbiamo

—Ni(a+2x)+ Na(a—2x)=0

dove x € lo spostamento del centro di massa della sbarra rispetto al punto intermedio tra
i due contatti. Risolvendo otteniamo

Moo= T9(1-2)
2 a

Ny = @(1+E>.
2 a

Scriviamo adesso ’equazione per il moto orizzontale della sbarra. Tenendo conto che
la velocita della sbarra non supera mai in modulo quella del rullo al punto di contatto
possiamo scrivere per wg > 0

Hamg
a

mi = pig (N1 — Np) = — x

che descrive una oscillazione armonica di periodo
a
T = zw\r .
Hag
Hamyg

mi = —pg (N1 — Na) = P

Nel caso wg < 0 abbiamo invece
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6.17. SBARRA SU RULLI ROTANTT »%

che descrive una soluzione del tipo
z = Ae™ + Be

con
0 Hdg ‘
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6.18. TENSORE DI INERZIA DI UNA SFERA *x

6.18. Tensore di inerzia di una sfera *x

Calcolare il tensore di inerzia di una sfera omogenea di massa M e raggio R, riferita al
suo centro di massa.
Soluzione

La disribuzione di massa ¢ invariante per rotazioni, quindi il tensore di inerzia deve essere
diagonale e con tutti gli elementi diagonali uguali. Possiamo quindi calcolare il momento
di inerzia rispetto ad un asse qualsiasi, ad esempio quello z. Abbiamo quindi

M
LW—/dm@9+f)—‘f/dV@Z+f)
Conviene calcolare I'integrale in coordinate sferiche, per le quali

x = rsinfcos¢
= rsinfsing
dV = r?sinfdrdfde

da cui
M R T 27
I, = / dr/ Siﬂ&d@/ dér*sin’ 0
V- Jo 0 0
ossia
M R 1
I, = 427r/ dr/ d cos 0 r? (1—COS29)
TR o 1
3
M 2\ [F
= Tg%’ (2—)/ dr r*
?R 3 0
M 8m R° 2
= ———— =ZMR>
ITR383 5 5
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6.19. ENERGIA DI UN SISTEMA DI CORPI RIGIDI »*

6.19. Energia di un sistema di corpi rigidi *xx

Calcolare Ienergia cinetica del sistema di corpi rigidi in figura, esprimendola in funzione
della coordinata 6 e assumendo condizioni di puro rotolamento tra tutti i corpi in con-
tatto. I due cilindri hanno massa mq, ms, momento di inerzia rispetto al loro asse I, I
e raggio Ry, Ro. Il cilindro piu esterno € immobile e ha raggio R > R; + Rs. L’asta ha
massa m e momento di inerzia I rispetto all’asse passante per il suo centro di massa.
Tutte le distribuzioni di massa sono omogenee.

I, ma, Ry

Soluzione

Date le condizioni di rotolamento puro, il sistema ha un unico grado di liberta. Utilizze-
remo come coordinata per descriverlo I’angolo # in figura. Per scrivere ’energia cinetica,
sommiamo i contributi dei diversi corpi rigidi presenti.
Per quanto riguarda ’asta, osserviamo che essa ruota attorno al punto posto al centro
del cilindro grande con velocita angolare f. Possiamo scrivere quindi
1

Kasta = i-lastaé2 (6191)

dove I é il momento di inerzia rispetto all’asse passante per il punto fisso

m 522 1 m

— ridr = -——+ n
b+t oy 3+ 4

3 3\
(65 +6}) = 3

Tosta = (03 + 65 — £105) (6.19.2)

dove {1 = R — Ry e {5 = R — Rs sono le lunghezze dei due segmenti dell’asta con un
estremo nel centro di rotazione.
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Possiamo considerare il moto dei due cilindri come una pura rotazione attorno al punto
di contatto. Quindi serve calcolare le velocita angolari. Osserviamo che il centro del primo
cilindro si muove con velocita

V1 = 610 (6193)

ma d’altra parte deve essere anche
V1 = —w1R1 (6.19.4)

ed eguagliando le due espressioni si ottiene

R=Fuy (6.19.5)

frg —70‘ = —
Y1 =R R,

Ragionando nello stesso modo per il secondo cilindro si trova

ly - R — Rs -

=——"0=- 0 6.19.6
27 7R, Rs (6.19.6)

Mettendo insieme tutti i termini otteniamo infine

1 . 1 1
K = §Ima92 +3 (It + miR?) wi + 3 (I + moR3) w3 (6.19.7)
dove )

ILs = le,zRig- (6.19.8)
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6.20. Cilindro su piano inclinato »*

Il cilindro in figura viene lasciato cadere sul piano inclinato in figura con velocita iniziale
vg e velocita angolare iniziale wy. Tra piano e cilindro si ha attrito con coefficienti statici
e dinamici pg, pg. Determinare in quali condizioni dopo un tempo sufficiente il cilindro
mantiene un moto di puro rotolamento.

Soluzione

Scriviamo le equazioni del moto per il cilindro. Per I'accelerazione in direzione parallela

al piano abbiamo
Mv = F, + Mgsina

e in direzione perpendicolare

0=N—-Mgcosa
La seconda equazione cardinale da invece
lw = RF,

Per la forza di attrito si devono distinguere tre casi, a seconda che la velocita del cilindro
al punto di contatto sia positiva, negativa o nulla. Questa si scrive anzitutto

Ve =V + Rw
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e quindi avremo

Mo = —pgN + Mgsina (6.20.1)
I = —ugNR (6.20.2)
per v, > 0,
Mv = Fs+ Mgsina (6.20.3)
I = F,R (6.20.4)
per v, = 0 (con |Fy| < usN) e
Mo = pgN + Mgsina (6.20.5)
I = uNR (6.20.6)

per v, < 0. In ciascun caso N = M g cos . Combinando le equazioni precedenti possiamo
scrivere delle equazioni per v.:

Ve = —pga—+gsina ve >0
Ve = NscH—gsina v =0
Ve = pga+gsina v, <0
dove
N L + R 3 (6.20.7)
a= — 4+ — ) =3gcosu .20.
M g

Abbiamo diversi possibili scenari, riassunti in Figura [6.2]

Se g > % tan « la velocita del punto di contatto diminuisce (linearmente nel tempo) se
positiva, e aumenta (sempre linearmente) se negativa. Questo significa che in un tempo
finito avremo v, = 0, indipendentemente dalle condizioni iniziali. Per consistenza dovra
essere v, = 0, cioé

N
|Fs| = gtana < pusN

che ¢é assicurato dato che ps > pq4.

Se pg = %tana una velocita del punto di contatto inizialmente positiva rimane co-
stante, quindi non si arriva a rotolamento puro se vg + woR > 0. Invece se la velocita del
punto di contatto ¢ inizialmente negativa, cresce linearmente e si arriva a rotolamento
puro in un tempo finito.

Infine se pg < % tan « la velocita del punto di contatto cresce comunque linearmente nel
tempo. Quindi se vg +woR > 0 non si arrivera mai a rotolamento puro. Se vg+woR <0
invece si arrivera in un tempo finito ad esso, e la condizione perché questo continui si
scrive ancora

1
Us > gtana

ma non & automaticamente assicurata da ps > pg. Se ps < %tana la velocita del punto
di contatto continuera ad aumentare.
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Hdq > %tana Hq = %tana

/U(f /U(J

yvyYyy

Ve Ha < %tana s > %tan o Ve Ha < %tana Hs < %tan o

A

Figura 6.2.: Evoluzione della velocita del punto di contatto tra cilindro e piano, per
diversi possibili valori di pg, s e delle condizioni iniziali.
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6.21. Sistema di carrucole e corpi rigidi *x

IR

[27 RQv MQ

I, Ry, My

Nel sistema in figura il filo inestensibile e privo di massa € avvolto ai due cilindri appesi
e resta aderente alla carrucola. Scrivere le equazioni che determinano le accelerazioni
angolari e lineari dei tre corpi rigidi, e la tensione del filo. I momenti di inerzia sono
dati rispetto ad un asse passante per il centro di massa dei cilindri. Cosa succede alla
tensione se I — 07

Soluzione

Scriviamo I’equazione del moto per la carrucola, indicando con T e T3 le tensioni del filo
dal lato della massa M e di quella My

16 = R(Ty — Ty) (6.21.1)
Analogamente per la massa a destra
L = RT
Mygjr = Th— My
e per quella a sinistra
Ly = —RyT

Msijs = Ty — Mog
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dove y1 e yo sono le posizioni verticali dei loro centri di massa. Dato che il filo é
inestensibile, e resta aderente alla carrucola, deve essere

i1 = —RO— R0,

j2 = RO+ Rofs

ed abbiamo un numero sufficiente di equazioni per ricavare le quantita incognite. Ponendo
I = m1R2/2 e Iy = maR3 /2 troviamo

i gR (M — My)
3I + (M + Ms) R?
5 = 29 (31 4+ 2M, R?)
3[31 + (M + M) R?| Ry
B — 2g (3[ + 2M1R2)

3[31 + (M + Ms) R?] R,
. g [61 + (3My + My) R?]
YT 3B+ (M + M) B2

g [61 + (M + 3M>) R?

V2T T3+ (M + M) R
- gM, (31 +2MyR?)
! 3[3I + (M + My) R?]
gMy (31 + 2M, R?)
T, =

3[31 + (My + My) R?]
Nel caso I — 0 si trova
2g M1 My

T =T, = 2 "1772
YT T3 (0 1 M)

L’uguaglianza tra le due tensioni era evidente gia considerando ’equazione ((6.21.1]).
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6.22. Sistema di carrucole *x

Scrivere le equazioni che determinano accelerazioni e tensioni dei fili per il sistema in
figura, sapendo che il filo inestensibile e privo di massa non slitta sui cilindri.

[27R2

(O

]17 M17 Rl

Soluzione
Usando le convenzioni in Figura [6.3] scriviamo le equazioni del moto per il primo cilindro
Myijpn = Ti+Ty— Mg
Loy = Ry (T —T)

per la carrucola

Iy = Ry (Ty — T3)

e per la massa sospesa
M3ijs = T3 — M3g

Dato che il filo rimane aderente ai cilindri, ed ¢ inestensibile, abbiamo inoltre le
condizioni che seguono:

1. Il punto A del cilindro rimane istantaneamente fermo,
g1 — Rify =0
2. Il punto B del cilindro ha la stessa velocita del punto C' della carrucola

71 + R161 = —Robs
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T
()™
Ty

Msg
I, My, Ry

Figura 6.3.: Forze applicate al sistema per il problema
3. Il punto D della carrucola ha la stessa velocita della massa sospesa
Ryby = i3

Derivando queste condizioni rispetto al tempo otteniamo dei vincoli tra le accelerazioni.
Abbiamo quindi un numero sufficiente di equazioni per determinare 1, 43, 61, 62, 11, T5,
T3.
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6.23. Contatto tra corpi rigidi *x

I tre cilindri identici (momento di inerzia I) in figura inizialmente ruotano liberamente
attorno al proprio asse con la stessa velocita angolare wg. Vengono quindi posti in
contatto, e se le superfici hanno velocita relativa diversa da zero nei punti di contatto si
sviluppano delle forze di attrito. Calcolare le velocita angolari finali.

Soluzione

Possiamo scrivere le equazioni del moto dei tre cilindri nella forma,

Iuvy = Rfi (6.23.1)
Iy = Rfi+ Rfs (6.23.2)
lws = Rf (6.23.3)

dove fi e fy sono forze (incognite) che rappresentano I'attrito tra un cilindro e ’altro.
Da questo segue immediatamente

I (@1 + w3 — d)g) =0 (6.23.4)
cioé la quantita wy + wg — wo si conserva. Nella situazione finale deve essere wi = —wy €
we = —ws (velocita relativa nulla ai punti di contatto), mentre inizialmente wy +w3—wy =
wp, quindi

1
w1 = g(do (6.23.5)
da cui le velocita finali:
1 1 1
w] = —wp, W2 =—=Wwy, W3= —W 6.23.6
1= 5o 2 50 3= 30 ( )
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6.24. Momento di inerzia e proiezioni | *x

Mostrare che il momento di inerzia di un corpo rispetto ad un asse v non cambia spo-
stando arbitrariamente ciascun elemento di massa parallelamente a ~. Utilizzare questo
risultato per dimostrare che il momento di inerzia di un cilindro di massa M e raggio R
fissati rispetto al suo asse non dipendono dalla altezza h.

Soluzione

Senza perdita di generalita calcoliamo il momento di inerzia rispetto all’asse z. Abbiamo
I=> mi(a} +y})
i

dove m; ¢ la massa dell’elemento i-esimo, posto in (z;,y;, z;). Una arbitraria traslazione
di questo lungo z non cambia le coordinate x; e y;, quindi I non cambia. Considerando
un cilindro, possiamo traslare ciascun elemento in modo da portarlo in z = 0, senza
cambiare il suo momento di inerzia. Quest’ultimo non potra quindi dipendere da h.
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6.25. Momento di inerzia e proiezioni Il xx

Mostrare che il momento di inerzia di un corpo rispetto ad un asse - si puo scrivere come
somma dei momenti di inerzia di due lamine ottenute proiettando tutti gli elementi di
massa su due piani passanti per 7 e ortogonali tra di loro. Usare questo risultato e quello
del problema [6.25] per calcolare il momento di inerzia di un cilindro omogeneo di massa
M, raggio di base R e altezza h rispetto all’asse in figura.
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Soluzione

PyoP.

Scegliamo per - I'asse z. Abbiamo quindi
I = Zmzxf + Zm,yf
i i

dove il primo termine ¢ il momento di inerzia del corpo proiettato sul piano y = 0 e
il secondo quello del corpo proiettato sul piano x = 0. Nel caso del cilindro, la prima
proiezione (P, vedere figura) da un disco di massa M uniformemente distribuita e raggio

R, per cui
M MR?
Ilzm//T‘QCOS29TdT'd9: f

Per calcolare il secondo termine proiettiamo prima nel piano z = 0 (P, vedere figura):
per quanto discusso nel problema il momento di inerzia non cambia. Proiettiamo
adesso nel piano y = 0 (P, vedere figura): abbiamo una distribuzione lineare uniforme
di massa, e quindi

1 2
Iy = 5 Mh

Il risultato finale & quindi

1 1
1:h+b=4M(W+3M>
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6.26. Tensore di inerzia corpo composto *x

All’interno di una sfera di raggio R si trova una cavita pure sferica di raggio R/2 centrata
in un punto a distanza d < R/2 dal centro della prima. Calcolare il tensore di inerzia
del corpo rispetto al centro di massa, se la sua massa totale & M.

Soluzione

Calcoliamo prima di tutto il tensore di inerzia di una sfera piena di massa M e raggio
R rispetto al suo centro di massa. Data la simmetria, il tensore sara proporzionale alla
matrice identica, cio¢ I, = Iy, = I... Inoltre

Iow + Ly + 1. = /(y2 + 22)dm + /(362 + 2%)dm + /(w2 +y*)dm

da cui
3l e = 2/ (2 + > + 2%) dm
Abbiamo quindi
2
Lip=1,=1,= gp/r2dv

e dato che
M
p= %WRS
e
dV = dnridr
otteniamo n
Im::[yy_lzz_iaﬁ/o 4mr dT’ZgMR
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Calcoliamo adesso la posizione del centro di massa del corpo. Se mancasse la cavita,
esso sarebbe al centro della sfera grande, dove fissiamo ’origine del sistema di coordinate.
Chiaramente dovra essere L B

G =M 681 + M7
=M
dove d ¢ la posizione del centro della cavita rispetto all’origine, M /7 la massa della sfera
che la occuperebbe, 7 la posizione cercata del centro di massa del corpo. Otteniamo
quindi

Costruiamo adesso il tensore di inerzia, sottraendo da quello di una sfera piena quello
di una sfera che occuperebbe la cavita. Scegliendo le coordinate in modo da avere d =
(0,0,d) otteniamo

100 d/n*> 0 0

2 (8 ) 8 )

I = (=M)R*| 010 )+-M 0 (d/7)* 0
001 0 0 0

100 (8d/7)* 0 0

2 (1 2 1
- 5(7M> <§> 010 |-—zMm 0 (84/7)* 0
001 0 0 0

dove abbiamo applicato il teorema di Steiner (vedere lesercizio [6.5]) per riferire ogni
tensore al centro di massa del corpo. Il risultato finale &

2
31 5 1_%(%) 0 5 0
I'=-3MR 0 L= 17 (7)" 0
0 0 1
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6.27. Trottola simmetrica x x x

Una trottola simmetrica é costituita da un corpo rigido con simmetria di rotazione attorno
ad un asse. Un suo estremo viene vincolato come in figura, per il resto & lasciata libera
di ruotare su se stessa e attorno al vincolo. Si vogliono discutere le caratteristiche del
suo moto, fissate le condizioni iniziali. In particolare si vuole studiare cosa accade se
inizialmente il centro di massa della trottola ¢ fermo. In questo primo esercizio verranno
impostate le equazioni necessarie.

Figura 6.4.: Le coordinate usate per lo studio della trottola simmetrica.

Soluzione

Utilizziamo coordinate sferiche per determinare la posizione del centro di massa del corpo
rigido rispetto all’origine del sistema delle coordinate. Abbiamo

Fon = dé, (6.27.1)
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dove abbiamo indicato con d la distanza tra il vincolo e il centro di massa, costante.
Fissato il centro di massa, il corpo rigido pud ancora ruotare su se stesso. In linea di
principio avremmo bisogno di una terza coordinata, che perd come vedremo non gioca
alcun ruolo nel caso considerato. Per il seguito scriviamo esplicitamente 1'espressione dei
versori é,, €g e €4 di cui ci serviremo:

sin 6 cos ¢
ér = sin f sin ¢ (6.27.2)
cos 6

cos 0 cos ¢

g = cos 6 sin ¢ (6.27.3)
—sind

sin ¢

€y = cos ¢ (6.27.4)
0

Abbiamo due evidenti leggi di conservazione.

1. L’energia totale, somma di energia cinetica e di energia potenziale gravitazionale.
Infatti 'unica altra forza esterna presente é la reazione vincolare, che non compie
lavoro dato che il punto a cui & applicata non si muove.

2. La componente verticale del momento angolare, considerando come polo il punto
a cul la trottola é vincolata. Infatti I'unica forza con un momento ¢é la forza di
gravita. Dato che essa € verticale il suo momento non avra mai una componente
lungo l'asse z.

L’energia potenziale si scrive facilmente:

U= Mgzcy = Mgdcos6 (6.27.5)
L’energia cinetica si puo scrivere come energia di rotazione attorno al punto vincolato, e
quindi
1
Eb::§*T.I-w (6.27.6)

dove I ¢ il tensore di inerzia della trottola e & la velocita angolare del corpo rigido. Invece
per il momento angolare si ha
L=1I& (6.27.7)

Il tensore di inerzia si scrive facilmente in un sistema di riferimento con gli assi allineati
agli assi principali di inerzia della trottola. Ma questo sistema di riferimento é determi-
nato dai tre versori €., €y e €4 legati alle coordinate sferiche utilizzate. Osserviamo che
possiamo scrivere

I =166 + Légey + Irépél (6.27.8)

Nello scrivere I'espressione precedente abbiamo tenuto conto del fatto che é Aé?; é una
matrice che proietta lungo la direzione é4. Inoltre il momento di inerzia rispetto all’asse

(<) DO 398 versione del 9 ottobre 2013



6.27. TROTTOLA SIMMETRICA * % %

€g € identico a quello rispetto all’asse é4, dato che la trottola ¢ simmetrica. Infine, dato
che la somma dei tre proiettori ¢ la matrice identica 1 possiamo scrivere

I="5éé +1(1—¢e) =DLl+ (I — L)éél (6.27.9)
Analogamente la velocita angolare si potra scrivere nella forma
W= wpéy + wpég + wey (6.27.10)

e il momento angolare usando ’Equazione ((6.27.7]) sara

L = L& + Loég+ Lyéy (6.27.11)
= Lwré, + hwyég + Iawgey (6.27.12)

L’energia si pud quindi scrivere nella forma
1
E= 5 [Ilwz + I (wg + wg,)] + Mgdcos0 (6.27.13)
e la componente verticale del momento angolare

L, = é,-L=1L&, é + Loé,-ég+ Lyé, - é4
= L,cosf — Lgsinf (6.27.14)

Mostriamo adesso che anche L, si conserva. Abbiamo

dcir _ ( 2 : ~Ciiétr
L-

= M ér + (w A er) (6.27.15)

dove M ¢ il momento delle forze esterne e si & tenuto conto che, dato che é, é solidale al
corpo rigiddl} vale
dé,
dt
I due termini della si annullano: il primo perché M = Fup A (=Mgé,) ¢
ortogonale a é,, il secondo perché

—GAe, (6.27.16)

L-(@Ae)=@-T-(0A&) (6.27.17)
ma dato che & A é, & perpendicolare a é, sarad I - (J A é,) = Iy (W A é,) e quindi
G-I (ON&)=5Ld- (0NEé&)=0 (6.27.18)

perché & A é, & ortogonale anche a &J.

!Notare che &4 e ég non sono solidali al corpo rigido.
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Possiamo ora scrivere I'energia nella forma

p=1 L—’%+L—‘3+Iw2 + Mgd cos 6 (6.27.19)
o T e =

ed anche, utilizzando la ((6.27.14)), come

L2 1 [LycosO—L.\> I
_ L (C°S> +£w§+Mgdcos.9 (6.27.20)
sin 0

20 20, 2

La componente Ly del momento angolare non ¢ costante, ma puod essere espressa in
funzione della coordinata. Per farlo scriviamo esplicitamente ’Equazione (6.27.16]).
Abbiamo

sin 6 cos ¢ ér €9 &4
d o
T sinfsing | =| wr wp wy
cos 0 1 0 0

ossia

9é9 + qﬁsin 9é¢ = w¢é9 — w9é¢
che ci permette di scrivere due componenti della velocita angolare in funzione delle
coordinate

Wy = 9
wp = —dsinf

Sostituendo nell’energia otteniamo infine

E =262 —
2" Tar Tan

Iy L* 1 (Lycosf—L,\>
2 - (’"COSZ) + Mgdcosf (6.27.21)
sin 0
che é formalmente ’energia di una particella descritta da una coordinata # in un poten-
ziale efficace

1 (L,cosf— L, 2 L?
= —|(——= Mgdcos 6 . .27.22
Uet oh < il ) + Mgdcosf + 21, (6.27.22)

La discussione delle soluzioni possibili sara fatta nell’Esercizio [6.36]
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6.28. Scontro tra cubetti di ghiaccio *x

a ‘

Figura 6.5.: Le condizioni iniziali per i due cubetti. Il primo & fermo, il secondo ha un
moto traslatorio con una velocita verticale v = vgy. Le facce dei due cubetti
sono parallele, e I'urto avviene su una regione molto piccola vicino ad uno
spigolo di ciascun cubetto.

Un cubetto di ghiaccio di lato a é fermo sopra ad una superficie orizzontale priva di
attrito. Un altro cubetto, identico, gli viene lanciato contro con velocita ¥ = vyj come in
Figura La densita di massa all’interno del cubetto & distribuita in modo non noto,
ma si sa che il tensore di inerzia rispetto al centro di massa é proporzionale all’identita.
Si conoscono la massa totale m e il momento di inerzia I rispetto ad un asse qualsiasi
passante per il centro di massa.

L’urto ¢ elastico ed istantaneo, e si vogliono calcolare le velocita lineari e angolari
(inizialmente nulle) dei due cubetti dopo l'urto. Inoltre si vuole sapere se i cubetti si
urtano nuovamente dopo il primo impatto. Discutere il risultato al variare di m e I.

Soluzione

U2,y

N A V2,

Figura 6.6.: Le posizioni e le velocita dei due cubi in un sistema solidale col centro di mas-
sa (posto nell’origine) immediatamente prima (a sinistra) e immediatamente
dopo (a destra) l'urto.

@ 401 versione del 9 ottobre 2013



6.28. SCONTRO TRA CUBETTI DI GHIACCIO *x

Dato che non sono presenti forze esterne (orizzontali) si conserva la quantita di moto
totale del sistema. Conviene studiare I'urto in un sistema di riferimento solidale al centro
di massa. In esso la situazione prima dell’urto & quella in Figura [6.6] a sinistra, e la
quantita di moto totale é nulla.

Per determinare le 2 componenti delle 2 velocita finali e le due velocita angolari ci
servono 6 leggi di conservazione, che sono le seguenti:

1. La quantita di moto totale totale lungo = (non ci sono forze esterne lungo x):

0 = mu1 gz + mvom g (6.28.1)

2. La quantita di moto totale lungo y (non ci sono forze esterne lungo y):

0 = muyy + mugy (6.28.2)
3. L’energia (I'urto é elastico):

1 0 2 1 1 1 1
3™ (5> X 2= ;m (v%x + viy) + om (U%x + Ug’y) + 5]0.:% + ilw% (6.28.3)

4. Il momento angolare totale perpendicolare al piano xy rispetto all’origine del siste-
ma di coordinate:

v @ a a a a
mgi X 2=—-m (Ul,a:§ + Ul7y§) +m <U27x§ + ’U27y§

) + Jwy + Iwe  (6.28.4)
5. La quantita di moto orizzontale di ogni cubetto (le forze impulsive durante 'urto
sono perpendicolari alla superficie di contatto e quindi verticali). Queste sono due
leggi di conservazione, ma non sono indipendenti dato che la loro somma da la
conservazione della quantita di moto totale lungo x considerata precedentemente:

0 = muiy (6.28.5)
0 = muy, (6.28.6)

6. Il momento angolare totale di ciascun cubetto non cambia (le forze impulsive du-
rante l'urto sono applicate nell’origine, che abbiamo preso come polo, ed hanno
quindi momento nullo). Anche in questo caso le due leggi di conservazione non so-
no indipendenti, dato che la loro somma da la conservazione del momento angolare

totale:
vy @ a a
m—; 5 = —m (01,;55 + v1,y§> + Iw; (6.28.7)
v @ a a
m;oi = m <v27x§ + U2,y§) + Two (6.28.8)
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Dalle (6.28.5)) e (6.28.6) concludiamo immediatamente che i cubetti si muovono in di-
rezione verticale subito dopo 'urto. Inoltre dalla (6.28.2) segue che le velocita verticali
saranno uguali ed opposte. Riscriviamo adesso la (6.28.3)), la (6.28.7)) e la (6.28.8)) nella
forma

(5) = ’ULy + 5% (wl + LL)2) (6289)
Vo 21
Do oyt o (6.28.10)
0 21
D= oyt (6.28.11)

Sottraendo membro a membro le ultime due troviamo w; = wy (i due cubetti ruotano
nello stesso verso). Sommandole abbiamo invece

21 1
Vi,y = %Wl - 5”0
Sostituendo infine nell’energia abbiamo
0\ 2 oI 1 \* I,
(5) - <maw1 - 2v0> + —uf (6.28.12)

da cui Al )
(14205 ) ot - 2o =0
ma a

La soluzione wy = 0 é compatibile con le leggi di conservazione, ma non con il fatto che
I'urto sia realmente avvenuto (le velocita non cambiano). La seconda soluzione invece ¢

2 Vo
w = —— 0 (6.28.13)
(1+5z) @
81
vy = - |1- M Lo (6.28.14)
(1 + ma2) 2
S
[§] 1 )
I> ma (6.28.15)

le velocita dei cubetti cambiamo verso in seguito all’urto, e quindi non si urtano una
seconda volta. Altrimenti avviene una nuova collisione. Se la massa ¢ distribuita
uniformemente nel cubetto abbiamo

(6.28.16)

e quindi si ha una seconda collisione.
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6.29. Moto su una sbarra rotante xx

N

y

Figura 6.7.: Il sistema da studiare. La sbarra puo ruotare liberamente attorno al suo
punto medio, la massa scorre su di essa liberamente. La molla ha costante
elastica k e lunghezza a riposo trascurabile.

Una sbarra di lunghezza ¢ e momento di inerzia I pud ruotare liberamente attorno
al suo punto medio in un piano orizzontale. Su di essa pud scorrere una massa m,
fissata al centro di rotazione con una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo
trascurabile. Discutere qualitativamente le possibili orbite della massa, al variare delle
condizioni iniziali.

Soluzione

L’energia totale del sistema si conserva. Introducendo coordinate polari per descrivere
la posizione della massa (e della sbarra) e fissando I'origine nel punto medio della sbarra
possiamo scrivere

1 . 1_. k
_t (-2 292> 2rgz g foe
E 5™ (7 +7r + 5 + 57
L’unica forza esterna che agisce sul sistema ¢ la reazione vincolare applicata al centro di

rotazione. Dato che rispetto ad esso ha momento nullo, si conservera anche il momento
angolare totale

L=mr’0+16
Possiamo ricavare 6 da quest’ultima relazione
. L
f=—"
I+ mr?
e sostituendo otteniamo una energia efficace che dipende solo dalla coordinata radiale
1 1 L? k
E=_-mi?4+-—" 4242
" + 21+ mr? * 2"
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Possiamo adesso studiare qualitativamente le orbite a partire dal potenziale eﬂ[icaceﬂ

1/ L7
Ueps(r) = 5 (Hm,a t "””2>

Anzitutto Uesf(0) = L?/2I, e lim, o0 Uesf(r) = 400. Derivando

dUeff _ ., |:k‘— L2m :|
dr (I +mr?)?

che si annulla per r = 0 e per E|

(6.29.1)

L>14 L (6.29.2)
m

Possiamo adesso discutere le orbite al variare di L e di E. Distinguiamo due casi:

seEl

1. L > I\/k/m. Questo corrisponde al grafico blu in figura. Abbiamo un minimo del
potenziale effettivo, associato ad un’orbita circolare di raggio 7., che si ottiene
quando 'energia vale

E=FE = Ueff(rmin)

Il periodo dell’orbita si determina direttamente dalla velocita angolare,

_2r 5 I+ mr2

min
= T

w L

T

Per valori dell’energia compresi tra Fq ed Fo la massa si muove tra un raggio minimo
e un raggio massimo determinato delle soluzioni di Ues¢(r) = E. Quando E = E»
abbiamo una possibile soluzione nella quale la massa ¢ ferma nell’origine, mentre
l'asta ruota con la velocita angolare w = L/I. La massa ¢ in equilibrio instabile:
se perturbata percorre un’orbita fino ad una distanza massima determinata dalla

2Esprimendo questa relazione nella forma

mUesy 1 <mL2 1 mr2>
Y 2 mr2
kI 2\ kI? 14+ mr- I

otteniamo una relazione tra i parametri adimensionali v = mk™' I U.ss, p = mI*r? e £2 =

mk™ 11722
" 1 ( 22 2)
2\ 1+ p? p

dalla quale risulta evidente che le caratteristiche qualitative dell’orbita possono solo dipendere da /,
come sara evidente nel seguito.

3In termini delle variabili adimensionali introdotte precedentemente, per p = /¢ — 1.

4Cioe per £ > 1.
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Figura 6.8.: Il potenziale effettivo U.f¢. Sulle ascisse ¢ riportato il valore di ry/m/I e sulle
ordinate di mk™'I~'U,s(r) al variare di LI~'y/m/k. In particolare la curva
rossa ¢ ottenuta per LI~'\/m/k = 1/2, quella verde per LI™'\/m/k =1e
quella blu per LI~1\/m/k = 2.

soluzione non nulla di Ey = Ugrs(r) e torna nell’origine in un tempo infinito ﬂ
Infine per £ > FE5 la riesce ad attraversare l'origine, e si allontana fino ad una
distanza massima determinata dall’unica soluzione di Ugs¢(r) = E, per poi tornare
nuovamente verso l'origine e ripetere il ciclo.

2. L < I\/k/m. Questo corrisponde al grafico rosso in figura. Per F = Ej la
particella é ferma nell’origine, e questa volta la sua posizione di equilibrio & stabile.
Per F > FE; si ottengono orbite qualitativamente simili a quella discussa nel caso
precedente per E > Es. Il caso L = I\/k/m ¢ qualitativamente simile a questoﬁ

Concludiamo osservando che per una sbarra di lunghezza finita ¢ le orbite valide saranno
quello che non si allontaneranno dall’origine piu di ¢/2.

Lo studio dettagliato di questo caso particolare sara fatto in un esercizio successivo.
5Una differenza tra i due sara 'argomento di un esercizio successivo.
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6.30. Piccole oscillazioni di meta cilindro % x x

La meta di un cilindro omogeneo di raggio R, massa m e altezza h € appoggiato su un
piano obliquo come in Figura ed ¢ libero di ruotare senza strisciare. Potete indicare
con b la distanza del centro di massa dall’asse del cilindro.

Figura 6.9.: Il semicilindro appoggiato sul piano obliquo: convenzioni per gli angoli.

1. Calcolare I'inclinazione « del cilindro nella posizione di equilibrio in funzione di 6,
e 'angolo massimo 0* per il quale ’equilibrio é possibile.

2. Se # = 0 partendo dalla posizione di equilibrio per quale velocita angolare iniziale
minima il corpo si capovolge?

3. Sempre per # = 0 calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni del sistema attorno
alla posizione di equilibrio.

Soluzioneﬂ

Domanda 1 Consideriamo la costruzione rappresentata in Figura Fissato il punto
di contatto P, conduciamo la perpendicolare al piano inclinato passante per esso. Su essa
prendiamo il punto a distanza R da P. La circonferenza di raggio b e centro O ¢ il luogo
delle possibili posizioni del centro di massa.

Le forze che agiscgno sul sistema sono Dattrito statico F, (applicata in P) la reazione

normale al vincolo N (applicata in P) e la forza di gravita mg (applicata nel centro di
massa). La prima condizione di equilibrio da

Fo4+N+mg=0 (6.30.1)

e puo sempre essere soddisfatta scegliendo opportunamente F, e N. La seconda condi-
zione, scegliendo come polo il punto di contatto, dice che il momento rispetto a P della
forza di gravita deve essere nullo. Questo significa che si avra equilibrio solo con il centro
di massa sulla verticale di P (le posizioni M e M’ in figura).

"Scritto del 31/1/2007
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Figura 6.10.: La costruzione utilizzata per rispondere alla prima domanda.

Considerando il triangolo M PO abbiamo dal teorema dei seni la relazione

b R R
= = 6.30.2
sinf  sin(m—~v—0) sina ( )

dato che v = a — . Quindi

Rsinf = bsina (6.30.3)

che determina I'angolo « di equilibrio in funzione di #. Si hanno soluzioni solo se sin § <
b/ R, che determina il massimo valore possibile 6* = arcsin(b/R). Esplicitamente 1’angolo
di equilibrio vale

a = arcsin <]; sin 9) (6.30.4)

Alternativamente dalla Figura si vede direttamente che il valore massimo di o cor-
risponde a a + 6 = 7/2 (la retta MM’ diviene tangente alla circonferenza di raggio b).
Questo corrisponde a sin#* = b/R. Osserviamo che per piccoli spostamenti rispetto ad
M del centro di massa la forza di gravita agisce come forza di richiamo. Quindi la con-
figurazione considerata ¢ di equilibrio stabile. Al contrario la configurazione con centro
di massa in M’ sara di equilibrio instabile.
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Figura 6.11.: La posizione estrema da raggiungere prima del capovolgimento.

Domanda 2 Per capovolgersi, il corpo dovra superare la posizione di altezza massima
per il suo centro di massa. Questo avviene nella situazione in Figura Rispetto al
terreno 'altezza del centro di massa ¢ allora

hy =V b?+ R? (6.30.5)
e imponendo la conservazione dell’energia abbiamo
1
§Ipw§ +mg (R —b) = mgvb?>+ R? (6.30.6)

dove Ip ¢ il momento di inerzia del mezzo cilindro rispetto al punto di contatto, nella
configurazione iniziale. Otteniamo quindi

wo = \/T (\/R2 12— R+ b) (6.30.7)

Per calcolare Ip osserviamo che il momento di inerzia di un cilindro intero rispetto al
suo asse vale

1
Iy = 5Mm-lR2 (6.30.8)

e quello di metéa cilindro, rispetto allo stesso asse,
1 2
Ip = imR (6.30.9)

(ovviamente m = M_;/2). Usando il teorema di Steiner troviamo il momento rispetto
ad un asse passante per il centro di massa

Ioy = Ip — mb? (6.30.10)

ed infine, usando nuovamente il teorema, rispetto ad un asse passante per il punto di
contatto iniziale

1 1
Ip = Icy+m (R —b)* = 5mR2+m (R—b)*—mb? = §mR2+mR (R —2b) . (6.30.11)
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Domanda 3 Conviene scrivere 1’energia cinetica come somma del contributo legato al
centro di massa e della rotazione attorno ad esso:

1. . 1 .
K = m (22, + 92m) + 510Ma2 . (6.30.12)

Le coordinate del centro di massa si possono scrivere, fissato un sistema di riferimento
con origine nella posizione iniziale del punto O,

Tem = Ra—bsina (6.30.13)
Yem = —bcosa (6.30.14)

da cui, aggiungendo ’energia potenziale gravitazionale mgycy,, otteniamo

2

1 1
E=-m [(Rd — bévcos a)? + (bérsin a)ﬂ + —Iopmé® —mgbeosa. (6.30.15)

2 2

Sviluppando per piccole oscillazioni otteniamo, al secondo ordine in « e ¢,

1 b
E= [m(R—b)Z-i-ICM} d2+%a2—mgb. (6.30.16)

Notare che questo si pud anche scrivere, trascurando una costante irrilevante,

1. mgb
E=-Ipa?+ 1922 (6.30.17)
2 2
cioé per piccole oscillazioni si pud trascurare il fatto che ’asse di rotazione cambia.

L’energia appena scritta é formalmente quella di un oscillatore armonico, da cui

b
w=2rf = T?—g . (6.30.18)
P
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6.31. Piccole oscillazioni meta cilindro, niente attrito *x

La meta di un cilindro omogeneo di raggio R, massa M e altezza h & appoggiato su un
piano orizzontale privo di attrito. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno
alla posizione di equilibrio.

Soluzione

\j

Figura 6.12.: Il semicilindro durante l'oscillazione, in un sistema di riferimento nel quale
la componente orizzontale della velocita del centro di massa € nulla. 11
sistema ¢ stato scelto in modo che il centro di massa (indicato dal punto
scuro) si trovi sull’asse delle ordinate.

La componente orizzontale della quantita di moto del sistema si conserva, dato che
non esistono forze esterne orizzontali applicate al sistema. Possiamo allora scegliere un
sistema di riferimento inerziale nel quale il centro di massa si trova in ogni istante sull’asse
y, come in Figura[6.12]

Scriviamo ’energia potenziale. Detto 6 ’angolo tra la verticale e il segmento che con-
giunge il centro della semicirconferenza al centro di massa possiamo scrivere la posizione
verticale di quest’ultimo

Yem = R —bcos 6

Allora
U(@) = Mg (R —bcosb)

che ha un minimo per # = 0, che é quindi una posizione di equilibrio stabile.
Scriviamo ’energia cinetica nella forma

1

1
E, = 5Mugm + ilcmwQ

dove v2, = 2, & il quadrato della velocita del centro di massa (che si muove solo
verticalmente nel sistema scelto) e w? = 62 ¢ il quadrato della velocita angolare. Il
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momento di inerzia I.,, € calcolato rispetto al centro di massa del sistema, e puo essere
calcolato usando il teorema di Steiner:

1
Loy = Tom + Mbv?
dove
1 2
Loy =5 (2M) R

¢ il momento di inerzia di un cilindro completo rispetto al suo asse. In conclusione
1 2 2

IcmziM(R —2b )

Derivando ¥, rispetto al tempo troviamo
Yem = b sin 0
e sostituendo otteniamo ’energia finale
1 )
E= (Mb*sin® 6 + Ion,) 6> + Mg (R — beos )

Per piccole oscillazioni attorno # = 0 possiamo approssimare questa espressione al
secondo ordine in #, 6 ottenendo

1. ., 1
E = ZI.,0% + = M gb6?
2 + Mg

che corrisponde ad un oscillatore armonico di frequenza

f_i /Mgb_i/ 2gb
o2\ I,, 2m\ R2—2b?
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6.32. Centro di massa meta cilindro *x

Calcolare la distanza b tra il centro di massa e I'asse del semicilindro che compare negli
esercizi e e usatelo per confrontare le frequenze delle piccole oscillazioni trovate
nei due casi.

\/

Figura 6.13.: Il sistema di coordinate utilizzato per il calcolo del centro di massa.

Soluzione

Scegliamo un sistema di coordinate come in Figura A causa della simmetria
orizzontale x.,, = 0. Per calcolare y.,, = b calcoliamo

1
Yem = M/ydm

che diviene, utilizzando coordinate polari,

von = 27 [ v5gdS
= Mm//rsin 97“d7’d9
™

) R ) T
= — d df sin 6
7TR2/ rr /0 S1n

2 R3 4
= = ~R~0424R
TR2? 3 37

La frequenza delle piccole oscillazioni ¢, nel caso senza attrito considerato nell’Eserci-

710 0.3 1
8
37 ~
“RQ 02 27T — 16§ 0162,/

e in quello con rotolamento puro considerato nell’Esercizio [6.30]

37r
= ~0.128 6.32.1
\/3R2 4Rb \/3-%1% \/ (6.52.1)
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6.33. Giro della morte per una sfera xx

Figura 6.14.: La sfera all’interno del cilindro e la coordinata usata per descriverla.

Una sfera di massa M e raggio r rotola senza strisciare all’interno di un tubo di raggio
R > r come in figura. Il tubo si comporta come un vincolo monolatero.
Scegliendo ’angolo 6 come coordinata,

1. scrivere ’energia totale del sistema in funzione di 6 e 0;

2. supponendo che 8(t = 0) = 0, si determini il minimo valore di (¢ = 0) che permette
alla sfera di percorrere un giro completo senza staccarsi dal tubo;

3. determinare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio
stabile.
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Soluzioneﬂ

Domanda 1

La velocita del centro di massa del cilindro si scrive
Vem = (R — r)@
ma anche, usando la condizione di rotolamento puro,
Vem = —Tw

dove w € la velocita angolare del cilindro. Da queste due relazioni segue che

R*'I"é

w=—
r

Possiamo adesso scrivere ’energia nella forma

1
E = in +21w — Mg(R—1)cosf

1 250 1 R\?
= —M(R-r)“d +§I 1——) 60— Mg(R—r)cosb
T
2

2
o]
17

= 1M R —r)cosf
= §5M(R r)26% — Mg(R —r) cos 0

dove si ¢ utilizzato il momento di inerzia della sfera, I = 2Mr?/5. Notare che il termine
cinetico si pud anche scrivere nella forma

1[7 (R—r)?, 1
EC:* *M2 2 :71/2
2[5 TH 2 9] gt ¥

dove I' = 7TMr?/5 ¢ il momento di inerzia della sfera rispetto al punto di contatto.

Domanda 2

La componente radiale dell’equazione del moto del centro di massa della sfera si scrive
—~M(R—7r)*=—N + Mgcosf

da cui é possibile calcolare la reazione vincolare.

N = Mgcos® + M(R — r)6?

8Scritto del 2 marzo 2011
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La sfera rimarra aderente al vincolo se N > 0, cioé
geosf+ (R—r)0> >0 (6.33.1)
Dalla conservazione dell’energia possiamo ora determinare (R — r)éQ in funzione di 6:

1 : 1 :
5gM(R —7)%02 — Mg(R—7) = §%M(R —7)%0? — Mg(R — ) cos §

da cui 10
(R—7)0? = (R —1r)0 — -9 (1 —cosb)

e sostituendo nella ((6.33.1)) troviamo

11 caso peggiore ¢ 8 = m, quindi deve essere

. 27T g
0 ’ > =
‘ N=\7@®=-"
Domanda 3
La posizione di equilibrio stabile ¢ # = 0. Sviluppando l’energia al secondo ordine
troviamo a meno di una costante
_ 17 22, L _ap2 4
E = 25M(R r)*0° + 2Mg(R r)6% + O (6*)

quindi la frequenza delle piccole oscillazioni é

1 59

fz% T(R—r)

@ 416 versione del 9 ottobre 2013



6.34. CAMPO DI VELOCITA DI UNA MONETA * % %

6.34. Campo di velocita di una moneta * x x

Figura 6.15.: Il moto della monetina sul piano. La velocita #y specificata nel problema é
quella del punto geometrico P di contatto tra monetina e piano.

Si vuole studiare il campo di velocita di una monetina molto sottile di raggio r che si
muove facendo rotolamento puro su un piano. Il punto di contatto P tra la monetina e il
piano si muove su una circonferenza di raggio d attorno ad un centro O (vedere Figura)
con velocita costante in modulo vg. La monetina rimane tangente alla circonferenza. Si
vuole determinare in particolare

o L’asse istantaneo di rotazione

o Il campo di velocita ¥ (x, z) della monetina nel sistema di riferimento rappresentato

sulla sinistra in Figura (6.15)

o Il vettore velocita angolare

Soluzione

Il metodo piu veloce per determinare 'asse istantaneo di rotazione é quello di trovare
due punti istantaneamente fermi del corpo rigido considerato. Notiamo che tali punti
potranno essere esterni alla monetina, ma collegati “rigidamente” ad essa. Nel caso
considerato il punto F; della monetina (Figura[6.16]) che ¢ ad un certo istante a contatto
col piano orizzontale é sicuramente fermo, data la condizione di rotolamento puro.

Consideriamo adesso, sempre in Figura il punto F5 posto ad una altezza r sulla
verticale di O: la sua distanza da un punto qualsiasi della monetina si mantiene costante
durante il moto, e quindi possiamo pensarlo collegato ad essa rigidamente. Si tratta
quindi di un secondo punto fisso, e 'asse di rotazione istantaneo é la retta passante
tra Fy e Fy. Notare che il punto O non rimane ad una distanza fissa dai punti della
monetina: ad esempio la distanza tra O ed un punto A posto sul bordo varia da un
minimo di OA = d (quando A = P) ad un massimo di OA = v/d? + 4r2 (quando A si
trova sulla verticale del punto di contatto col piano).

Il vettore velocita angolare avra una direzione parallela all’asse istantaneo di rotazione.
Per determinarne il modulo osserviamo che la velocita del centro della monetina C' é,
all’istante rappresentato in Figura|6.16, ¥ = —vgZ. Dato che il moto é di puro rotolamento
dovra anche essere

V=0AT (6.34.1)
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- &
)
:“/:/:V: ********************************* - C
§ ?
Lo §
O ’
- I Y

Figura 6.16.: Una costruzione che permette di determinare 1’asse istantaneo di rotazione
della monetina, vista in sezione trasversa ad un dato istante. Dato che sia
Fy che F5 sono istantaneamente fermi, ’asse istantaneo di rotazione passa
da essi.

dove 7 & un qualsiasi vettore che collega un punto istantaneamente fermo con C, ad
esempio il due vettori F1C e F»C' rappresentati in blu. Avremo quindi

T g Z
—VoT :QAFli% =| Wy Wy W, |=Twyd — 1wzl
0O 0 r
da cui segue wy = —vg/r, wy; = 0. Oppure
T g Z
-V = W A Fg(% =| Wy Wy W, |=dwzZ—dw.®
0 d 0

da cui otteniamo w, = wg/d. In conclusione scegliendo il riferimento come in

abbiamo
(023
@ Tor’d
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Determiniamo adesso il campo di velocita sulla monetina. Possiamo usare direttamente
I'espressione (6.34.1]). Nel sistema di riferimento a sinistra in Figura (6.15) abbiamo

0 x Vg
Jd=| —vo/r |; 7= 0 : T=| vy
vo/d z24r Uy
da cui
T 1 F
5 y Z+Tr. T . T .
v=10 —vo/r w/d |=—vp :c—l—vogy—l—vofz
r
T 0 z+r

Si verifica che il punto di contatto (0,0, —r) ¢ istantaneamente fermo. Inoltre i punti
che non si trovano sull’asse z hanno una componente non nulla della velocita lungo g,
come ci si poteva attendere dato che la monetina deve curvare per rimanere sulla propria
traiettoria circolare. Il limite d — oo corrisponde in effetti al caso di traiettoria rettilinea,

per il quale

R zZ+T., x
U= —1 T+ v9—2
(§]
- 0
W=——9
r
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6.35. Trottola “bloccata” nel piano *x

Figura 6.17.: Il sistema considerato nel problema visto in sezione rispetto al piano nel
quale I'asse € vincolato. La ruota € in grigio, la guida che vincola I’asse in

blu.

Una ruota di bicicletta puo ruotare liberamente attorno ad un’asta. L’asta a sua volta
¢ fissata come in Figura [6.17] ad un suo estremo nel punto O e puo ruotare liberamente
attorno ad esso. Per fare in modo che I'asta rimanga in un piano fissato si aggiunge una
guida liscia circolare (in blu in Figura e si vincola 'asse a rimanere aderente ad
essa. Per gli scopi del problema si puo indicare con I; il momento di inerzia del corpo
rigido lungo l'asse delll’asta, con Is quello in una direzione perpendicolare ad essa, in
entrambi i casi rispetto al punto O, con m la massa totale e con d la distanza del centro
di massa da O.

Supponendo di porre in rotazione attorno all’asse la ruota con velocita angolare w,,
e di lasciare libero il sistema da un angolo iniziale § = 0y, discutere il moto successivo
scrivendo le equazioni del moto. In particolare, come si muove il sistema se w, = 07
Cambia qualcosa se w, # 07
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Soluzione

Utilizziamo coordinate cilindriche per descrivere la posizione del centro di massa del
sistema
rom = dé,
I1 vettore velocita angolare ha componenti non nulle solo lungo le direzioni €, e €., quindi
W= wpép + w€;
Notiamo che w, descrive la rotazione attorno all’asse, e w, la rotazione (oscillazione)

dell’asse attorno ad O. Per ragioni di simmetria gli assi principali del corpo rigido sono
chiaramente lungo 'asta e perpendicolari ad essa, quindi

L= Luwye, + huw.é,
Per quanto riguarda i momenti, avremo quello della forza di gravita e il momento della
reazione vincolare della guida
M = —mgdsin0é, + Mgég

Scriviamo adesso I'equazione del moto dL /dt = M. Abbiamo

dL o R .. 2

i Lweé, + hwye, + hw.é, + lhw.é,
= Lyé, + hw,é + Ioé,
= Lwyé, + Lwyéq + I20e,
dove si & usato éz =0ew, = 0. L’equazione cardinale diventa

L6yé, + Nw,0ég + I0¢, = —mgdsin 6, + Mgég

da cui
Lw, = 0
Lw = Mg
L = —mgdsin 0

La prima equazione ci dice che w, ¢ costante. In particolare se w, = 0 le altre due si
riducono a

Mp = 0
L6 = —mgdsind

quindi il sistema oscilla come un pendolo, e la guida non esercita nessuna reazione vin-
colare. Nel caso generale vediamo che I’equazione del moto per # non cambia, quindi il
moto sara ancora una volta quello di un pendolo. Ma questa volta la guida esercitera sul
sistema una reazione, equivalente al momento

MR = Ilwpﬁ

e questo significa che in assenza di essa il moto non resterebbe confinato nel piano. In
effetti avremmo una trottola con un punto fisso, problema analizzato negli Esercizi [6.27]

e [6.00]
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6.36. Trottola simmetrica: discussione delle soluzioni * x x

Nell’Esercizio [6.27] energia E e la componente verticale L, del momento angolare di una
trottola simmetrica fissata ad un estremo, entrambe quantita costanti, sono state scritte
nella forma

E = 0
2 +211 21

L, = L,cosf+ Ig(;'ﬁsinQ 0

I LEJFL Lycos® — L,
sin 6

2
) + Mgdcosf

dove L, ¢ la componente del monento angolare lungo ’asse della trottola, anche esso
costante. In questo esercizio si studiera qualitativamente il moto della trottola al variare
delle condizioni iniziali.

Soluzione

Conviene scrivere I’equazione che definisce I’energia nella forma

I L2 1
2625in2 0 = — " Vsin?0 — — (Lycosf — L,)> — Mgdcosfsin®6  (6.36.1)
2 25 21

da cui segue direttamente che il moto sara possibile solo nelle regioni in cui il secondo
membro sara positivo. Avremo quindi la condizione

oLE I\ 2LMgd ) L.\?
e A 1— - -2 > :36.2
[( 12 h) Iz cos 9} (1 —cos®0) cosf ) 2 0 (6.36.2)
ed inoltre ‘
Ip(1 —cos®*) = L, — L, cos (6.36.3)

In termini di z = cos# il membro destro dell’Equazione (6.36.2]) ¢ un polinomio di terzo
grado

P(z) = (a = pz) (1 - 2%) = (z —)*

dove abbiamo posto

_ (2LE I
a"(L%‘h)
2Is M gd
3 = 2L%9
— LZ

T

I valori agli estremi sono negativi o nulli,

P(1) = — (7 F 1)°
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Questo significa che la trottola potra raggiungere la posizione verticale solo nei due casi
L, = L, (sara possibile § =0) o L, = —L, (sara possibile § = 7). Notiamo che

L(l—2)¢ =1L, Lz
e quindi il segno di qﬁ (la velocita di precessione) potra cambiare, e sara in ogni istante
lo stesso di L, — L,x.
In termini delle condizioni iniziali abbiamo adesso

Ly 1.

+ —Irpgsin” 6y + M gd cos by
2l 2
L, = L,cosby+ Iyposin® 6

I .

e quindi (notare che la velocita del centro di massa della trottola ¢ data da v2, =
d? <0§ + @3 sin? 90))

2 /., . . 2M gdlI,
a = Ll% (6(2) + ¢p sin? 90> + Iz cos b
5o
= chm70 + B COS 90
T
5 _ 2DBMgd
L3
_ I . . 2
v = cosby+ f¢0 sin” 6g
inoltre ' '
Lpsin? 0 = L, (cos by — cos B) + Indgsin® Oy
Studiamo alcuni casi particolari. (..................... )

@ 423 versione del 9 ottobre 2013



6.37. CADUTA DI UN MANUBRIO %

6.37. Caduta di un manubrio xx

Figura 6.18.: Il sistema descritto nel problema. I due estremi dell’asta sono sulla su-
perficie delle sfere, in altre parole la distanza tra i centri delle due sfere é
L+2R.

Due sfere di massa M e raggio R sono collegate da un’asta di uguale massa e lunghezza
L. Gli estremi dell’asta sono saldati perpendicolarmente alle superfici delle due sfere.
Inizialmente una sfera & appoggiata su un piano orizzontale, e 'asta forma un angolo
Ay con l'orizzontale. Ad un certo punto si elimina in vincolo che mantiene il sistema in
equilibrio.

1. Supponendo che il piano sia privo di attrito determinare la velocita angolare del
corpo quando la seconda sfera tocca terra.

2. Rispondere alla stessa domanda precedente, supponendo questa volta che la sfera
inizialmente in contatto con il piano rotoli senza strisciare su quest’ultimo.

3. Determinare la reazione normale del piano quando l'inclinazione dell’asta rispetto
all’orizzontale diviene 6y/2.

Soluzione

Domanda 1 Se il piano non ha attrito, non ci sono forze esterne orizzontali applicate al
sistema. Di conseguenza la quantita di moto orizzontale si conserva, e il centro di massa
si muove solo verticalente, dato che inizialmente é fermo. L’energia del sistema si puo
allora scrivere

1 1
E = 531\4;)3m + ifcme + 3M gyem (6.37.1)

dove w = 0 ¢ la velocita angolare del corpo rigido e

L
Yo = (R + 2) sin ¢ (6.37.2)
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¢ laltezza del centro di massa (al centro del manubrio) misurata rispetto all’altezza del
centro della sfera poggiata a terra. Sostituendo otteniamo

1 L\? : L
E=g [3M (R + 2) cos? 0 4 I | 62 +3Mg (R + 2) sin @ (6.37.3)
L’espressione tra parentesi quadre
I\ 2
Iy =3M (R + 2) cos® 0 + I, (6.37.4)

si puo interpretare come momento di inerzia del manubrio rispetto al punto istantanea-
mente fermo attorno al quale sta ruotando, come si vede dalla Figura |6.19

Figura 6.19.: Il manubrio ruota attorno al punto fisso P, che si pud determinare con la
costruzione in figura notando che il punto di contatto col terreno si muove
orizzontalmente e il centro di massa verticalmente. Quindi P deve trovarsi
alle intersezioni delle rette perpendicolari alle due velocita.

Uguagliando ’energia iniziale a quella finale abbiamo
1 L\?
- |3M — Iem
2 [3 (Re)'s

62 — 6M9(R+%)
3M (R+L)* + I,

Per quanto riguarda I, abbiamo

: L
6? = 3Mg (R + 2) sin fg (6.37.5)

da cui

sin 6y (6.37.6)

1
I,,=—ML?>+2
am2 + 2

2 L\?
SMR*+ M (R+ 5 (6.37.7)
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dove il primo termine ¢ il momento di inerzia dell’asta attorno al suo centro, e il secondo
il momento di inerzia delle due sfere (il fattore 2) ottenuto aggiungendo al momento di
inerzia rispetto al centro il contributo prescritto dal teorema di Steiner.

Domanda 2 In questo caso possiamo considerare istante per istante il moto del manu-
brio come puro rotolamento attorno al punto di contatto. Quindi per ’energia abbiamo

1. L
E = 5[692 +3Myg <R + 2> sin @ (6.37.8)
dove
L\? L 2
I, =1I.m+3M { (R + 2) cos? 0 + [R + (R + 2) sin 0] } (6.37.9)
Dalla conservazione dell’energia segue adesso
. 6Mg(R+ %
62 — g(R+3) sin 0y (6.37.10)

Lom +3M |(R+ )" + B?|

minore della precedente. La ragione é che al momento dell’arrivo a terra il centro di massa
si sta muovendo anche orizzontalmente (con velocitd vep o = —Ré) e parte dell’energia
potenziale iniziale si ¢ trasformata nell’energia cinetica legata a questo moto, quindi non
¢ disponibile come energia cinetica di rotazione.

Domanda 3 L’accelerazione verticale del centro di massa ¢ determinata dall’equazione
3Mijem, = N —3Mg (6.37.11)

dove N ¢ la reazione vincolare che dobbiamo determinare. D’altra parte
) L\ /. o
Yem = | B+ 3 (9 cosf — 0 sin 9) (6.37.12)

e quindi
L\ (= 6y ., . 0
N =3M [g + <R + 2) <9f cos 5“ — §3sin ;)] (6.37.13)

dove 0y, 0 sono l'accelerazione angolare e la velocita angolare al momento considerato.

Dalla conservazione dell’energia abbiamo

1 90 A2 L . 90 o L .
5! <2> 0% +3Myg <R+ 2) sin o = 3Mg | R+ 5 | sinfy (6.37.14)

dove I(0) & data dalla (6.37.4) o dalla (6.19) a seconda che si consideri il caso senza

attrito o con rotolamento puro. In conclusione per un dato angolo

_ 6Mg(R+5)

16
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e derivando
3Mg(R+%)

[%
(%)
Valutando le espressioni precedenti per § = 6y/2 si ottengono éf, éf che sostituiti nella
Equazione ((6.37.13|) danno la soluzione cercata.

6= cos 6 (6.37.16)
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6.38. Scambio di momento angolare *x

Un satellite di massa m ruota in un’orbita circolare di raggio R attorno ad un pianeta
di massa M > m. Inizialmente sia il pianeta che il satellite ruotano su se stessi con
una velocita angolari Wys e Wiy, non necessariamente perpendicolari al piano dell’orbita.
A causa di forze non meglio specificate i due corpi interagiscono tra di loro, e parte
dell’energia del sistema viene dissipata. Supponendo che l'orbita del satellite rimanga
circolare, determinare le caratteristiche del sistema quando la massima quantita possibile
di energia ¢é stata dissipata.

Soluzione

@]
]
&l
=
Fo]]
€l
3
]

—
w?”r 3

Figura 6.20.: A destra, una possibile configurazione iniziale (vista trasversalmente). Le
velocita di rotazione Wy, e Wy non sono necessariamente perpendicolari al
piano dell’orbita, mentre per definizione lo & Q. Nella configurazione finale
(a sinistra) @y = @m = Q. Di conseguenza tutte e tre sono parallele al
momento angolare conservato L che determina quindi il piano dell’orbita
finale.

Indichiamo con € la velocita angolare dell’orbita circolare del satellite. Dato che
M > m possiamo identificare il centro di questa con il centro del pianeta. Possiamo
scrivere l'energia cinetica totale nella forma

1 1 1
E. = §IMw]2V[ + §Imw,%1 + 5mR2Q2

dove il primo e il secondo termine sono le energie cinetiche dovute alla rotazione di pianeta
e satellite attorno al loro centro di massa, e il terzo é I’energia cinetica dovuta al moto
del centro di massa del satellite. Questa energia non si conserva, deve perd conservarsi il
momento angolare totale del sistema

I_: = IpGpr + L@ + mRZQ
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Possiamo usare questa legge di conservazione per scrivere ’energia cinetica in funzione
delle velocita angolari &y e Wy,

1 1 1
E.=— ijz\/[ + fImwfn + —mR?

- 2
L — Iy — 1@
2 2 2

mR2

dato che .
G_ L — In&py — I
N mR?
Adesso possiamo minimizzare ’energia cinetica rispetto a Wy e Wy,. Otteniamo le due
condizioni

(6.38.1)

OFE. I 7 L — InGar — In@m 0
= w — =

i MEM 2 M mRZ

OF, . L — InGar — In@m

0y = Imm = Im < mR2 =0

Dividendo la prima per I, la seconda per I, e sottraendo membro a membro otteniamo
W, = Opr

e quindi nella configurazione finale pianeta e satellite hanno la stessa velocitda angolare
di rotazione su se stessi. Sostituendo, ad esempio, nella prima equazione otteniamo

-

L

WOy = Wy =

cioé entrambe le velocita angolari sono lungo la direzione del momento angolar ini-
ziale. Per quanto riguarda la velocita angolare orbitale abbiamo adesso, sostituendo

nella (|6.38.1))

O =Wy = dm

In conclusione le velocita angolari orbitali sono adesso perpendicolari al piano dell’orbita,
e la velocita angolare orbitale € identica a quella di rotazione. In altre parole il satellite e
il pianeta rivolgono I'uno verso ’altro sempre la stessa faccia: si muovono come un unico

corpo rigido (Figura (6.20))).
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6.39. Rotolamento puro di un cono **

|

Un cono di raggio R, massa M e altezza h rotola senza strisciare su un piano orizzontale.
Il suo tensore di inerzia, riferito agli assi principali passanti per il centro di massa, vale

Iy 0 O
I = 0 Ip O
0 0 I

1. Scelto un opportuno sistema di coordinate determinare la posizione del centro di
massa in funzione del tempo, se il modulo della sua velocita iniziale vale vg.

2. Nelle stesse condizioni della domanda precedente determinare la velocita angolare
& del cono e il suo momento angolare L.

3. Se il piano viene adesso inclinato di un angolo # rispetto all’orizzontale determinare
la frequenza della piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile.

Soluzioneﬂ

Domanda 1

Il centro di massa sara lungo l’asse del cono. Per determinare la distanza dal vertice si

puo scrivere
R2 pt

1 h z 2 T3 1 3
bem = — zw(—R) dz =224 —Zp
"V /0 h lrR2h 4
Dato che il cono rotola senza strisciare, tutti i suoi punti a contatto con il piano sono

fermi, e definiscono I’asse istantaneo di rotazione. In particolare il vertice &€ sempre a
contatto, quindi & un punto fisso. L’altezza del centro di massa rispetto al piano resta

costante nel tempo e uguale a
Zem = Lem SIn @

dove abbiamo indicato con « la meta dell’angolo al vertice,

tana = —.

h

9Primo esercizio dello scritto di Fisica 1 del 19/6/2007
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La proiezione del centro di massa sul piano si muovera invece rimanendo a una distanza
dal vertice data da pep = £em cos o, Avremo

Tem = Pem COSQ
Yem = PemSing
dove ¢ (I’angolo che determina la posizione dell’asse istantaneo di rotazione) & determi-
nato dalla condizione
Vem = pcmq‘5
e dato che, come discusso in seguito, il modulo v.,, della velocita del centro di massa ¢
costante avremo ¢ = ¢g + —22-¢.

Pcm

Domanda 2
La velocita angolare sara diretta come 1’asse istantaneo di rotazione. Inoltre dovra essere
Vem = WZem

possiamo quindi scrivere
va

W= (Z cos ¢ + ysin @) .
Zcm
Per quanto riguarda il momento angolare, possiamo scriverlo rispetto a un polo preso

nel vertice del cono. Dato che questo é un punto fisso possiamo scrivere semplicemente

L=
dove Iy é il tensore di inerzia relativo ad esso. Possiamo ottenere quest’ultimo in due
passi. Scriviamo anzitutto il tensore di inerzia relativo al vertice riferito agli assi principali
del cono. Dal teorema di Steiner abbiamo

Io +mt?, 0 0
IV = 0 I() + mﬁgm 0
0 0 L
Sempre nello stesso sistema possiamo scrivere la velocita angolare nella forma
0
W= | wsina
w CoS
da cui
0
L= (Io+mf? )wsina
liwcosa

Quindi L ¢ contenuto nel piano determinato da & e dall’asse del cilindro. Infine & e L
sono costanti in modulo e I’angolo tra di essi é pure costante. Possiamo scrivere I’energia
cinetica del cilindro nella forma

E= %E W= % [(To+ mﬁzm) sin® o + I cos® o w?

e dalla sua conservazione segue che & é costante in modulo, quindi anche vy, lo sara.
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Domanda 3

Possiamo risolvere il problema aggiungendo all’energia cinetica un termine di energia
potenziale gravitazionale. Abbiamo

dove

cioe

Dato che

1
E= §Iw2 + mgdem,

Aem = Zem COS O — ey, SIn 0
3 .
_Eh cos asin @ cos ¢ + costante .

w:gi')cotoz

abbiamo per piccole oscillazioni

e quindi

@ose

1 . 3
E = 5] cot? ad? + gmgh cos  sin 0¢?

f 1 \/3mgh sin? avsin 6

- o 4] cos a
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6.40. Un carrello in discesa xx

Il carrello in figura é ottenuto unendo due cilindri di massa m e mg e raggio R mediante
una sbarra di massa my4 e lunghezza ¢. Sia i cilindri che I'asta sono omogenei. I cilindri
sono liberi di ruotare attorno al proprio asse ed é presente attrito statico descritto dal
coefficiente ps.

my, R

]

1. Assumendo che i due cilindri ruotino senza strisciare calcolare le reazioni normali
N1 e Ny che il piano esercita su di essi.

2. Calcolare 'accelerazione del centro di massa del carrello.

3. Calcolare il minimo valore di ps necessario a permettere ai cilindri di ruotare senza
strisciare, per un fissato angolo «.

Soluzionelﬂ

Domanda 1

Y0Primo esercizio scritto 30,/3,/2007
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La somma delle forze applicate a ciascun cilindro in direzione perpendicolare al piano
devono annullarsi. Da questo segue

Ny + PL —mjgcosa =

Ny + Po — mogcosa

dove come indicato nella figura P; e P» sono le componenti perpendicolari al piano delle
forze che 'asta applica al centro del cilindro. Se consideriamo adesso il momento delle
forze applicate all’asta rispetto al suo centro di massa abbiamo che deve essere

l l

P -

Z =9
2 %9

mentre la somma delle forze applicate all’asta in direzione perpendicolare al piano deve
pure annullarsi:
P+ Po+magcosa=0.

Da queste due relazioni segue

1
P =P = —§mAgcosa

e quindi
1
N = <m1 + 2mA> gcos
1
Ny = <m2 + 2mA> gcosa.

Domanda 2

Possiamo scrivere ’energia del sistema nella forma
1 9 1 9 )
E:§(m1—l—m2—|—m,4)az +§(Il+12)w — (m1+ma+my) grsina

dove x ¢ una coordinata scelta parallelamente al piano. Dalla condizione di rotolamento
puro segue che w = & /R e poiché I} = %mlRQ, L = %m2R2 abbiamo

1/3 3 .9 .
E:§ §m1+§m2+m,4 & — (m1 +ma 4+ my) grsina.

Derivando rispetto al tempo otteniamo 1’equazione del moto

(m1 4+ ma +my) gsina
(%ml + %mz +ma)

che ci da direttamente 'accelerazione.

@ 434 versione del 9 ottobre 2013



6.40. UN CARRELLO IN DISCESA *x

Domanda 3

Possiamo utilizzare la soluzione della domanda precedente e scrivere per ciascun cilin-
dro

P
—I,— =FR
R

dove F; é la forza di attrito. Segue che

1 (mp+mg+my)gsina
Fi=—-mi— 3
(§m1 + 5ma + mA)

2
ma deve essere |F;| < usN; da cui

(m1+m2+mA)gsina< +1
m; mi + =m cos a
" (3my +3ma +2ma) Ha iTomAld

ossia per ¢ = 1,2

(m1 + mo —l—mA) m;

tan o .
(3my + 3ma + 2my4) (mz + %mA)

s =

La condizione pitu restrittiva & quella relativa alla pit grande tra le due masse m1, ma.
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6.41. Oscillazioni forzate di un’asta *x

Un’asta di lunghezza ¢ e massa m ¢ fissata a una parete verticale attraverso un giunto
elastico con momento di richiamo M = —kf, dove 6 é I’angolo con il quale si deforma
il giunto. Si suppone il giunto sufficientemente rigido per cui gli angoli sono piccoli. In
assenza di gravita ’asta & perpendicolare alla parete.

1. Calcolare la posizione di equilibrio sotto I'influenza della gravita e il periodo delle
piccole oscillazioni.

2. La parete si muove con moto sinusoidale di ampiezza yg con frequenza w. Si calcoli
I’ampiezza del moto a regime dell’asta.

3. Il giunto ha una dissipazione viscosa che genera un momento M, = —’yé. Si calcoli
I’ampiezza e la fase del moto a regime dell’asta in funzione di w. Qual’é 'energia
dissipata per ciclo?

Soluzioneﬂ

Problema 1
Riferendosi alla figura, possiamo scrivere ’equazione del moto nella forma

dL 14
= = ™95 cos — k6 (6.41.1)

HSecondo esercizio compitino 1,/4,/2009.
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dove L = I6 ¢ il momento angolare rispetto ad un polo posto nel giunto elastico. Il
momento di inerzia é dato da

Y 2
m m¥
I= [ =r?dr=—. 6.41.2
/OET r=-3 ( )

Per piccoli angoli possiamo porre cos >~ 1, ottenendo per la posizione di equilibrio

mgl
96(] = _W . (6413)
Nella stessa approssimazione 1’equazione del moto si scrive
I5+k6=0 (6.41.4)

dove abbiamo posto § = 0., + 6. Il periodo delle piccole oscillazioni ¢ dato quindi da

I me?
T =2 — =2 —_ A41.
7r\/; "V 3k (641.5)

Se la parete si muove secondo y = gy cos wt nel sistema solidale ad essa agisce una forza
apparente

Problema 2

F = myow? cos wt (6.41.6)
e quindi )
16+ ko =M (6.41.7)
dove M ¢ il momento della forza apparente,
l 4
M = miyow2 coswt = Re (Moe™") (6.41.8)
ed abbiamo posto
L
Moy = miyng. (6.41.9)

Utilizzando il metodo dei fasori otteniamo la soluzione a regime della forma

§ = Re (Ae™") (6.41.10)
con M
_ 0
A= 1) (6.41.11)

che rappresenta 'ampiezza del moto a regime.
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Problema 3
L’equazione del moto diventa adesso
I0 470+ kd =M.

Con lo stesso metodo utilizzato in precedenza otteniamo adesso

Mo
(k + iwy — Tw?)

che corrisponde ad una ampiezza

M
Al = ——
\/7%)2 + (k — Iw?)
e a una fase
¢ =arg A
con
k — Iw?
cosp = Y
\/7%}2 + (k — Iw2)2
sing = il

\/7%)2 + (k- Ich)2

(6.41.12)

(6.41.13)

(6.41.14)

(6.41.15)

(6.41.16)

(6.41.17)

L’energia dissipata in un ciclo si pud ottenere a regime calcolando il lavoro fatto dalla
forza esterna in un periodo. Tenendo conto che la forza é applicata al centro di massa

abbiamo
T T _
des:/ vadt:/ M x §dt
0 0
e d’altra parte
T
Wiiss = / Re (./\/loem) x Re (iw.Aei“t) dt.
0
Usando 'identita -
/ Re (uem) Re (vem) dt = “Re (u*v)
0 w

valida per due numeri complessi u, v qualsiasi, troviamo

. 2
Waiss = "Re [iwMpA] = TRe [ iw Mg }
w w

k+ iwy — Tw?
ossia
TwyM3

W = .
diss (k — Iw2)2 + w2qy2

(6.41.18)

(6.41.19)

(6.41.20)

(6.41.21)

(6.41.22)
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6.42. Distacco di una bacchetta rotante *x

m

La bacchetta rigida in figura, di lunghezza ¢, massa m e spessore trascurabile, ruota
attorno all’asse verticale con velocita angolare costante w. L’angolo 6 tra asse e bacchetta
é fisso.

1. Calcolare ’energia cinetica del sistema.
2. Calcolare il vettore momento angolare del sistema, L(t).

3. Supponendo che a un certo istante il vincolo venga a mancare discutere il moto
successivo tenendo conto dell’effetto della gravita.

Soluzione{ﬂ

Domanda 1

L’energia cinetica si pud scrivere come energia di pura rotazione attorno al punto fisso,
[
E= EIw . (6.42.1)

Il calcolo del momento di inerzia I si puo fare direttamente, integrando sulla lunghezza
della sbarra:

¢
I= / % (rsin)? dr = %ﬁ sin? 6. (6.42.2)
0

12Primo problema scritto 21,/1/2009
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Domanda 2
Possiamo calcolare il momento angolare totale sommando i contributi di ogni elemento
della sbarra. Questo significa valutare

L= /de/\ 7. (6.42.3)

Introducendo un versore 7 nella direzione della bacchetta e identificando 1’asse di rota-
zione con l’asse z possiamo scrivere

m

dm = 7dr (6.42.4)
7= (6.42.5)
T=dAT=wr(ZAT) (6.42.6)
e quindi
¢
L= %% A(2AF) / drr? . (6.42.7)
0

Sfruttando I'identita @ A (l;/\ é') =b(@-é) — E'(Ei- 5) si trova
TAGEA

T)=2—7(2-7) =2+ cosOt (6.42.8)

e quindi, ponendo l’asse x ad un dato istante nel piano contenente 1’asse di rotazione e
la bacchetta, abbiamo

L= %62 (24 cosf7) = %62 sin @ [sin 02 + cos 0z] . (6.42.9)

Notare che il momento angolare é sempre ortogonale alla bacchetta:

mw

7. L= (7-24cosf) =0. (6.42.10)

Domanda 3

Dal momento in cui il vincolo viene a mancare si conserva il momento angolare e ’energia.
Quindi, supponendo che il distacco avvenga quando la bacchetta si trova nel piano z,z:

1. Il centro di massa della bacchetta si muovera di moto uniformemente accelerato
(accelerazione —gZ), con la velocita iniziale che aveva al momento del distacco,
cioe

. 1. e e
o = 5% A Tgist = o (ZAT)= v sin 09 (6.42.11)
2. Nel sistema del centro di massa, in caduta libera con la bacchetta, non vi sono forze

esterne. Il moto é quindi quello di una trottola simmetrica libera.
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hl\\\‘x\\

Figura 6.21.: La bacchetta al momento del distacco: il momento angolare é in verde, la
velocita angolare in rosso.

3. Ponendoci nel piano identificato dalla bacchetta e dalla velocitd angolare ad un
istante dato come in Figura [6.21] possiamo scomporre & in una componente pa-
rallela alla bacchetta dp e in una trasversale dr. Dato che il momento di inerzia
rispetto all’asse della bacchetta é nullo, avremo

L = Ir@r (6.42.12)

dove Iy = 1—12m€2 ¢ il momento di inerzia della bacchetta rispetto ad un asse tra-
sverso passante per il centro di massa. Quindi anche &p si conserva, e la bacchetta
ruota attorno a L fisso nello spazio con velocita angolare w sin 6.
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6.43. Un altro giro della morte *x

B

La guida in figura é formata da da quattro quarti di circonferenza, di raggio R e R3 > Rs
come in figura, che sono collegati nella sequenza A— B, B—C, C — B e B—D. Un disco
di raggio Ry < Ry e massa m rotola senza strisciare sulla guida, partendo dal punto A
con velocita del centro di massa v, = vg.

1. Calcolare in modulo, direzione e verso la reazione vincolare della guida immedia-
tamente prima e immediatamente dopo il primo passaggio per il punto B e dire se
essa & impulsiva al momento del passaggio.

2. Ponendo vy = 0 determinare il massimo valore di Ry per il quale la guida viene
percorsa completamente, considerando il vincolo monolatero.

3. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno al punto B.

Soluzionelﬂ

Domanda 1

Dato che 'energia totale si conserva

1 1
E = §mvzm + §Icmw2 +mgz (6.43.1)

13Primo problema scritto 11,/9/2008
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e che velocita del centro di massa e velocita angolare del disco sono legate da vep, = —Riw
segue che
1 Iem\ o 3 5
E = 5 (m + R v, +mgz = 1MWem + mgz (6.43.2)

Questo significa che la velocita del centro di massa dipende solo dalla sua posizione
z. Quindi immediatamente prima e immediatamente dopo B v, non sara cambiata
(nemmeno in direzione, dato che sara sempre orizzontale) e quindi non ¢ presente nessuna
forza impulsiva.

Il centro di massa percorre una traiettoria circolare, per cui immediatamente prima di

B sara )

Ucm
— =N — 6.43.3
me " h mg ( )

e immediatamente dopo
2

Ucm
—— =N — 6.43.4
K mg ( )

da cui si deduce che la reazione normale della guida é diversa.
Si puo osservare che in B ’accelerazione tangenziale del centro di massa € nulla: questo
si ricava direttamente scrivendo l’energia nella forma
3

E = m(Rs — R1)%6% + mg (Rs — Ry) (1 — cos¥) (6.43.5)

valida prima di B e derivando rispetto al tempo

E= gm (R3 — R1)? 600 + mg (Rs — Ry) fsinf = 0 (6.43.6)

si ottengono le equazioni del moto

3 .
o (Bs = R1)*6 +mg (R3 — Ry)sinf = 0 (6.43.7)
che permettono di concludere 6=0in6=0. Analogamente si puo derivare I’equazione
del moto valida dopo B

3 s .
™M (Ry — R1)*0 +mg (Ry — Ry)sinf = 0 (6.43.8)
in entrambi i casi si & utilizzata come coordinata l’angolo tra la direzione verticale e la
normale alla guida.

Dato che non c¢’é¢ accelerazione tangenziale, non si avranno forze orizzontali, e la
reazione ha la sola componente normale discontinua calcolata precedentemente.
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Domanda 2

La velocita nel punto C' si calcola dalla conservazione dell’energia:

3
mgRs = vagm +mg (2R2 — Ry) (6.43.9)

da cui 4
Vo = 39 (R1+ Rs — 2Ry) (6.43.10)
ma per poter passare deve essere

2

v
m—=2 __ >m 6.43.11
(B —Ri) = (0451

da cui A
3 (R1+ R3 —2Rs) > (Ra — Ry) (6.43.12)

e quindi
4

Ry < Th + ARy (6.43.13)

11

Domanda 3

Il periodo ¢ la somma di un semiperiodo a sinistra di B pit un semiperiodo a destra.
Il primo & determinato dalla equazione del moto scritta in precedenza, sviluppata per
piccole oscillazioni:

%m (R3 — R1)*6 4+ mg (Rs — R1) 0 =0 (6.43.14)
da cui
T, =2rm ?’(RZ;RO (6.43.15)
e analogamente la seconda
T =22 (RQQ; ) (6.43.16)

quindi

;T —;Tz _ 7T\/?(\/R3 "R+ VR _Rl) (6.43.17)
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6.44. Sbarra in guida circolare, vincolo bilatero *x

Una sbarra omogenea di lunghezza ¢ e massa m ha i due estremi vincolati (vincolo
bilatero) ad una guida circolare di raggio r > £/2 come in figura. La guida ¢ montata
verticalmente, in presenza di gravita. Non esiste nessun tipo di attrito.

1. Se inizialmente # = 0 determinare il minimo valore di §(0) che permette alla sbarra
di percorrere un giro completo sulla guida.

2. Scrivere le equazioni del moto del sistema. Esistono quantita conservate?

3. Calcolare il periodo delle piccole oscillazioni del sistema attorno alla posizione di
equilibrio stabile.

Soluzionﬂ

Domanda 1

Possiamo scrivere I'energia del sistema nella forma
1 '2
E= 5[0 — Mgdcos6

In questa espressione d ¢ la distanza tra il punto medio della sbarra (il suo centro di
massa) e il centro della guida, che vale

: ©
4

I ¢ il momento di inerzia della sbarra rispetto all’asse di rotazione, che passa per il
centro della guida. I si calcola applicando il teorema di Steiner:

d=\\/r

1
I=—M?0F+ Md*
12 +

Y“Primo esercizio scritto 11,/1,/2007
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Per percorrere un giro completo dovra essere
1 '2
5[9 (0) — Mgd > Mgd

cioé

Domanda 2

Si conserva ’energia totale, dato che le reazioni vincolari non fanno lavoro sul sistema.
Le equazioni del moto si possono ottenere rapidamente derivando E rispetto al tempo

E =160+ Mgdfsind = 0
da cui )
10 + Mgdsing =0
Domanda 3

Possiamo utilizzare ’equazione del moto determinata precedentemente. La posizio-
ne di equilibrio stabile & chiaramente § = 0, che ¢ un minimo dell’energia potenziale
gravitazionale. Considerando piccole oscillazione possiamo porre sinf ~ 6 e quindi

16 + Mgdf =0
Questa é ’equazione del moto di un oscillatore armonico di periodo

I
T =2my) ——
T Mgd
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6.45. Urto con un’asta sul fondo di una scodella xx

m 0

Un’asta di massa m e lunghezza r si muove con gli estremi vincolati ad una guida
semicircolare priva di attrito. Il raggio della guida & uguale alla lunghezza dell’asta, e
quest’ultima si trova inizialmente in equilibrio nella posizione in figura. Una particella di
massa uguale a quella dell’asta viene lasciata cadere sulla verticale di un’estremo dell’asta,
da un’altezza iniziale uguale a quella del centro della guida. L’urto con I’estremo dell’asta
é istantaneo e la particella rimane attaccata ad essa.

1. Determinare ’angolo che 'asta forma con ’orizzontale nella posizione di equilibrio
del sistema.

2. Calcolare l'energia dissipata durante I'urto.

3. Calcolare l'altezza massima raggiunta dal centro di massa del sistema dopo 1'urto.

Soluzionelﬂ

15Primo esercizio compitino 23 marzo 2010
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Domanda 1

Il centro di massa del sistema si trova nel punto P posto a una distanza r/4 dal punto A,
e la posizione di equilibrio si avra quando ’energia potenziale gravitazionale ¢ minima,
cioé quando P si trovera sotto O. Questo significa che 'asta avra ruotato di un angolo

0 dato da

1
tanf = U

ro2V3

=

o

Domanda 2

Immediatamente prima dell'urto la velocita della particella vale (b = rv/3/2 & altezza

da cui cade)
vy = \/2g9h = \/97“\/§

Durante l'urto si conserva il momento angolare rispetto al punto O, perché le uni-
che forze impulsive esterne (le reazioni vincolari) hanno momento nullo. Questo vale
immediatamente prima

mvog = m% gr\/§

e immediatamente dopolw dove I & il momento di inerzia del sistema rispetto ad O:

1 3 11
I = <12mr2 + 4mr2> +mr? = Fmﬂ

Nell’espressione precedente il termine tra parentesi ¢ il momento di inerzia della sbarra,
calcolato tramite il teorema di Steiner, e l’altro il contributo della particella. Abbiamo
quindi

= () s

L’energia cinetica del sistema dopo l'urto vale quindi

1 3v/3

Ef = §Iw2 = ﬂmgr

mentre prima valeva

I’energia dissipata ¢ quindi
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Domanda 3

Il centro di massa raggiungera la sua altezza massima rispetto alla quota iniziale quando
tutta 'energia cinetica si sara convertita in energia potenziale. Quindi

?’;ffmgr = 2mgAh

ossia
Ah = —3\/§r
88
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6.46. Oscillatore con carrucole e corpi rigidi *x

D M

I due dischi in figura, di massa My, My e raggio Ry, Ry sono vincolati a ruotare
intorno ai loro centri e lo fanno senza strisciare uno sull’altro. Una massa M ¢é appesa a
un filo inestensibile avvolto al disco di destra, il sinistro é collegato mediante una molla
di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla ad un punto fisso.

N

1. Il sistema é inizialmente in quiete, e 'allungamento della molla ¢ nullo. Viene
lasciato libero di muoversi: calcolare di quanto si abbassa al massimo la massa M.

2. Mostrare che il sistema ¢ equivalente ad un oscillatore armonico, e determinarne la
frequenza.

3. Se sulla massa M agisce una forza di attrito viscoso F' = —Av, dove A € una costante
positiva dalle opportune dimensioni, valutare il fattore di qualita dell’oscillatore.

Soluzionﬁ

Domanda 1 L’energia del sistema si conserva, e vale

E= lllw% - lfzwg - 1Mgf + Mgy + K5
2 2 2 2
dove w1, wy sono le velocita angolari dei due cilindri ed y l'altezza della massa misurata
rispetto alla posizione iniziale. La deformazione della molla § é data da § = y a causa della
condizione di rotolamento puro. Uguagliando ’energia iniziale a quella nella posizione di
massimo allungamento abbiamo

K
Mgy + 5 y* =0

da cui otteniamo il massimo abbassamento

2Mg

Y= K

16Primo esercizio compitino 13 aprile 2011
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Domanda 2 Le condizioni di rotolamento puro sono

w1R1 = —OJQRQ
woly = y
da cui segue che I'energia puo essere scritta nella forma (usando I; = MlR% /2 el =

MsyR2/2)

1 1 1 K
E—2<M+2M1+2M2> ?)2+ng+53/2

Derivando rispetto al tempo
. 1 1 . . .
E= M+ M+ M | gj+ Mgy + Kyj=0
troviamo le equazioni del moto

1 1 ..
(M+ §M1 + 2M2) y+Ky=-Mg

che sono quelle di un oscillatore armonico sottoposto ad una forza costante. La frequenza
sara dunque

;= 1\/ 2K
2w\ 2M + M, + M,

Non volendo utilizzare ’energia, possiamo scrivere direttamente le equazioni del moto.

Per la massa sospesa abbiamo
My=—-Mg+T

dove T ¢ la tensione del filo. La seconda equazione cardinale per il primo cilindro si scrive
Ilél = —KR%Gl + FRq

dove F ¢ la forza applicata al punto di contatto e #; € lo spostamento angolare dalla
posizione iniziale. Per il secondo abbiamo

Isfy = FRy — TR

dove 65 é lo spostamento angolare dalla posizione iniziale. La condizione di puro rotola-
mento si scrive

R161 = —Ro0,
ossia
R101 = —R20,
Inoltre
y = Robo
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Esprimendo tutte le equazioni in funzione di y abbiamo
My = —-Mg+T

Lij = —-KRjy—FR}
Lij = FR3—-TRj

da cui ; I
<M+1+2

-3 |i=—Mg—Ky
)

ossia ) )
<M+ §M1 + 2M2> y+ Ky=—-Mg
Domanda 3 In presenza di attrito viscoso I’equazione del moto diventa
1 1 . .
M+§M1+§M2 J+ M+ Ky=—-Mg
Il fattore di qualita é dato dal prodotto
Q=wr
dove 7 é il tempo di smorzamento,

2 (M + 1My + $M>)
A

T =

Quindi

2(M + 3M, + 5 M) K 1
0 2K (2M + My + M
A M + 3 My + 5 My )\‘/ ( 1+ M)
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6.47. Ancora sulla caduta di un manubrio *x

Facendo riferimento all’esercizio determinare come varia durante la caduta (cio¢ in
funzione di 6) la reazione tangente al piano di appoggio se

1. il piano é privo di attrito

2. Il manubrio ruota senza strisciare sul piano di appoggio

Soluzione

Se il piano € privo di attrito la reazione tangente ¢ per definizione nulla.
Nel caso di rotolamento puro invece possiamo scrivere

Ry = 3Miem (6.47.1)

dove x.y, & la posizione orizzontale del centro di massa del sistema rispetto a un sistema
di riferimento inerziale. Fissando un’origine sul piano possiamo scrivere

L
Tem =X + <R + 2) cos 0 (6.47.2)

dove X ¢ la posizione del punto di appoggio del manubrio rispetto all’origine scelta.
Derivando rispetto al tempo abbiamo

. . L
Gom =X — 0 <R + 2) sin 0 (6.47.3)

Ma X ¢ anche la velocita del centro della sfera appoggiata a terra, che vale — RO a causa
della condizione di rotolamento. Quindi

. I
Tem = —RO—0 (R + 2> sin @ (6.47.4)
Derivando ancora abbiamo
Fom = —RO — (R + g) (92 cos 0 + fsin 9) (6.47.5)
e quindi
, L\ /. .
R,=-3M |RO+ | R+ 3 (9 cos 0 + 0 sin 9) (6.47.6)

Dalla legge di conservazione dell’energia scritta nell’esercizio m possiamo scrivere 62 in
funzione dell’angolo, ottenendo (Equazioni (6.37.8)) e (6.37.9))

. 6Mg(R+ L
0% = 91+ 3) sinfp = F(0)  (6.47.7)

Iom +3M{(R+ %)200529—1- [R—i— (R+ %) sin0]2}
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e derivando rispetto al tempo otteniamo (omettiamo i calcoli per semplicita)

«  1dF

0=-—

2 df

che sostituite nella (6.47.6) danno la soluzione del problema. Notare che omettendo il
termine X nella ((6.47.2)) si sarebbe ottenuto un risultato scorretto, infatti (R+ L/2) cos 6

¢ la posizione orizzontale del centro di massa rispetto al punto di contatto tra corpo
rigido e piano orizzontale, che si muove orizzontalmente ed in particolare accelera.

(6.47.8)
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6.48. Caduta di due aste incernierate xx

Due aste di lunghezza ¢1 ed f5 e di massa m; e msy sono collegate ad un estremo da
una cerniera che permette una rotazione libera. L’altro estremo dell’asta di lunghezza
£1 & fissato ad un punto fisso, come in Figura [6.22] con un altra cerniera identica alla
precedente. Inizialmente le due aste sono in quiete, ed entrambe inclinate di un angolo
fo rispetto all’orizzontale. Vengono quindi lasciate libere di cadere sotto ’azione di un
campo di gravita costante.

Per opportuni valori di ¢1, 5, m1 e ms € possibile che durante la caduta le aste
rimangano allineate?

627 ma

Figura 6.22.: Le due aste (blu e rossa) e gli snodi (in verde). Nella configurazione iniziale
le sbarre sono allineate, come in figura.

Soluzione

Supponiamo che le due aste rimangano allineate, e verifichiamo che le equazioni cardinali
siano consistenti. La seconda equazione cardinale per il sistema complessivo, scegliendo
come polo la cerniera che si trova ad una estremita, si scrive

1 1 1\ - 1 1
gmlﬁ + Emﬂ% + mgo <€1 + 252) ] 0=— [2m1€1 + mgo (fl + 2€2>:| gcosf

) (6.48.1)
che permette subito di calcolare I'accelerazione angolare 6. La seconda equazione cardi-

nale per la sbarra di lunghezza ¢s, rispetto al suo centro di massa, si scrive invece
L nat3i = F (6.48.2)
—m —F = 48.
1227 )

dove F'| é la componente della forza che agisce sulla sbarra alla giuntura perpendicolare
alla sbarra stessa. Da questo segue

1 ..
Fy = gmaly (6.48.3)
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Chiaramente le equazioni ((6.48.1]) e (6.48.2)) ammettono una soluzione per qualsiasi valore
dei parametri, quindi non ci danno informazioni sul mantenimento dell’allineamento tra
le due sezioni. Perd in linea di principio permettono di calcolare in modo univoco 6(t) e
F.

Date queste informazioni, verifichiamo la compatibilitd con le prime equazioni cardi-
nali. Consideriamo adesso ’accelerazione tangenziale del centro di massa della sbarra di
lunghezza ¢3. Deve essere

ma (£1 + %) 0 = —magcosh — F| (6.48.4)
ossia, sostituendo l'espressione di F'} determinata precedentemente,
92 .
(61 + 362) 6 = —gcosf (6.48.5)
Sostituiamo infine 6 usando la (6.48.1)
2 1 1 1, 1, 1\?
- = — == — = 48.
<€1 + 3£2> |:2m1€1 + ma <€1 + 2€2>:| 3m1€1 + 12m2€2+m2 <€1 + 2€2> (6 8 6)

Questa ¢ la relazione cercata tra i parametri.
Studiamo in particolare il caso in cui la densita lineare di massa delle due aste & la
stessa. In questo caso abbiamo

v+ln)tevn(nvin) =tes Lo (n+de 2 (6.48.7)
Lhgh gt atgh | =g+ oh+ | b+ 56 4o.
che si pud semplificare come
O [6imy + Lo (2my +ma)] =0 (6.48.8)

Quindi, a parte il caso banale ¢; = 0, non € possibile mantenere le sbarre allineate durante
la caduta.
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6.49. Pendolo fisico con contrappeso **

Un’asta omogenea di lunghezza L, massa m e spessore trascurabile é rigidamente
connessa ad un disco di raggio r e massa m, come in figura. Il disco & vincolato a
ruotare attorno ad un perno fisso passante per il suo centro. Uno degli estremi dell’asta
coincide con il centro del disco. Attorno al disco & avvolto un filo inestensibile di massa
trascurabile, che scorre sul bordo senza strisciare. All’estremita inferiore del filo & sospeso
un corpo puntiforme di massa m. Tutti e tre i corpi hanno la stessa massa. Il tutto é
immerso in un campo gravitazionale uniforme di intensita g diretto verso il basso.

1. Assumendo che la sbarra sia inizialmente ferma formando un angolo 6y noto con
la verticale, determinare quali condizioni devono soddisfare i parametri del sistema
(m, L e r) affinche la massa sospesa al filo acceleri verso il basso.

2. Trovare eventuali posizioni di equilibrio stabile del sistema, determinando che
condizioni devono essere soddisfatte dai parametri affinché esistano.

3. Nell'ipotesi che una posizione di equilibrio stabile esista, determinare la frequenza
delle piccole oscillazioni attorno a questa.

Soluzion@

Domanda 1

Il disco ruota soggetto ai momenti di due forze, calcolati rispetto al centro del disco: la
forza peso dell’asta e la tensione della fune:

L
Iw = —5mg sin@ + rT (6.49.1)

YPrimo problema compitino 18 aprile 2011
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dove I ¢ il momento di inerzia del sistema calcolato rispetto al perno del disco. Per
ora non serve calcolarlo. Abbiamo preso come verso positivo per w quello che determi-
na una rotazione in senso anti-orario. Il moto del corpo appeso al filo ¢ determinato

dall’equazione
mzZ=—-mg+T (6.49.2)

dove z & crescente verso 1’alto. Il fatto che la fune non strisci sul disco da il vincolo:
Z=—rw (6.49.3)

Sostituendo nell’Equazione (6.49.1)) e ricavando T' dalla ((6.49.2)) si ottiene

Lging—r

Z=mgE=——— 6.49.4
g %—l—mr ( )

Il corpo accelera verso il basso se 2 < 0, ovvero se

2r
sin 0

(6.49.5)

Domanda 2

Per trovare le posizioni di equilibrio si scrive ’energia potenziale del sistema e si cercano
i minimi. L’energia potenziale ha solamente contributi gravitazionali:

L L L
U=mgz— mg5 cos = —mgré — mg5 cos = —mg (r@ + 3 €08 9> (6.49.6)

dove si ¢ usata la relazione di rotolamento della corda (rf = —Z) e si ¢ omessa una
costante irrilevante. Otteniamo la derivata

L
Ccii% =mg <—7‘ + 5 sin 9> (6.49.7)
che si annulla quando
2r
ing = — 6.49.8
sin 7 ( )

Esiste soluzione solamente se 2r/L < 1 ovvero L > 2r. In questo caso esistono due angoli
che danno lo stesso seno, uno compreso tra 0 e 7/2 e laltro compreso tra /2 e 7. Per
vedere quali posizioni sono di equilibrio stabile, serve la derivata seconda
U _ o oE cos (6.49.9)
—— = mg— cos .49.
a2z ~ "2
che ¢ positiva (equilibrio stabile) per 0 < 0., < m/2 e negativa (equilibrio instabile) per
)2 <@g <.
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Domanda 3

La frequenza delle piccole oscillazioni si trova ponendo 6 = 6., + 6 nell’espressione
dell’energia
1. L
E= %2’2 + 5[92 —mg {7‘0 — 5 cos 9] (6.49.10)

Sviluppando al secondo ordine si trova

: L
E = % (mr? +1)6* —mg [r(95q+5) - 2008(96(1—#5)}
. L 1L
= % (mr* +1)6* —mg [r (Beq +9) — gcos Oeq + 5(5511196(1 — 5552 cos Heq] + 0(6?)
1 2 o 1 Lo 2
=35 (mr® +1)0° + imggé c0s B¢q + costante + O(67) (6.49.11)

Il momento d’inerzia rispetto al perno é dato dalla somma dei contributi del disco e
dell’asta (che si ottiene usando il teorema di Koenig):

1, L\? r2 L2
— )l =m(=+= 49.12
12mL +m<2>] m<2+3 (6 )

La pulsazione delle piccole oscillazioni ¢ data infine da

02 % cosleq mg%\ /1 — sin? 0,

I+mr?  m(3r2+1L2)

1
I = Zmr?
2mr+

= 2B _Vi (6.49.13)
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6.50. Un carretto in discesa *x

|

Figura 6.23.: Lo schema del carrello. I tre cilindri hanno massa M7, My, M3 e raggi Ry,
Ry, Rs.

Un carretto € costruito come in Figura da tre cilindri uniti tra loro da tre barre
rigide e prive di massa. I cilindri possono ruotare liberamente attorno al proprio asse. Si
ha rotolamento puro sia nei punti di contatto tra i cilindri, sia nel contatto tra cilindri e
piano.

Il carretto & appoggiato su un piano inclinato di un angolo # rispetto all’orizzontale,
ed é immerso in un campo gravitazionale costante.

1. Il carretto puo scendere lungo il piano per qualsiasi valore di Ry, Ro e R3?

2. Calcolare 'accelerazione del carretto.

Soluzione

Se indichiamo con wi, we e w3 le velocita angolari dei tre cilindri le condizioni di
rotolamento puro sul piano inclinato danno
Ven = —Riw (6501)
Ven = —Rzws (6502)
dove vy, € la velocita del centro di massa del carretto, parallela al piano. Imponendo
rotolamento puro anche nei punti di contatto tra i cilindri abbiamo inoltre
w1R1 = —LUQRQ (6.50.3)
W3R3 = _(.UQRQ (6.50.4)
Abbiamo quattro condizioni per le quattro variabili vy, w1, wo € w3 che perd non so-

no tutte indipendenti tra loro: ad esempio sottraendo membro a membro le Equazio-
ni (6.50.1) e (6.50.2)) oppure le Equazioni (6.50.3) e (6.50.4)) otteniamo infatti lo stesso
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risultato. In conclusione é possibile esprimere tutte le velocita angolari in funzione della
velocitd vepy,

Wi = Uem
1 = —
Ry
w Vem
2 pr—
Ry
w VUem
3 = -
Rs

ma quest’ultima puod avere un valore arbitrario e quindi la discesa ¢é possibile.
Un metodo veloce per calcolare I’accelerazione é scrivere I'energia del carretto. Abbia-
mo

1 1 1 1
E = §Ilw% + ifgwg + §I3w32, + 5 (Mi+ M + Ms) v2 4+ (My + My + M3) gh (6.50.5)

dove Iy = M1R2/2, Iy = MyR3/2 e I3 = M3R3/2 sono i momenti di inerzia dei cilindri
rispetto ad un asse passante per il centro di massa. Possiamo anche scrivere

h = hg — Sem sinf

dove s, € lo spostamento del centro di massa rispetto alla posizione iniziale, che si trova
ad una quota hg. Chiaramente vy, = Sem,. Sostituendo abbiamo

13
E =55 (My+ M+ Ms) §2 4 (My + My + Ms) g (ho — Sem sin6) (6.50.6)

e derivando rispetto al tempo

3 .. . . :
5 (Ml + My + Mg) SemSem — (Ml + My + M3) gSem sinf=E=0 (6507)

da cui 5
Sem = 39 sin 0 (6.50.8)
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6.51. Caduta di una torre *x x %

Figura 6.24.: La torre sul piano inclinato. Con g si indica la componente della forza di
contatto esercitata dallo strato k-simo di cilindri sul piano inferiore parallela
a quest’ultimo. Similmente con f; si indica la componente della forza di
contatto esercitata dallo strato k-simo di cilindri sul piano superiore, sempre
parallela a quest’ultimo.

Su un piano inclinato rispetto all’orizzontale di un angolo « si costruisce una torre come
in Figura sovrapponendo un numero infinito di strati. Ciascun strato & formato da
una coppia di cilindri di raggio R e massa M, sui quali appoggia un parallelepipedo di
massa M. I cilindri rotolano senza strisciare su tutti i piani con i quali sono a contatto.

Determinare le accelerazioni angolari dei cilindri.

Soluzione

Se scriviamo le equazioni del moto per i cilindri e per i parallelepipedi, notiamo che
queste consistono in relazioni lineari tra le costanti in gioco. Inoltre I'unica componente
rilevante dell’accelerazione di gravita € quella parallela al piano. Di conseguenza per
motivi dimensionali ’accelerazione angolare dei cilindri del primo strato dovra essere
della forma

. gsin6

w =m0

dove (8 é una costante adimensionale da determinare. Per la condizione di rotolamento
puro 'accelerazione del primo parallelepipedo é parallela al piano inclinato e vale

(6.51.1)

a1 = —2Rw; = —2fgsinf (6.51.2)
Consideriamo adesso il sistema appoggiato su questo parallelepipedo. Dato che la torre

é costituita da un numero infinito di strati, esso € indistinguibile dalla torre completa.
L’unica differenza & che nel sistema solidale con la base dovremo tenere conto della forza
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J2
v \Mgsind Mgsin6
2 %
92 Mgsinf a
i
\ gsinﬂ v Mg sin 07
/w/ 91 /M/

Figura 6.25.:

apparente dovuta all’accelerazione, che si tradurra in una accelerazione di gravita efficace
lungo il piano uguale a

g'sinf = gsinf — a; = gsinf (1 + 23) (6.51.3)
e di conseguenza
) g sinf gsinf
i = AT = 2 (14 2) (6514

Scriviamo adesso le equazioni del moto per i cilindri del primo strato. Abbiamo per il
centro di massa di ciascuno di essi

1
— MR = —MpBgsinf = Mgsin — 5 (f1+g1) (6.51.5)
e per 'accelerazione angolare
6 1
I = fMR2ﬁgsm SR (1= g1) (6.51.6)

Per il centro di massa del parallelepipedo abbiamo invece
May; = —2MBgsinf = f1 + g2 (6.51.7)

Abbiamo tre relazioni e quattro incognite (3, f1, g1, g2). Aggiungiamo quindi le equazioni
per il secondo strato. Nel sistema di riferimento solidale con il parallelepipedo abbiamo
per il centro di massa di ciascuno dei cilindri

— MRy = —MRﬁg sin 0

(1+28) = Mgsin6 (1+28) — % (fo+g)  (6518)

e per le loro accelerazioni angolari

gsm@

Iin = fMR2B (1+2p) = %R(fg — g2) (6.51.9)
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Abbiamo adesso un numero sufficiente di equazioni. Le riscriviamo per chiarezza:

2M (14 B)gsinf = fi+ g

MpBgsint = f1—gq
—2MpBgsind = fi+ g2
2Mgsinf (1+58)(1+28) = fa+ g2

Mgsinfp (1+28) = fa—go

Ricaviamo f; sommando membro a membro le prime due equazioni e go sottraendo le
ultime due

fi = MgsinH(l—i-zﬂ)
g2 = Mgsinf(1+25) (1+;ﬁ)

ed infine sostituiamo nella terza, ottenendo
3 1
L+ 58+ (1+28) (1+58) +26=0

Abbiamo le due soluzioni f = —3 4 /7. Abbiamo gia determinato le accelerazioni
angolari dei primi due strati di cilindri in funzione di 5. Per determinare quelle dei
successivi possiamo osservare che ’accelerazione del parallelepipedo k-simo sara

k
ar = —2R> (6.51.10)
i=1
e risolvendo per i cilindri posati sopra di esso avremo

Wrt1 = % (gsin€ — ay)

che confrontata con la relazione valida per lo strato precedente

B

wg = & (gsinf —ay_1)

permette di ottenere (sottraendo membro a membro) la relazione ricorsiva

Wr+1 = (1 +28) wg

ossia 0
: 1. _1 gsin
bp = (1+28)" "oy =B (1+28)" 197
che non diverge se |1 4+ 23| < 1. Di conseguenza 'unica soluzione accettabile corrisponde
a f = —3 + /7: numericamente questo significa
in 6
O ~ —0.35 x (0.20)F! gs% (6.51.11)
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cioé la accelerazioni angolari tendono a zero esponenzialmente con k. Anche le accelera-
zioni dei parallelepipedi si calcolano facilmente: sommando la serie geometrica (6.51.10)
abbiamo

ar = gsinf |1 — (1 +28)F* (6.51.12)

cioeé limg_, o ap = gsin #: Iaccelerazione dei parallelepipedi degli strati piu alti & sempre
piu vicina a quella di un corpo che scivola liberamente sul piano inclinato. Quelle dei
parallelepipedi sottostanti sono inferiori.
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6.52. Cilindro vincolato ad una molla xS

Il cilindro in figura, di raggio R e massa M, rotola senza strisciare su un piano orizzon-
tale. Il suo centro A é fissato ad un punto O del piano da una molla di costante elastica
k e lunghezza a riposo nulla. Inizialmente A si trova sulla verticale di O.

1. Per quale valore minimo della velocita angolare iniziale il cilindro riesce a compiere
un giro completo.

2. Scelta un’opportuna coordinata scrivere ’equazione del moto del cilindro.

3. Determinare la frequenza delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equili-
brio.

Soluzionﬂ

Domanda 1 L’energia del sistema si conserva e vale

1 k
E= I+ 20
SRR

dove I = %M R? ¢ il momento di inerzia del cilindro rispetto al punto di appoggio, w la
velocita angolare e £ la lunghezza della molla. Inizialmente

k

1
E; = §Iw§ + 5R?

e dopo un giro completo, supponendo che il cilindro sia fermo,

k
Ep=73 (R* + 47 R?)
Ponendo E; = Ef troviamo
4m2kR?
W, prmnd
0 I

8Primo esercizio scritto Fisica 1 del 10 settembre 2010
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Domanda 2 Scrivendo 'energia in funzione dell’angolo di rotazione 6 abbiamo

E= %m? + g (R* + R*6%)

ed eguagliando a zero la derivata dell’energia
E =160+ kR%00 =0

otteniamo ’equazione del moto

16+ kR*0 =0

che corrisponde ad un oscillatore armonico.

Domanda 3 Dall’equazione del moto precedente troviamo direttamente

po L JEE2_ 1 [2%
oV T 2\ 3M

Notare che ’approssimazione di piccole oscillazioni non é necessaria, dato che il sistema
é un oscillatore armonico.
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6.53. Urto tra un triangolo e un quadrato *x

' D

Vo

mr meq

B’ A B A

Un quadrato di lato a e massa mg ¢ appoggiato su un piano orizzontale privo di attrito.
Un triangolo isoscele e rettangolo di massa my, con cateti della stessa lunghezza del lato
del quadrato, disposto come in figura, si muove liberamente verso il quadrato con velocita
iniziale vg. L’urto avviene istantaneamente e il vertice A’ del triangolo rimane vincolato
al vertice B del quadrato. Il triangolo puod pero ruotare liberamente attorno a A’ = B.
Dire anzitutto se durante I'urto si conserva il momento angolare del sistema rispetto al
polo B. Determinare quindi per quale minima velocita vy 'ipotenusa del triangolo arriva
a contatto con un lato del quadrato.

Soluzione

Durante I'urto 'unica forza impulsiva che agisce sul triangolo € la reazione vincolare in
A’ = B. Di conseguenza durante 'urto si conserva il momento angolare del triangolo
rispetto a tale punto. Prima dell’urto questo vale

Ei:ng/\%

dove b & il vettore che unisce il punto A’ = B con il centro di massa del triangolo. Il
valore di b verra determinato nell’Esercizio m

Dopo l'urto il quadrato si muoverd con velocita V', e il triangolo ruotera attorno al
punto A’ = B con velocita angolare w.

Yy
! C D
|4
cm
b
B’ A =R A T

Il suo momento angolare sara dato dal contributo del centro di massa e dal momento
angolare di rotazione attorno ad esso. La velocita del centro di massa del triangolo sara

VCM’TZVi-f—o?/\g

e quindi
Lf =mrbA VC’M,T + ITd
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dove abbiamo indicato con I il momento di inerzia del triangolo rispetto ad un asse
parallelo all’asse z passante per il suo centro di massa, che calcoleremo nell’Esercizio [6.55
Dalla conservazione segue che

— —

mrbAVy = mrbA (V§c+c6/\5> -
= mpVbAZ+mrbA (QAB) + I
Inoltre si conserva la quantita di moto orizzontale del sistema, cioé
mr Vo = mpeV +myp ((IJ’/\E) -+ mgV

Queste due equazioni permettono di calcolare le velocita V e . Calcoliamo esplicita-
mente i prodotti vettoriali,

A~

= b ANT+bYgNT=—byZ
= wZA (bgt +byy)
= whyZ AT+ wbyz A

S

o> =B

A\
A

&l

<

= wbyy — wby®
b A (w A E) = (bpd + byi)) A (whai) — whyi)
= it Awby§ — by A wbyi
= w(bi+b):2
bAVy = (bed + byg) A Vo
= —Vob,2

Utilizzando queste identita possiamo riscrivere la conservazione del momento angolare
come

—mpVoby = —mgpVby +mrw (b2 + b)) + Irw

mrVo = mrpV —mpwby +mgV

e risolvendo troviamo

Y o— bymgmr v
— 0

mr [b%(mQ +mr) + bzmQ} + Ir(mg + mr)
mr (meg + IT)

mr [bg(mQ + mT) + bng] + IT(mQ + mT)

Vv

Vo

Dato che V # 0 dopo l'urto il quadrato si muove, e quindi ha un momento angolare
non nullo. Di conseguenza il momento angolare del quadrato non si ¢ conservato (prima
dell’urto & nullo) e neppure lo ha fatto quello totale del sistema. Questo significa che
durante I'urto il piano orizzontale ha applicato un momento impulsivo diverso da zero al
quadrato.
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Dopo I'urto si conserva ’energia totale del sistema e la sua quantita di moto orizzontale.
La minima velocita necessaria per avere il contatto si puo determinare scrivendo I’energia
iniziale nella forma

1 1 1
Ei = imTVCQ’M,T + §ITW2 + §mQV2 + ngby
dove
) N2
Viyur = <Vi" @A b)

= (V& + why§l — whyi)?
= (V —wby)? + w?b?

e w, V sono le velocita appena determinate. L’energia al momento del contatto sara
invece la somma dell’energia cinetica del centro di massa e di quella gravitazionale

1

EfZQ(mT+mQ)<

2
mr Vo V2

_— mrg— (b b,

mT+mQ> +mrg 2 (y+ )

Dall’eguaglianza E; = Ey si determina Vj.
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6.54. Cilindro vincolato ad una molla sul bordo »x

Il cilindro in figura, di raggio R e massa M, rotola senza strisciare su un piano orizzon-
tale. Un punto P sul bordo é fissato ad un punto O del piano da una molla di costante
elastica k e lunghezza a riposo nulla. Inizialmente P coincide con O.

1. Discutere le posizioni di equilibrio e la loro stabilita.
2. Per quale velocita angolare iniziale il cilindro riesce a fare un giro completo?.

3. Determinare le equazioni del moto del sistema. Cosa succede alla frequenza di oscil-
lazione attorno alla posizione di equilibrio stabile nel limite di piccole oscillazioni?

Soluzionqﬂ

Domanda 1 Utilizzando come coordinata 1’angolo di rotazione del cilindro scriviamo
I’energia potenziale

1
U= -kl*
2
dove £ é l'allungamento della molla. Si ha

> = (RO— Rsinf)? + (R— Rcosf)>
2R? + R%0% — 2R?0sin 0 — 2R? cos

e quindi, a meno di una costante
L. 1o (p2 .
U= ikR (9 —20sin6d — 26059)
Troviamo i punti stazionari. Derivando otteniamo
U' = kR?0 (1 — cos0)

e quindi si ha equilibrio per
0 =2mm

¥Primo esercizio scritto Fisica 1 del 10 settembre 2010
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dove m ¢ un intero. Studiamo la stabilita, derivando ancora una volta:
U" = 2kR? (1 — cos 6 + 20 sin 0)
che si annulla nei punti di equilibrio. Derivando ulteriormente abbiamo
U" = 2kR* (0 cos 6 + 2sin 0)
che calcolata nei punti di equilibrio da
U" = 4kR*mn

Abbiamo quindi un minimo (equilibrio stabile) per # = 0, e dei flessi orizzontali (equilibrio
instabile) per 8 = 2mnm con m # 1.

Domanda 2 L’energia si conserva, e vale
E= 119.2 + 1kR2 (92 — 20sinf — 20089)
2 2

Inoltre il potenziale é una funzione non decrescente di 6 per 6 > 0. Eguagliando energia
iniziale e finale abbiamo quindi

1
§Iw2 — kR* = kR* (27% — 1)
e quindi
B A2k R?
Yo I
_ [k
- 3 m

dove si & tenuto conto del fatto che I = %mR2 ¢ il momento d’inerzia del cilindro rispetto
al suo asse di rotazione istantaneo.

Domanda 3 L’equazione del moto si pud ottenere rapidamente derivando l’energia. Si
trova

16 4+ kR?*9 (1 — cos0) = 0
Per piccole oscillazioni possiamo approssimare 1 — cos ~ 62 /2 e 'equazione diventa

. LkR?
19+%03:0

Non si tratta di un’oscillazione armonica. Per studiare il periodo di oscillazione conside-
riamo nuovamente l’energia.

1o, 1
E= 5192 + 5/@32 (0 — 20'sin6 — 2 cos 0)
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Per piccoli valori di  possiamo approssimare
. L3 5
sinf ~ 0_69 —1—0(9)
cosh ~ 1- 2924 Lgtyo (6°)
o 2 24

Si deve andare oltre I'approssimazione al secondo ordine dato che i termini del secondo
ordine, come si verificherd tra un momento, si cancellano. Sostituendo abbiamo, a meno
di una costante irrilevante,

1_. 1
EE*IQ - 2n4
20+8k‘R9

e le piccole oscillazioni si hanno per £ — 0. Possiamo scrivere

dat T 4

che si integra per separazione delle variabili

o(t)
fa=l,
k:R204

Scegliendo come angolo iniziale #(0) = 0 e come angolo finale 'estremo dell’oscillazione
Iintegrale al primo membro da un quarto del periodo. Quanto all’estremo dell’oscillazio-
ne, si tratta dell’angolo che annulla il termine sotto radice, cioé¢

1/4
Hma:v = ﬁ
kR2

emaz
/ kR2 94
Usando la nuova variabile u = 6/6,,,,, l'integrale diventa
T or2 \'* 1 du
4 (kR2E> /0 1—uf

L’integrale é una costante indipendente da E che non ¢ importante calcolare, e vediamo
che

e quindi

lim T = oo
E—0

quindi per piccole oscillazioni la frequenza tende a zero.
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6.55. Centro di massa e momento di inerzia di un triangolo
ok

Determinare la posizione del centro di massa di un triangolo di lati a, b e ¢ qualsiasi. Se
il triangolo ha una massa totale m distribuita in modo omogeneo trovare il momento di
inerzia rispetto ad un asse passante per il centro di massa e ortogonale al piano a cui il
triangolo appartiene. Specializzare il risultato ottenuto per determinare il vettore beil
momento di inerzia I definiti nell’Esercizio [6.53

Soluzione

Indichiamo con 74, ¥ e T¢ 1 vettori corrispondenti alle posizioni dei tre vertici del
triangolo. Per comodita conviene introdurre anche i due vettori

AB = 7p—7a
AC = To—7a
L’area totale del triangolo ¢ data da
S = % AT A AT|
e un qualsiasi punto del triangolo sara parametrizzabile nella forma
7(s,t) = 7a + sAB + tAC

con s +t < 1. Calcoliamo anzitutto il centro di massa. Applicando direttamente la
definizione abbiamo

ToM = /prstdS

1—t
= T‘A+ dt/ ds‘A_BAA_C"F(S,t)

)AB A AC’ /
dove si € tenuto conto del fatto che ’elemento di superficie &
as = |AB 1 AC| dsdt
e si é indicato con p la densita superficiale di massa. Scriviamo esplicitamente I'integrale:
oM = FA+2/ dt/l s [sAE—I—tAb}
01 Ol—t . ~
- FA+2/ dt/ ds |tAB + AT

- FA+2 AB + /dttl—t
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Per semplificare i calcoli si €& tenuto conto del fatto che I'integrale non non varia scam-
biando tra loro s e ¢t nell’integrando. Si tratta del baricentro del triangolo.
Calcoliamo adesso il momento di inerzia. Abbiamo

Icm

_l’_

/ pdS (7 — For)?

1—t 2
2m/ dt/ ds <TA—|—SAB+tAC—rA—AB—AC>
lt . 1 .

2m/ dt/ [<s—)AB+(t—>AC]
0 0
1 1t
2m/ dt/ s—f ’AB’ +<t—> ’AC’
0 0
2 s—1 t—f AB - AC
3 3

I due integrali rilevanti (sfruttando ancora la possibilita di scambiare s e ¢ nell’integrando)

/Oldt/ol_tds<t—?1)>2 _ /Oldt(l—t)<t—;>2:2316
1 1-t 1
/Odt/o ds(sé) (t;) = ;/0 dt(lt)<t§> :7%

valgono

e quindi

m L2 L2 L
ICM:18<‘AB‘ +’AC’ —AB-AC>

Possiamo anche scrivere

tons = T¢ |5 (|48[ 4 4]} + 5 (|aB[ + | e] - 2 i)

ed usando il teorema di Carnot otteniamo infine

m
Ioy = 36 (a2+b2—|—c2)

Applicando questi risultati all’Esercizio [6.53] otteniamo

@ose

- . . 1 . .
b = rtoy —Ta = g(rB’+TC’_2TA’)
1 1
= g(FB/—FA/)—l—g(FC/—FA/)
1 —a 1 —¢ a 2
0 0 0
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52
Ir = Iopy +mrp ‘b‘

a2+ 5a2

= mpr— +mp—

g 7y
2 2

= nga

dove a e mp sono i parametri definiti nell’esercizio.
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6.56. Urto con una sbarra incastrata »x

Una sbarra di lunghezza ¢ e massa m é appoggiata su un piano orizzontale privo di
attrito. I suoi due estremi sono appoggiati a due pareti perpendicolari tra di loro come
in Figura[6.26] non si possono staccare da queste ma possono scorrervi sopra liberamente.

La sbarra ¢ inizialmente ferma ed inclinata di §y = /4 rispetto all’orizzontale.

Un punto materiale di massa m’ si muove parallelamente ad una delle due pareti ad
una distanza b da essa, come in Figura, con velocita vg in modulo. Ad un certo istante
colpisce la sbarra e rimane attaccata ad essa. Calcolate la velocita angolare del sistema
asta-+massa

o immediatamente dopo 1'urto

o negli istanti successivi, in funzione dell’angolo 8 di inclinazione rispetto all’orizzon-
tale

Soluzione

Le forze esterne che agiscono sul sistema sono le reazioni normali delle pareti. Se pren-
diamo come polo l'intersezione tra le rette perpendicolari alle pareti nei punti di contatto
con la sharra vediamo che entrambe le reazioni hanno momento nullo, di conseguenza
si conserva il momento angolare. Ponendo 'origine nell’intersezione tra le due pareti il
polo si trova nel punto di coordinate

x,y,z) = (£cos by, lsinfy,0) = EQ,EQ,O
(r,9,2) = ( 2

abbiamo prima dell’urto
- 2
Li =—m'(b—Lcosby)vgz = —m/ (b — E?) Vo2

ed immediatamente dopo
Lf = Io(dof

dove I é il momento di inerzia del sistema rispetto al polo prescelto. Tenendo conto che
la massa rimane attaccata alla sbarra ad una distanza d = b/(cosfy) dal suo estremo
abbiamo

Iy = m€2+m£2+m’{(€c039 —b)2+b2tan29}
0 o 1 0 0
2
72 72 V2 )

Di conseguenza la velocita angolare immediatamente dopo 'urto sara
m’ (b —L @)
Iy

Wy = — Vo
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Figura 6.26.: La sbarra appoggiata ad un angolo tra due pareti.

In seguito si conserva ’energia cinetica del sistema, che scriveremo nella forma

1 1
E= 5[(9)@02 = ilowg

Adesso I(0) ¢ il momento di inerzia del sistema rispetto al suo asse di rotazione istantaneo.
Ma quest’ultimo coincide con 'intersezione tra le rette perpendicolari alle pareti nei punti
di contatto (e quindi inizialmente I = Ij). In altre parole
02 02 cosf > sing \?
I0)=m-—+m—+m'|(Llcosh —b + (b
(9) 12 4 cos g cos by

e quindi
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6.57. Urto anelastico contro un pendolo fisico *x

Ay ukd
< [-o-» J-0-+
xT N < T
d w
“CM L
l
— e
v

Figura 6.27.: Il pendolo fisico considerato nel problema, prima dell’urto (a sinistra) im-
mediatamente dopo (al centro) e alla massima inclinazione raggiunta (a
destra).

Un’asta di lunghezza L e massa M puo ruotare liberamente attorno ad un punto posto
ad una distanza d < L/2 dal suo centro di massa. Inizialmente si trova in equilibrio in
posizione verticale. Una massa m colpisce ’asta al di sotto del punto di sospensione, ad
una distanza ¢ da esso, con velocitd vg diretta orizzontalmente, e rimane attaccata. Per
quale valore minimo di vy l’asta inizia a ruotare? (vedere Figura [6.27).

Soluzione

Dato che durante I'urto I'unica forza impulsiva che agisce sul sistema ¢ la reazione vin-
colare al punto di sospensione O, il momento angolare del sistema rispetto ad esso si
conserva. Il momento angolare immediatamente prima dell’urto ¢ quello della massa,

Li=m [—C9] N (voz) = mluoZ

Dopo l'urto abbiamo un unico corpo rigido che ruota attorno al punto di sospensione con
velocita angolare
W=wz

quindi il momento angolare finale sara

Li=1wz

dove I ¢ il momento di inerzia del sistema rispetto all’asse diretto lungo Z e passante per
O, I = Lnassa + Lasta ©

2
Imassa = ml

1
Lista = EML2+Md2
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Dalla conservazione L; = L; otteniamo la velocita angolare

w= ?61}0 (6.57.1)

Dopo l'urto la conservazione del momento angolare non € pit valida a causa del momento
della forza di gravita. Si conserva pero 'energia, che inizialmente (immediatamente dopo
I'urto) varra

1
E; = §Iw2 — Mgd — mgt
Quando # raggiunge il suo valore massimo (6 = 7) avremo w = 0, quindi
Ey = Mgd+ mgt

e da E; = E otteniamo
Mgd + mgt

2
.y
w i

cioé, sostituendo la (|6.57.1))
o 4lgMd+ml

’l} P —
07 m2 02

Y M ANp M (L e
ﬁ (60 20) [ 20 (L

ed infine
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6.58. Tre cilindri in equilibrio »x

. . M. R

Figura 6.28.: I tre cilindri in contatto considerati nel problema.

Tre cilindri identici di massa M e raggio R sono disposti come in Figura [6.28| su un
piano orizzontale privo di attrito. Al centro di massa del cilindro in basso a sinistra é
applicata una forza costante F. Determinare per quali valori di F' il sistema accelera
come un tutto unico mantenendo invariate le posizioni relative dei cilindri.

Soluzione

Sappiamo che i tre cilindri devono avere la stessa accelerazione. Consideriamoli separa-
tamente. Per quello in basso a sinistra avremo lungo la direzione orizzontale

1
MCL:F*leiNg

e per quello in basso a destra
1
Ma = N1 + 5N2

Per il cilindro in alto varranno le due equazioni

1 1
Ma = *N3— *NQ

0 = £]Vg—l- {Ng—Mg
Con N1, Ny e N3 abbiamo indicato le forze di contatto che i cilindri esercitano recipro-
camente, scelte come in Figura [6.29]
L’accelerazione si calcola facilmente sommando membro a membro le prime tre equa-
zioni. Il risultato é

F
3M

a =
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Figura 6.29.: La convenzione scelta per le forze di contatto. In rosso sono indicate le
forze applicate al cilindro in basso a sinistra, in verde quelle applicate al
cilindro in basso a destra, in blu quelle applicate al cilindro in alto.

come era facile anticipare considerando il moto del centro di massa del sistema. Sot-
traendo membro a membro otteniamo dalle prime tre equazioni e dall’ultima il sistema

1 1
2Ny +5N2+§N3 = F

1
N1+N2—§N3 = 0

2 2
che ha per soluzione
1 1
Ny = -F——M
1 B 2\/3 g
1 1
Ny = —Mg—-F
2 /3 g 3
1 1
N3 = -F+—=DMg

Il segno delle forze di contatto é riassunto nel diagramma al variare di F.
Dato che queste possono essere nella situazione considerata solo positive vediamo che
le posizioni relative possono rimanere invariate solo per

Mg
<« F< MgV3
V3 g

che corrisponde all’intervallo di possibili accelerazioni

1
I ca< g

3V3 V3
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L F=—-MgV3 ! F =% L F=MgV/3

Figura 6.30.: Il segno delle reazioni normali al variare di F'. Le posizioni relative riman-
gono invariate solo nell’intervallo Mg/v/3 < F < Mg+/3. In tutti gli altri
casi almeno una delle reazioni N; diviene negativa, segnalando che i cilindri
perdono contatto nel modo indicato.
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6.59. Sistema di punti materiali equivalenti ad una sfera xx x

Si vuole sostituire una sfera omogenea di massa M e raggio R con un insieme di punti
materiali identici di collegati rigidamente tra loro, in modo che i due sistemi abbiano le
stesse proprietd dinamiche. Qual’é il minimo numero di punti materiali necessari? Che
massa devono avere? Come devono essere disposti?

Soluzione

Per avere le stesse proprieta dinamiche della sfera il sistema costruito deve avere la stessa
massa totale e lo stesso tensore di inerzia. Ponendo il polo nel centro di massa questo
sara della forma

Mostriamo anzitutto che sono necessari almeno quattro punti materiali. Un unico punto
ha un tensore di inerzia nullo. Con due punti abbiamo una asse (quello passante per essi)
con momento di inerzia nullo, ma una sfera ha un momento di inerzia %M R? lungo un
asse qualsiasi. Infine, tre punti appartengono necessariamente ad un piano. Si é verificato
in un esercizio precedente (Esercizio che il momento di inerzia perpendicolare a tale
piano é uguale alla somma dei momenti di inerzia relativi a due assi appartenenti allo
stesso, mentre nel caso che ci interessa dovrebbero essere tutti uguali.

Consideriamo adesso le coordinate di quattro punti materiali. Introduciamo le quantita

= (961,962,»’537334)
v o= (Y1,Y2,Y3,Y4)

= (2172’2723724)

dove x;, y; e z; sono le coordinate del punto materiale i-simo. Dato che il centro di massa

é nell’origine deve essere
E T = E Yi = E zi =0
% %

(2

quindi w, v e w appartengono tutti al sottospazio di R* dei vettori con somma delle
componenti nulle. Ciascun punto avra massa totale M /4 . Per ottenere i corretti elementi
sulla diagonale del tensore di inerzia dovra essere

M

M 2
(1ul+ [vf?) = S M R2

- 4 5
M M 2
Ly="7Y @+ = T (yu|2 + |w|2> = SME?
i
M 2 2 M 2 2 2
Lo =72 (+) = T (wf+lP) = MR

%
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da cui segue

4
[ul* = of* = [w]* = s

Inoltre gli elementi fuori diagonale sono nulli, quindi

Iy = —% ‘ T3y Tuv= 0
i
I, = _M TiZ; —u-w =
4 = 4
I, = —% Yizi = ———V- W=

cioé i tre vettori sono ortogonali tra loro. Una base nel sottospazio desiderato si puo
scegliere ad esempio nella forma

1
ee = —(1,0,0,—-1
1 \/5( )
1
es = —(0,-1,1,0
2 \/5( )
1
e3 = 3 (1,-1,-1,1)

e quindi potremo scrivere

= \/gRelz\/ER 1,0,0,—1)
\/gRe \[ ~1,1,0)
@%3 B ﬁR (ﬁ’_\/i’_\}i’\%)

Questa ¢ solo una delle soluzioni possibili. Tutte le altre si possono ottenere ruotando la
base scelta, rimanendo pero nel sottospazio scelto. Questo é equivalente ad una rotazione
rigida arbitraria del sistema attorno all’origine, come ci si puo aspettare. In conclusione
le masse devono essere poste nei punti
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Tutti gli 7; hanno la stessa lunghezza,

3

il =y/3R
e ’angolo tra due qualsiasi di essi € dato da
cosf = ——— = —— (i #7)
mllml 3

Le masse si trovano quindi ai vertici di un tetraedro, che per quanto visto puod essere
ruotato arbitrariamente attorno all’origine.
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6.60. Tiro al piattello x«

Figura 6.31.: Il disco del problema, in un sistema di riferimento con origine nel suo centro.

Un disco di massa M e raggio R si muove liberamente su un piano orizzontale z = 0.
La velocita del centro di massa ¢ ¥ = vz, la velocita angolare & = Avg/RZ. Con una
apposita pistola si vuole trapassare il disco con un chiodo. Dopo che questo é avvenuto il
disco rimane vincolato e puo solo ruotare attorno al chiodo, che rimane infisso nel piano.

Determinare (se possibile) quale punto del disco & necessario trapassare per un dato
valore del parametro A se si vuole che

1. il disco perda tutta l’energia cinetica posseduta;

2. il disco conservi tutta ’energia cinetica posseduta.

Soluzione

Una quantita che si conserva durante l'impatto con il chiodo é il momento angolare
rispetto al punto in cui questo viene infisso. Fissiamo un sistema di riferimento con
origine nella posizione del centro del disco al momento dell’'impatto. Il momento angolare
rispetto a un punto generico posto in

¥ =xZ + yy
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& dato prima dell’urto da

- 1
L =m(—7) A (?) + §mR%v

1
= —m(zZ + yJ) A (voZ) + §mR)\U073

A
= muyg <y+ QR) z

1. Se tutta ’energia cinetica viene persa, allora dopo l'urto L = 0. Ma allora anche il
momento angolare iniziale sara nullo, e questo accade se

A
y——gR

mentre z pud essere scelto arbitrariamente. Potremo dunque fermare completa-

mente il disco con il chiodo per —2 < \ < 2.

2. Affinche tutta l’energia cinetica si conservi dovremo evitare che la reazione del
chiodo nel momento in cui viene infisso faccia lavoro. Colpiremo quindi il disco nel
punto fermo in quell’istante. La velocita di un punto generico sara

A~

‘7(7:’):17—1—07/\77:1)03:—1—(AU—ROA)/\(a:aE—Fyz))

1)0(1—)\

N Vo .

T+ A=
) R
e quindi dovremo scegliere

Tr =

y:

>3

Questo sara possibile per —1 < A < 1.
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6.61. Cilindro in caduta su un piano inclinato *x

Figura 6.32.: Il cilindro nella posizione iniziale. Le velocita vy e wp sono arbitrarie (anche
in segno).

Un cilindro di massa M e raggio R viene lanciato lungo un piano inclinato con velocita
iniziale vy e velocita angolare wy. Il piano ¢ inclinato rispetto alla direzione orizzontale di
un angolo 6, ed & presente attrito dinamico, caratterizzato dal coefficiente p. Discutere
sotto quali condizioni il cilindro dopo un tempo sufficientemente lungo inizia a compiere
un moto di puro rotolamento.

Soluzione

Scriviamo la prima e la seconda equazione cardinale per il cilindro. Abbiamo

d 1
v _ gsinf + —F,
m

dt

dw F,

— =—R 6.61.1
dt I ( )

dove abbiamo indicato con F, la forza di attrito, che scriveremo nella forma

pumgceos  vp <0
F, =
—pumgcosf vp >0

dove
vp=v+wR

é la velocita del punto del cilindro a contatto con il piano. La condizione di rotolamento
puro corrisponde a vp = 0. Combinando le due equazioni del moto possiamo costruire
una equazione per vp

d d
up = — (v+wR) =gsinf + <1+

I

dop mi\ Fy
dt — dt m

@ 489 versione del 9 ottobre 2013



6.61. CILINDRO IN CADUTA SU UN PIANO INCLINATO *x

ossia

dvp {gsin6—3,ugcos0 vp >0
dt

gsin€ + 3ugcosf vp <0

Vediamo che nel caso vp < 0 ’accelerazione vp é costante e positiva. Di conseguenza vp
crescera linearmente e avremo rotolamento puro dopo un intervallo di tempo

_ vg + wo R
g (sin@ + 3ucos6)

t pu—
Nel caso vp > 0 dobbiamo distinguere due casi. Se
1
> —tand
p= g tan

avremo Up > 0, e arriveremo al rotolamento puro dopo un tempo

= vo + wo R
~ g (3ucosf — sinf)

In caso contrario ¥p < 0 e la condizione di rotolamento puro non sara mai raggiunta. La
situazione ¢ riassunta in Figura [6.33]

wR

)
e

/\Q

/ Rotolamento puro

Figura 6.33.: L’evoluzione del sistema nel piano (wR,v).

In essa un punto nel piano corrisponde ad una possibile combinazione di velocita e
velocitd angolare. Gli assi e la bisettrice del secondo e quarto quadrante dividono il
piano in sei zone: per ciascuna é indicato il verso della velocitd angolare, della velocita
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del punto di contatto con il piano e del centro di massa. La linea rossa corrisponde ai
moti di puro rotolamento.

Indipendentemente da p e 6 un punto al di sotto della della linea rossa evolve sempre
verso di essa. Infatti dalle Equazioni segue che in questa regione w > 0, v > 0,
dato che F, > 0. Quindi il sistema si spostera come indicato dale frecce viola.

Un punto al di sopra della linea rossa ha w < 0, ma © pud essere sia positivo che
negativo (F, < 0, Equazioni ) Quindi puo evolvere verso rotolamento puro
(linee viola) oppure no (linee verdi), in accordo con l’analisi precedente.
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6.62. Distacco da una calotta sferica *x

Figura 6.34.: Il corpo sferico in caduta dalla calotta.

Dalla sommita di una calotta sferica di raggio R viene lasciato cadere, con velocita
iniziale trascurabile, un corpo rigido di forma sferica (raggio r). La massa totale m ¢
distribuita simmetricamente attorno al centro del corpo in modo tale che questo ha un
momento di inerzia I rispetto ad un asse passante per il centro.

Se il cilindro rotola senza strisciare sulla calotta determinare ’angolo a cui avviene il
distacco. Considerare in particolare il caso di massa distribuita uniformemente, e quello
corrispondente al massimo e minimo valore possibile per I. Come deve essere distribuita
la massa negli ultimi due casi?

Soluzione

Scriviamo ’energia totale del sistema, utilizzando ’angolo 8 in figura come coordinata.
Abbiamo

1
E= §I’w2 +mg (R + 1) cosf

dove
I' =1+ mr?

¢ il momento di inerzia del corpo rispetto al punto di contatto e w la sua velocita angolare.
Per determinare quest’ultima notiamo che il centro del corpo compie un moto circolare
con velocita

v=(R+r)0

che deve pero anche essere, data la condizione di puro rotolamento,

da cui
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Sostituendo nell’energia troviamo
1 R\? .,
E = 5]’ <1—|— ) 0> + mg (R +r) cosf
T

Uguagliando all’energia iniziale (§ = 0, § = 0) otteniamo

_ 2mg r?

6> =
I' (R+r)

(1 —cosb)

che ci permette di conoscere #? in funzione dell’angolo.
Dato che il centro di massa del corpo compie un moto circolare, ’equazione del moto
nella direzione radiale sara

—m(R+7)0* =N —mgcosf

dove NN ¢ la reazione normale della superficie della calotta. Il distacco si avra per N = 0,
ossia per

2mr?

I/

N =mg [cos@— (1—(:059)] =0

Questo significa

2mir? omr2\
cosf = mr <1+ mr)

I I
Se la massa & distribuita uniformemente
2 7
I' = Smr? + mr? = —mr?
5 5
e quindi

10
cosf = — ~ 0.588
17
Il minimo valore di I si ottiene concentrando tutta la massa nel centro. In questo caso
I =0e¢ I =mr?, quindi
2
cosf = 3 ~ 0.667
lo stesso valore che si ottiene per la caduta di un punto materiale. Il massimo valore

di I si ottiene concentrando tutta la massa sulla superficie esterna del corpo (si deve
mantenere la distribuzione simmetrica). In questo caso

m

I = —5 [ risin®fdcosfde
wr
2 1
= mr/ (1—u2)du
2 Ja
2
= —mr?
3

Segue che I’ = 5mr?/3 e quindi
6
0= — ~0.545
cos i

Da notare che questo ¢ il caso in cui il distacco avviene pili in basso.
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6.63. Piccole oscillazioni di un cilindro parabolico x x x

U

S/

F
o=V

Figura 6.35.: Il cilindro parabolico nella posizione di equilibrio. L’asse rispetto al quale

si vuole calcolare il momento di inerzia passa per il vertice della parabola
V ed é diretto lungo 'asse z.

Un cilindro parabolico pieno & costruito con un materiale omogeneo ed ¢é tagliato
parallelamente alla direttrice della parabola che lo genera ad una altezza tale che il suo
centro di massa coincide con il suo fuoco (Figura [6.35]). La distanza tra il vertice e il
fuoco della parabola ¢ p/2, la massa totale m.

1.

Discutere in maniera generale la posizione del centro di massa in funzione dell’al-
tezza di taglio, considerando sempre tagli paralleli alla direttrice della parabola.
Determinare 'altezza alla quale € stato tagliato il cilindro.

. Supponendo che il cilindro rotoli senza strisciare su di un piano, descrivere la

traiettoria percorsa dal suo fuoco nel sistema di riferimento solidale con il piano.

. Calcolare il momento di inerzia del cilindro rispetto ad un asse passante per il

vertice della parabola e perpendicolare alle basi.

. Determinare la velocita angolare w del cilindro in funzione dell’angolo di rotazione.

. Discutere le piccole oscillazioni del cilindro attorno alla posizione di equilibrio.

Soluzione

1.

Consideriamo il cilindro nella posizione in Figura La parabola generatrice
avra equazione
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Dato che la massa ¢ distribuita uniformemente, le coordinate del centro di massa
saranno date da zops = 0 (per ragioni di simmetria) e da

[ [ydS

Yyom = f f S
Scriviamo ’espressione precedente nella forma
fo dyf 2p dwy
fo dy f v 2p S dr

Yycm =

dove abbiamo indicato con h 'altezza del taglio. La prima integrazione é immediata

ed abbiamo infine .
2V [yt 3
YoM = =—h

2/ [l dyy'

Notare che il denominatore ¢ la superfice totale della base

S = %s/Qphg/Q

che ci servira in seguito. Le il centro di massa deve coincidere con il fuoco avremo

3
°p==
5 2
da cui .
h=-
Gp
L’equazione della parabola sara dunque
s
Y= 12n

2. Possiamo indicare con s la lunghezza dell’arco tra il vertice V' della parabola e il
punto di contatto P con il piano ad un istante generico. Una coppia di versori

normali e tangenti alla parabola in P = (:L‘, %) sono dati da

Q- 1 1y 1 P\ cos
B /1+y/2 y/ B /p2+372 xT - —sind

>
|

1 -y \ 1 —x \ ([ sind
T+ 72 1 Cprrae2\p )\ cosd
dove # ¢é ’angolo di rotazione del cilindro. Dato che la parabola ruota senza stri-

sciare s & anche la distanza O’P rispetto al punto di appoggio iniziale. Quindi le
coordinate del fuoco della parabola saranno

TR = s+ﬁ-ﬁ
Yp = ﬁﬁ
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ossia, dato che
27 2p

x P n z?
rp = §— —— =+ —
g Vpr+a?\2  2p
1 xZ p2
Yyr = 7/7])2 pe <2 + 2)

Per quanto riguarda s, avremo

s = /\/9'52+y2dt
= /vl—i—y’?dx
0
z/p
= p/ vV 1+ uldu
0

=5 |G G) e )

e quindi
P, 1+ siné
€T = —— 10 S —
F 2 & cos
_pr 1
yF = 2 cos 0

Questa ¢é la traiettoria del fuoco espressa parametricamente in funzione dell’angolo
di rotazione. Si puo anche eliminare . Abbiamo infatti

P <2$F>
yr = Zcosh|—
2 p

3. Il momento di inerzia si pud determinare direttamente dall’integrale

IV:S/dy/ (x+y)

2 3/2 2
= — 2 2
4 \ﬁhsﬂ [3 PY) PYY
_ 3 2| _
= m [ ph + 7h ] 84mp

dove S ¢ la superfice della base determinata precedentemente. Per il seguito sara
utile il momento di inerzia rispetto al centro di massa,
2

Iom :IV—mpZ = imp

2
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4. La velocita angolare cercata & semplicemente €. Usiamo la conservazione dell’ener-
gia per valutarla ad un angolo di rotazione generico. Possiamo scrivere questa nella
forma

1
E = 5[ (0) w? + mgyp

Dove I(0) ¢ il momento di inerzia del cilindro rispetto a P, che possiamo ottenere
applicando il teorema di Steiner,

1(0) = Icy +mFP

p 2?\’
2 —_— — —
m+<2 2p>]

1
= Ion + mp? [tan2 0+ 1 (1 — tan? 9)2}

= Iem+m

e yr ha il valore determinato precedentemente. Abbiamo quindi

©o \/%])? <1 B c0189>

5. Per piccole oscillazioni possiamo considerare § < 1 e sviluppare I’energia al secondo
ordine. Otteniamo, a meno di una costante irrilevante

1 . 1 »p
E = -I(0)6*+ -mg=6?

5 (0) +5mgg

con 1 53
1(0) = I, —mp* = —~mp®
(0) oM+ gmp” = comp

da cui possiamo calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni

1 /42¢g
f=oy5e
2w\ 53p
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6.64. Caduta di una ruota esagonale lungo un pendio x x x

Figura 6.36.: La struttura considerata nel problema. La forma é quella di un esagono
regolare.

La struttura rigida esagonale rappresentata in figura € costituita da sei aste identiche di
lunghezza ¢ e massa m, e da una massa M fissata nel centro. Viene lanciata con velocita
angolare iniziale wy su un piano inclinato dalla posizione in Figura [6.36] Nel momento
in cui una delle aste tocca il suolo rimane vincolata ad esso, ma libera di ruotare, mentre
la gamba vincolata precedentemente si libera.

Studiare, al variare di wg e degli altri parametri del problema, la caduta della struttura.
Dire in particolare se esistono condizioni nelle quali la caduta ha termine, condizioni nelle
quali la velocita angolare cresce senza limite, e condizioni nelle quali si stabilizza.

Soluzione

Nel seguito indicheremo con p = M + 6m la massa totale della struttura, e con

52
I= 6m§ = 2ml?

il suo momento di inerzia rispetto al suo centro di massa.
Consideriamo la caduta come successione di rotazioni di 7/3 della struttura. Osser-
viamo che ad ogni passo l’energia potenziale gravitazionale varia di

AU = —uglsinf

Fino al momento del nuovo contatto della struttura con il piano inclinato si conserva
I’energia totale. Invece al momento del contatto, che considereremo istantaneo, si con-
serva il momento angolare rispetto ad un polo posto nel nuovo punto di appoggio, se
supponiamo che non vi siano forze impulsive che agiscono su P.
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Figura 6.37.: La costruzione utilizzata per raccordare la velocita angolare della struttura
tra I'istante immediatamente precedente e quello immediatamente seguente
il momento del contatto con il punto P. I vettori azzurri indicano le velocita
del centro di massa, prima e dopo il contatto.

Possiamo utilizzare questo fatto per calcolare la variazione della velocita angolare.
Facendo riferimento alla Figura [6.37] vediamo che immediatamente prima del contatto la
struttura sta ruotando attorno al punto di appoggio precedente P. Il momento angolare
rispetto a P’ immediatamente prima del contatto vale quindi

1
L; = Tw; + ,u€2wi sin% = (I + 2u€2> wj
Subito dopo, la struttura ruota attorno a P’, con un momento angolare

Lf = I(,c)f +/L€2U.)f = (I+/L£2) wgf

Uguagliando queste due espressioni troviamo

I+ pb?
S B
In conclusione detta w, la velocitd angolare immediatamente dopo il contatto n-simo
avremo )
1 o [ I+ pl? 9 1 N
e quindi

2
I A sul? 2 2AU
ntl I+ pe? T4 2
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wWhy1 = A (wi + 6) (6.64.1)
con
[+ )
A= <I+M€2 ) <1
2uglsin g
P I+ pe?

Cerchiamo adesso un eventuale soluzione della ((6.64.1)) del tipo w, = @. Queste saranno
determinate da

w® =\ (@ + B)
ossia
o AP
o2 =2
1—A
Poniamo adesso
wi=w?+6,
e sostituiamo nella (6.64.1)) ottenendo
5n+1 = )\671
da cui
On = A"
In conclusione possiamo scrivere la soluzione generale nella forma

wi=wr - 4w =0, +w =\ (w] — @) +&°

Vediamo quindi che, indipendentemente dal valore di wy, le velocita angolari immedia-
tamente dopo 'appoggio si stabilizzano al valore

/4gsm9 (I + $pl?)
\/ 21 + 3pu02) (I + pul?)

In realta € necessario imporre un’ulteriore condizione: w, deve essere abbastanza grande
da permettere alla struttura una rotazione completa di 7/3. Questo accade certamente
se

™ s
gLt T
t37 3

in caso contrario l’energia cinetica deve essere sufficiente a portare il centro di massa
sulla verticale della posizione di appoggio, cioé

%(I_'_HEQ) w? > pgl [1 — sin (0+g)}

4 2 —
A / gsm@ 4 1 —sin (0 + %)
I+ pe? sin @
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Se w, < w* la velocita angolare cambia segno. La nuova velocita angolare immediata-
mente dopo il contatto sara data da

2 2 2
Wntl = A Wn
e quindi tendera a zero.

Was1

Wiy = ANw2 +B)

nt1

Figura 6.38.: Studio grafico della relazione ricorsiva . Per valori iniziali della
velocita angolare maggiori di w* si ha convergenza verso @, che & quindi un
punto fisso “attrattivo”. Per w < w* (la fascia gialla) la velocita angolare
tende invece verso 0, un altro punto fisso attrattivo. w* € un punto fisso
“repulsivo”.

La situazione ¢ riassunta nel diagramma in Figura [6.38
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6.65. Urto tra una massa e un sistema con cilindro rotante
*x

vo

my R mo ms
k. €o

000

Figura 6.39.: Il sistema descritto nell’esercizio. Le masse mgy e mg scorrono sul piano
senza attrito, il cilindro rotola senza strisciare.

Un cilindro di massa m; e raggio R ¢ collegato ad una massa msy da una molla di
costante elastica k e lunghezza a riposo fy. La massa mo pud muoversi sul piano senza
attrito, mentre il cilindro é vincolato a ruotare senza strisciare. Inizialmente entrambi
i corpi si muovono come in Figura [6.39] con la stessa velocita vy e con la molla alla
lunghezza di riposo. Avviene quindi un urto istantaneo completamente anelastico tra
la massa ms e una massa mg: anche quest’ultima pud muoversi senza attrito sul piano
orizzontale. Calcolare la massima compressione raggiunta successivamente dalla molla.

Soluzione

Durante I'urto la molla rimane alla sua lunghezza di riposo, dato che questo avviene
istantaneamente. Quindi non ci sono forze esterne orizzontali applicate al sistema mo—+msg
e la sua quantita di moto si conserva. Detta v{ la velocita di ma+mg dopo I'urto abbiamo

mavg = (Mg +ms3) U(’)

e quindi
/ m2
vy = ———p
ma +ma3

Per la stessa ragione (molla a riposo) non ci sono forze esterne orizzontali che agiscono su
m1, quindi la sua quantitd di moto non cambia e la sua velocita immediatamente dopo
I'urto rimane vy.

Abbiamo adesso il sistema rappresentato in Figura L’energia si conserva, e la

possiamo scrivere nella forma
1

1 1
= §I0Mw2 + imlv% + 3 (ma +m3) v3, 5 +

k

E ~A?
2

dove abbiamo indicato con
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v (%
1 243 ma + ms

m; R
k, €y l

PNy R

Figura 6.40.: Il sistema dopo l'urto. In rosso sono rappresentate le forze esterne che
agiscono sul cilindro, in blu quelle che agiscono sul corpo ma 4 mgs, in verde
quelle interne.

(@]

w la velocita angolare del cilindro;

o

v1 la velocita del centro di massa del cilindro;

(@]

Icps il momento di inerzia del cilindro rispetto al suo asse, che passa dal centro di
massa;

@)

vo13 la velocita del corpo mo + ms;
o A la compressione della molla.

Nel momento di massima compressione abbiamo vy = v243 = vy. Inoltre dalla condi-
zione di puro rotolamento segue che w = —v1/R. Di conseguenza eguagliando 1’energia
immediatamente dopo 'urto a quella nel momento di massima compressione otteniamo
(usando Iy = miR?/2)

1/3 m3 s 13 5 koo

2 <2m1 e+ s m3> % =g (2"“ mz + m3) vp + 5 8hax

Per calcolare vy ci serva un’altra legge di conservazione. La quantita di moto orizzontale
del sistema non si conserva: infatti a causa del vincolo di puro rotolamento al cilindro é
applicata una reazione orizzontale. La seconda equazione cardinale applicata al cilindro,
rispetto ad un polo posto nel punto di contatto, si scrive

d
—_ ICMw — mlle = kAR
dt

mentre la prima equazione per il corpo mg + ms si scrive

d
¥ [(m2 +m3) vay3] = kKA

Moltiplicando quest’ultima membro a membro per R e sottraendo alla prima abbiamo
d

& [ICMW —miun R — (m2 + m3) RU2+3] =0
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Di conseguenza la quantita
3
A= —lele — (mQ + m3) Ruvays

si conserva. Da notare che questo non é in generale il momento angolare totale rispetto
al punto di appoggio del cilindro, che si scriverebbbe (indicando con hcps Valtezza del
centro di massa del corpo ma43)

3
L= —§m1v1R — (ma + m3) hcpvats

e non sarebbe conservato. La non conservazione ¢ dovuta al momento delle reazioni
normali distribuite che il piano esercita sul corpo ms + ms.
Eguagliando il valore iniziale e finale di A troviamo

%ml + mg

Uf:3 (¥
5m1 + ma +m3

e sostituendo nella conservazione dell’energia troviamo

2mj 2 (3m1+ m2)2 2

mo + m3 B 3mi + 2mso + 2mg Yo
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6.66. Urto di un settore cilindrico *x

In un sistema di riferimento scelto come in figura un settore cilindrico di massa M si
muove con velocitd costante ¥ = vgy su un piano orizzontale privo di attrito, in presenza
di un campo di gravita uniforme § = —gz (vedere Figura. L’ampiezza angolare del
settore & # = 7/2 e il raggio R. Ad un certo momento esso urta contro un ostacolo posto
sull’asse = . Il settore pud adesso ruotare liberamente attorno al suo asse, che rimane
vincolato all’ostacolo. Nel seguito si puo indicare con d la distanza del centro di massa

d:%R
3

del settore dal suo asse, che vale

1. Trovare una quantita conservata durante I'urto, motivando la risposta, e calcolarne
il valore iniziale in funzione dei parametri del problema.

2. Calcolare le componenti dell’impulso esercitato dall’ostacolo durante 1'urto.

3. Per quali valori di vy il parallelepipedo si capovolge?

Soluzione
Domanda 1

Scegliendo un polo sull’asse x vediamo che si conserva la componente parallela ad esso del
momento angolare. Infatti durante 'urto I'unica forza rilevante é la reazione impulsiva
dell’ostacolo, che non ha momento. Inoltre dato che il corpo pud ruotare liberamente
attorno all’asse z il vincolo non pud applicare momenti paralleli ad esso.
Dato che inizialmente il parallelepipedo ha solo un moto di traslazione il valore iniziale
di questa quantita sara
/3

2
Lz == —MUOdT

vo g

Y Y

Figura 6.41.: Il settore cilindrico in moto prima dell’urto con l’ostacolo.

(<) DO 505 versione del 9 ottobre 2013



6.66. URTO DI UN SETTORE CILINDRICO **

Domanda 2

Dalla conservazione di L, segue che dopo l'urto il settore ruota attorno all’asse x con
velocita angolare data da
V2

—Muvogd— = Tw
2

dove I = %M R? ¢ il suo momento di inerzia rispetto all’asse specificato. Segue che
Uod

e il centro di massa del settore avra una velocita

oM = GAT=wIA (—dy—l—dz

La variazione della quantita di moto durante 'urto & uguale all’impulso cercato, e quindi
2

L . d? d? X
I = Muvcoy —Mvoy:Mvoﬁz—kao <R2 — 1) Y

Domanda 3

Dopo 'urto si conserva l’energia, e per ottenere il capovolgimento il centro di massa del
settore dovra arrivare sulla verticale dell’origine, ad una altezza d. Confrontando ’energia
in questa situazione con quella immediatamente dopo 1'urto abbiamo la condizione

V2

1
Mgd < 51&22 + Mgd=3-

Inserendo il valore di w determinato precedentemente troviamo

e (v

e quindi

v > R

-3
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6.67. Energia persa e rotolamento puro xx

A

Y

<y

&l

Una sfera di raggio R e massa M viene lanciata su un piano orizzontale con velocita
angolare @ e velocita del centro di massa ¥, scelte come in figura. Tra sfera e piano si ha
attrito dinamico.

1. Mostrare che il momento angolare del cilindro rispetto a un polo scelto opportuna-
mente si conserva.

2. Scrivere energia della sfera in funzione del momento angolare conservato e della
velocita istantanea del punto del cilindro a contatto con il piano.

3. Utilizzare 'espressione dell’energia cinetica ottenuta per calcolare il valore del-
I’energia che viene dissipata per attrito prima che la sfera inizi a rotolare senza
strisciare.

Soluzione

Consideriamo la retta sulla quale si muove il punto di contatto tra sfera e piano. Se
scegliamo il polo in un punto qualsiasi di questa, vediamo che il momento angolare si
conserva. Infatti le uniche forze che agiscono sulla sfera sono

o la reazione normale del piano Ny
o la forza di gravita —M gy
o La forza di attrito F,%

Dato che il centro di massa della sfera non accelera nella direzione g deve essere N = Mg.
Ma entrambe le forze hanno lo stesso braccio rispetto al polo scelto, quindi i rispettivi
momenti si cancellano. Inoltre la forza di attrito ha braccio nullo: la conclusione ¢ che il
momento di forza totale applicato alla sfera é nullo, e il suo momento angolare si conserva,
e vale

L=7AMG+ Icyud
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A~ —

Dato che & = wz, ¥ = v& e ¥ = 22 + Ry abbiamo
L= (Icpw— MRv)2=L.2
La velocita del punto di contatto € invece
Tgo=U—RINY=(v+ Rw)Z = v,

Esprimendo w e v in funzione di L, e vy otteniamo

. _ lcaroo = RL. _ Icarvo — RL:

Icy + mR2? o Io

L, + M Ruvg L. + M Rug
w = =

Ion +mR2 Io

dove Ip ¢ il momento di inerzia rispetto al punto di contatto.
L’energia vale

1 1
E = ~Mv* + - Iopyw?
5 + glcm
e sostituendo le espressioni precedenti troviamo

Ezllé Icm

Quando la sfera inizia a rotolare senza strisciare si ha v, = 0. Inoltre L, si é conservato.
Segue che I'energia dissipata é il secondo termine dell’equazione precedente, ossia

Ejiss = iTong

In particolare se tutta la massa é concentrata al centro della sfera Icyr = 0 e non viene
dissipata energia.
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7.1. Ventosa »x

Un tronco cono di altezza h, raggio di base inferiore R;, raggio di base superiore Ry e
densita p aderisce perfettamente al fondo di un recipiente. Il recipiente é riempito fino
al livello L > h di un liquido di densita pr, > p.

Determinare sotto quali condizioni il cono rimane sul fondo.

Ry

Ry

Soluzione

Se il cono non aderisse sul fondo le forze agenti su di esso sarebbero la forza peso e la
spinta di Archimede. Nella situazione considerata é necessario sottrarre la spinta dovuta
alla pressione sulla base e aggiungere la reazione vincolare N del fondo. Abbiamo quindi
all’equilibrio

(pL —p) Vg — prLgLmR} + N =0

e per non avere distacco é necessario che N > 0. Questo significa
prgLmwRY > (pr, — p) Vg
ossia

h
proLa Rt > (pr = p) g5 (RE + RiRo + R3)
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da cui

hopL—p

Questo significa che il rapporto R2/R; non deve essere troppo grande, piu esattamente

+=+=2

L R B3\ 3L pp
R R

Ry 1 3L pL 3

L < -
R 2

hopp—p 4

Notare che per pr, < p il corpo rimane sempre sul fondo.
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7.2. Secchio rotante *x

Un recipiente cilindrico di raggio a ruota attorno al suo asse con velocita angolare w,
e contiene un volume V di un liquido. Il fluido viene trascinato dal recipiente, e in
condizioni stazionarie si muove rigidamente e solidalmente con esso. Dire se la quantita

1
H:P+§p02+pgz (7.2.1)

assume un valore costante in tutto il liquido e calcolare la forma della superficie libera
di esso.

Soluzione

Il teorema di Bernoulli dice che in condizioni stazionarie la quantitd H & costante su ogni
linea di flusso del fluido. Per concludere che questa costante € la stessa su ogni linea é
perd necessario che il campo di velocita sia irrotazionale, ipotesi non verificata in questo
€caso.

Per averne conferma, possiamo cercare di rispondere alla seconda domanda supponendo
che H sia veramente costante. Allora sulla superficie libera del fluido deve essere

1
ipwgrz +pgz =K (7.2.2)
cio¢ -
s=K -2 (7.2.3)
29

Ma questo ci dice che la superficie &€ un paraboloide di rotazione con concavitd rivolta
verso il basso, il che ¢ assurdo.

Possiamo invece porci in un sistema che ruota solidale al recipiente. In questo caso il
fluido appare in quiete, quindi il suo campo di velocita é ovviamente irrotazionale. Siamo
nelle condizioni per poter dedurre dal teorema di Bernoulli che la quantita

H=P+po (7.2.4)

é effettivamente costante in tutto il fluido, indicando con ¢ I’energia potenziale per unita
di massa, che tiene conto della forza centrifuga apparente:

1
¢ =gz — §w2T2 . (7.2.5)

Da questo segue immediatamente che

w27,2

29
cioé un paraboloide di rotazione con concavita rivolta verso I'alto, risultato sensato. Per
determinare la costante K calcoliamo il volume del liquido:

a w22 2 w2t
= K 2mrdr = 2 K— 2.
\% /0 ( + 5 > mrdr 7r< 5 + 39 ) (7.2.7)

z=K+ (7.2.6)
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cioé 5 o
Vv wa

T ma? 4y

(7.2.8)
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7.3. Tubo piegato *x
Sa, Va Sp, Vi

x /

\—- —/
NVANG',
\%

Un tubo ha una estremita di sezione S4 e un’altra di sezione Sp. Le due estremita del
tubo si trovano alla stessa quota, e il tubo & piegato come in figura di un angolo a.
Dall’estremita di sezione S, entra un liquido di densita p con velocita Vy.

Calcolare la forza che il liquido esercita sul tubo. Considerare in particolare il caso
a=0.

Soluzione

La forza che il liquido esercita sul tubo é uguale e opposta a quella che il tubo esercita
sul liquido. Quest’ultima é uguale alla variazione della quantita di moto del liquido, che
possiamo scrivere

dP = —dMV, + dMVp (7.3.1)
D’altra parte
dM = pSy|Valdt = pSp|Vp|dt (7.3.2)
quindi possiamo scrivere
_ . A R Sa .
dP = pSa|Valdt ([Valfia + |Valig) = pSaVidt <n,4 + S;nB> (7.3.3)

L - 0N A . :
dove iy = (—sin §,cos §), g = (sin §,cos §). Abbiamo infine

— . Sa
- dpP sin & (—1 + 7)
F=-% = ,5,v2 ? i (7.3.4)
dt cos § (1 + ﬁ)
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In particolare se a = 0

_ 0 S -
F = —pS,V3 ( (1 + %A) > B —Pé (Sa+SB)[ValVa. (7.3.5)
B
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7.4. Equilibrio di un cilindro immerso in un liquido x x

Un cilindro di densita costante p, raggio di base R e altezza h galleggia in un liquido di
densita pr, > p, con l'asse in direzione verticale. Studiare la stabilita della posizione di
equilibrio.

Soluzione

Poniamo inizialmente un sistema di riferimento con l'origine O sull’asse del cilindro a
una distanza OP = d dalla base inferiore, come mostrato in Figura In tale sistema
di riferimento il centro di massa sara in x =y =0 e z = h/2 — d. Immaginiamo adesso
di tagliare il cilindro con un piano passante per O e inclinato di un angolo 6 rispetto
all’orizzontale. Sempre facendo riferimento alla Figura[7.1] il centro di massa della parte
del cilindro al di sotto del piano, che rappresentera la parte immersa nel fluido, si trovera

in z¢(0), ya =0, z¢(0).
Notiamo che il volume totale di tale parte non dipende da 6 e vale

V; = 7R%d

All’equilibrio, con il cilindro in posizione verticale, la spinta di Archimede deve eguagliare
la forza peso, quindi gpr Vi = gpV, cioé

prR:dg = prR*hg
e quindi

d="p
PL

Si verifica facilmente che il sistema ¢ stabile verticalmente. Se l'altezza della parte
immersa vale d — x infatti si ha una forza di richiamo verticale

F(z) = —prLmR’gx

Vediamo sotto quale condizione il sistema é stabile sotto rotazioni. Ruotando di un angolo
f il cilindro attorno ad un asse orizzontale passante per O abbiamo per le coordinate di
un punto generico

' = xcosf — zsinb

= zsinf+ zcosd
ossia, usando i risultati precedenti,

Thy = (Z - d) sin 6

rg = zg(—0)cosf — zg(—0)sind

Quindi sul cilindro agisce il momento

M = pgV (2 — )
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0

M

oG

Figura 7.1.: Il cilindro del problema. L’origine del sistema di coordinate (asse verticale
z, asse orizzontale x) & scelto in modo da avere OP = d.

Figura 7.2.: Due possibili posizioni del centro di massa M del cilindro e del centro di

galleggiamento G. La situazione a sinistra corrisponde alla instabilita, quella
a destra alla stabilita.

@ose
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7.4. EQUILIBRIO DI UN CILINDRO IMMERSO IN UN LIQUIDO * % %

Utilizzando le espressioni esplicite per x¢ e zg, calcolate alla fine dell’esercizio, otteniamo
per piccoli angoli,

e il momento delle forze vale esplicitamente

1 R?

Per avere stabilita il momento deve tendere a riportare il cilindro nella posizione di

equilibrio, quindi
R2
h—d—— 0
( 47rd> <

2
P <1 _ P) <E
pL PL h

Si avra stabilita quindi quando il rapporto R/h ¢é sufficientemente grande.

cioé

Calcolo del centro di massa della parte immersa del cilindro.

Considerando il cilindro in Figura troviamo il centro di massa G della parte del
cilindro al di sotto di un piano passante dal punto O e inclinato di un angolo 6 (passante
per C e D in figura). Abbiamo

1
o = WRQd/de

1
G = m / Zdv

che possiamo scrivere esplicitamente in coordinate cilindriche. Per zg si ottiene, tenendo
conto che x = r cos ¢ e che la faccia superiore ha equazione z = x tan 6

2 T cos ¢ tan 0
T = RQd/ gi)/ / dz 1 cos ¢

2m
_ 2
= WRQd/ dgb/ dr cos ¢ (rcos ¢ tan 6 + d)

1 (R
= — —r3drtan
WRQd/O 27“ rtan
1 R*
= éiﬂfpdtan@
2

= %tane
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Per quanto riguarda zg

27 rcos¢tan0
@ = R2d/ ¢/ /
27 5
= TI'RQd/ d¢/ rcos¢tan0 d)
1 5 2 2
= TFRQd/O dr§ <2r tan® 0 — 2wd T>

1 R? 9
. 1
TR2d <87rd2 tan” 0 )

h
Thy = (2 — d> sin #

R? d ([ R?
/ _ 29 :
T = Sd tanf cos 6 + — (87rd2 tan” 60 1> sin @

quindi
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7.5. Campo di velocita | *xx

Il campo di velocita di un fluido & descritto da @ = (ax, —ay, 0). La regione 22 +3%+22 <
1 viene marcata con un colorante a ¢ = 0. Determinare la forma della regione colorata
agli istanti successivi, e il suo volume.

Soluzione

Dall’espressione del campo di velocita si determinano le traiettorie degli elementi di fluido
risolvendo

dﬁ
dt
dy
dt
dz

dt

_= —ay

che si integrano direttamente ottenendo

z(t) = z(0)e™

y(t) = y(0)e

z(t) = z(0)
Dato che z(0)% + y(0)2 + 2(0)? < 1 otteniamo

o2 | y(?
eQat e—2at

+z(t)? <1
quindi agli istanti successivi la macchia di colore ha la forma di un ellissoide con semiassi
a; = e, Ay = e~ a, =1. Il volume ¢é dato da

4
V(t) = zmazaya, = 3"

3

e sl conserva.
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7.6. Recipiente conico forato xx

Il recipiente in Figura[7.3/ha la forma di un tronco di cono rovesciato, con un foro circolare
sul fondo di sezione Sy. Inizialmente é riempito fino ad una altezza hg con un liquido
non viscoso. Detto 7 il tempo necessario affinché I'altezza del liquido si riduca a hy < hg,

scrivere 7 come integrale definito e calcolarlo supponendo hy > 4/ %.

Soluzione

Poniamo lorigine di un sistema di coordinate nel vertice del cono. La superficie trasversa

dipendera da z come
S(z) = 2% cot? 0 (7.6.1)

ed in particolare il foro si trovera a una quota zy determinata da
S(z0) = 725 cot> 6 = S (7.6.2)
mentre la superficie del liquido sara in
z=h+ 2

Il volume contenuto nel recipiente sara quindi

V =2 (S0 +h) (20 + h) — Sozo] = S cot?8 [(h 420~ 2] (7.6

La variazione del volume V del liquido contenuto nel recipiente & dato da

dV 2 th
= .6.4
: mcot” 0 (h + zp) 7 Sov (7.6.4)

dove v_ ¢ la velocita di fuoriuscita, da cui

h\? dh
_=—14+—| — .6.
v < + Zo) 7 (7.6.5)

Se applichiamo il teorema di Bernoulli ad una linea di flusso che collega la superficie
al foro di uscita abbiamo

dt

e sostituendo il valore di v_ determinato precedentemente troviamo

1 (dh\? 1
ol <) + pgh = 5,)@% (7.6.6)

dh 2gh
—_— g (7.6.7)

dt [(1+Zho)4—1]
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S

Figura 7.3.:

L’equazione differenziale ¢ a variabili separabili e il tempo di svuotamento vale

4
h
ho <1 i %) —1
= ANV X (7.6.8)
hy 2gh

Introducendo la variabile x = h/zy abbiamo infine

\/%/ho/zo (I4z) -1 —1 (7.6.9)
h1/zo0 o

Dobbiamo calcolare questo integrale nel caso h; > zy. Possiamo supporre allora z > 1
e approssimare

4
(I+z)" -1 ~ B2

- (7.6.10)

Otteniamo quindi

ho /2o 5/2 5/2
_ /"’0/ B2y — 2 20 <h0> _ <h1> (7.6.11)
2g h1/z0 5\ 2¢g 20 20
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7.7. Svuotamento di un serbatoio *x

Un recipiente cilindrico di sezione S é riempito fino ad una altezza h; di acqua, per la parte
rimanente di vapore saturo. Sul fondo é praticato un foro di sezione S7 < S, collegato ad
una conduttura che nel tratto finale riduce la sua sezione a Sy < S;. Fornendo calore al
sistema si mantiene la pressione del vapore ad un valore P. Nella conduttura si innesta
un cilindro verticale aperto M, come in Figura I diametri della conduttura sono
tutti di dimensioni trascurabili rispetto ad h;.

M
Patm

hy

Sy
|4

R

Figura 7.4.: Il sistema descritto nel problema.

1. Che altezza ho raggiunge 'acqua nel cilindro M se 'apertura di sezione Sy &
mantenuta chiusa?

2. Si apre adesso la conduttura, e in breve tempo si raggiunge lo stato stazionario.
Calcolare la nuova altezza ho del liquido in M e la velocita con la quale 'acqua
esce dalla conduttura.

3. Detta V' la velocita calcolata al punto precedente, dire quanto calore € necessa-
rio fornire al sistema per unita di tempo per mantenere le condizioni stazionarie.
Indicare con A il calore latente di evaporazione e con py la densita del vapore.

Soluzioneﬂ

Domanda 1

Dato che la pressione sul fondo ¢ la stessa ovunque deve essere

P + pghi = Pym + pghe (7.7.1)
e quindi
P — Py
hy = hy + ——2™ (7.7.2)
Py

'Secondo problema compitino 28 maggio 2008
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Domanda 2

Detta Vj la velocita nel tratto di sezione S7 dal teorema di Bernoulli segue che
L 9 I o
P + pghi = Pyym + pgho + ile = Paytm + EpV (7.7.3)

e dalla conservazione della massa

SV = S5V . (7.7.4)
Risolvendo abbiamo
V= \/2 (P_Patm+pgh1) (775)
)
© SZ SQ
P — Py + pgh -
g = (L= Foum & £01) (51 = 53) (7.7.6)
pgSl

Domanda 3

Dato che la sezione S ¢ molto grande possiamo considerare hq costante. Man mano
che il liquido defluisce é necessario rimpiazzarlo con nuovo vapore saturo, per mantenere
costante la pressione P. La massa di vapore da creare per unita di tempo €&

pv VS, (7.7.7)

che corrisponde alla massa di liquido da far evaporare. Quindi

% = Aoy VS, (7.7.8)
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7.8. Traslocare un acquario x*

Figura 7.5.: La vasca scivola lungo un piano inclinato privo di attrito, e per le particolari
condizioni iniziali scelte il liquido é in quiete rispetto alla vasca.

Una vasca rettangolare é riempita parzialmente di liquido, e viene fatta scendere da
un piano inclinato di un angolo 6 rispetto all’orizzontale, come in Figura Le condi-
zioni iniziali sono scelte in modo tale che il liquido rimane in quiete rispetto alla vasca.
Calcolare 'accelerazione di quest’ultima e descrivere le caratteristiche della superficie del
liquido. Calcolare inoltre la pressione sul fondo della vasca, supponendo che il livello del
liquido quando la vasca é orizzontale e in quiete sia h e la sua densita p.

Soluzione

Se il liquido ¢ in quiete rispetto alla vasca, tutto il sistema é equivalente ad una unica
massa che scende lungo un piano inclinato senza attrito. Di conseguenza l'accelerazione
¢é parallela al piano e vale a = gsinf. Se adesso ci poniamo in un sistema di riferimento
solidale alla vasca, avremo che ogni elemento del fluido sara sottoposto alla forza di
gravita e ad una forza apparente costante, in totale

dF = —dmg? — dm (gsin ) 7 (7.8.1)

dove 7 ¢ il versore parallelo al piano. D’altra parte 2 = facos @ + 7 sin 6 (7 ¢ normale alla

superficie) per cui
dF = —dmg cos6n (7.8.2)

Nel sistema di riferimento scelto quindi le forze sono equivalenti a quelle di un campo
gravitazionale uniforme di intensita g cos 6 perpendicolare al piano inclinato. La superfi-
cie del liquido sara quindi un piano parallelo al piano inclinato, e la pressione sul fondo si
otterra applicando la legge di Stevino. Dato che anche il fondo é parallelo alla superficie
avremo ovunque

P = pgcosbh
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Puo essere utile confrontare questo esercizio con il
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7.9. Diavoletto di Cartesio **

Il recipiente cilindrico in figura (sezione S), non permette passaggio di calore. La sua
base superiore puod scorrere liberamente. All'interno del cilindro si trova una mole di
esafloruro di zolfo (SFg, massa molecolare y = 146.6 g/mol), e una piccola sfera di un
materiale di densita media p e capacita termica trascurabile.

Inizialmente si osserva che la sfera é appoggiata sul fondo, e ’esafluoruro di zolfo, che
si assume si comporti come un gas perfetto, si trova a valori dati T' =Ty e P = Py di
pressione e temperatura.

1. Cosa si pud6 dire di p? Di quanto si deve abbassare il pistone per fare in modo che
la sfera si sollevi dal fondo?

2. Se tale abbassamento avviene aumentando molto lentamente la forza esterna F',
quanto vale la variazione totale AF di quest’ultima? Quanto vale AF se la
variazione ¢ invece improvvisa?

3. Nei due casi precedenti, calcolare la variazione di entropia del sistema.

Soluzion%

Osserviamo preliminarmente che la temperatura del gas sara ovunque la stessa, dato che
le diverse parti del sistema sono libere di scambiarsi calore. Al contrario, la pressione
dipendera dalla coordinata verticale, che chiameremo z. Possiamo scrivere per la legge
dei gas perfetti

uP(2) = p(=)RT

ed inoltre
dP = —pgdz
da cui
P __ng
dz  RT

2Primo esercizio compitino 30 maggio 2007
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che si puo integrare ottenendo

Analogamente per la densita avremo

pc(z) = pg(0)e” =T
che possiamo esprimere alternativamente in funzione del volume e della massa totale. Da

h
L T L
m= = Spg(O)/ e RTZdy = SPG(O)i (1 — e‘%’?)
0 Hg

otteniamo

In prima approssimazione potremo trascurare ovunque la variazione di pressione e
densita con l'altezza, salvo tenerne implicitamente conto per il calcolo della spinta di
Archimede.

1.1

Alla sfera sono applicate due forze: quella di gravita e la spinta di Archimede, risultante
dall’azione complessiva della pressione del gas. Per calcolare quest’ultima basta valutare
la forza peso del gas che occuperebbe il volume della sfera, cioé

Fy = Faz=gVipg?.

Se la sfera resta sul fondo avremo chiaramente

S e — P
p>pa =

Per sollevare la sfera si deve comprimere il gas fino ad avere

Vo
PG = PGy, =P

da cui segue

1 Vo ( pa RTy ( pc
Ah:* /— = — 7—1 [ — 7_]_ .
S(V %) S(p ) 5Po<ﬂ ><0

1.2

Aumentando molto lentamente la forza esterna abbiamo una trasformazione adiabatica
reversibile. In questo caso pressione e volume sono legati da

PV = RV
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dove v = ¢, /cpe quindi la pressione finale vale

o

Y
P:P() VO :(p> PO-
Vo+ Vo (25 1)

p\?
AFTCU:POSK) 1}.
PG

Se la variazione ¢ improvvisa, sul gas viene fatto un lavoro W = — (F' + AF') Ah e quindi
la sua energia interna aumentera della stessa quantita. Da questo segue che

Da questo segue che

c,AT = — (F + AF) Ah

cioé
(F+AF)(Vo + AVp) AV
v —To| =—(F+AF)—
c [ SR 0 (F+ ) S
e quindi
(F + AF)V, %’%G + <’f - 1)} = Se, Ty
ossia

AFy = RS (%)

_ AN
1 7(1 p)

2
()]
p
2
()]
p
La disuguaglianza si comprende tenendo conto che a parita di variazione di volume il
lavoro fatto sul sistema é sempre maggiore nel caso irreversibile, e quindi la pressione
finale sara pure maggiore (il volume ¢ lo stesso). I valori di AF sono uguali al primo

ordine nella differenza tra densita perché quando pg ~ p le trasformazioni sono piccole,
e possono essere considerate al limite entrambe reversibili.

AF,ey = PySy <1 - pf) 1o

AF,, = PySy <1 - pf) +0
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7.10. Estrazione di una provetta *x

F

Figura 7.6.: La provetta completamente immersa nel liquido (cioé¢ nel caso h < 0).

Una provetta di massa m, lunghezza ¢ e sezione S é immersa completamente in un
fluido di densita p, che la riempie completamente. La pressione all’esterno del fluido é
quella atmosferica P4. Si puo trascurare il volume occupato dalla massa della provetta.
La si inizia ad estrarre mantenendola capovolta come in Figura Vale pgl > Py e si
pud considerare la sezione del recipiente che contiene il fluido arbitrariamente grande.

Si chiede di determinare, sommando esplicitamente le forze in gioco, la forza F che ¢
necessario applicare per mantenere la provetta in equilibrio in funzione della lunghezza
h della parte emersa.

Soluzione

Facendo riferimento alla Figura [7.7] possiamo distinguere quattro diverse fasi dell’estra-
zione. Per ciascuna consideriamo il valore delle tre forze che agiscono verticalmente: la
forza peso (sempre —mg), la forza F,S"”) = SP(nt) associata alla pressione P applica-
ta alla parte terminale della provetta dal suo interno, la forza F,Sext) = —SPrt) agsociata
alla pressione P(¢*Y) applicata alla parte terminale della provetta dal suo esterno. Per
avere equilibrio dovremo quindi applicare una forza verticale

F =mg — SpUnt) 4 gplert)

1. La provetta é completamente immersa nel fluido. Dato che possiamo trascurare
lo spessore della provetta, le pressioni P ¢ P(€!) saranno uguali (perche alla
stessa altezza), e quindi

F=mg
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(3) (4)

Figura 7.7.: Le quattro fasi di estrazione della provetta.

2. Adesso una parte della provetta di lunghezza h ¢ al di fuori del fluido. Se pgh < Pa

Iinterno della provetta resta completamente riempito di fluido. Avremo quindi
plint) — Pa — pgh e plext) — Py, da cui

F =mg+ Spgh

. Appena pgh > P4 l'altezza della colonna di fluido all’interno della provetta smette
di salire, lasciando una frazione vuota. Di conseguenza P(") = ( e P(e?t) = p,
da cui

F=mg+ SPy

. Adesso la provetta contiene aria, quindi P(") = p(ezt) — p, ¢
F=mg

Notare che la forza F' dipende da h in modo continuo, salvo che al passaggio dalla
fase 3 alla fase 4 quando si svuota bruscamente di fluido.
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7.11. Estrazione di una provetta, considerazioni energetiche.
*k

Vogliamo risolvere il Problema basandoci su considerazioni energetiche. Per fare
questo scriviamo l'energia potenziale del sistema in funzione della posizione verticale
della provetta. Il ragionamento che segue ¢ errato, e conduce a un risultato diverso
da quello corretto ottenuto nel problema precedente. Si chiede di scoprire e correggere
Ierrore.

Sempre facendo riferimento alle quattro fasi rappresentate in Figura [7.7 scriviamo
l’energia potenziale del sistema in funzione della posizione verticale della parte pit alta
della provetta rispetto alla superficie del fluido, indicandola con h.

1. Abbiamo h < 0, e l'unica forza esterna che fa lavoro é la forza di gravita applicata
alla provetta. Di consequenza a meno di una costante avremo

U = mgh

2. Adesso le forze che fanno lavoro sono la forza di gravita applicata alla provetta,
la forza di gravita applicata ol fluido, la pressione esterna. Dato che la superficie
del contenitore & arbitrariamente grande possiamo trascurare la variazione del suo
lwello e scrivere 1 tre contributi descritti, nell’ordine, come

1
U =mgh+ (pSh)g (2h> + PaSh

Per scrivere il secondo termine abbiamo moltiplicato la massa totale della colonna
di fluido sollevava pSh per g e per Ualtezza a cui é salito il relativo centro di massa
h/2. L’ultimo termine infine & la pressione esterna per la variazione di volume.

3. Dato che la colonna di fluido smette di salire quando pgh = P4, da quel momento
la forza di gravita applicata alla colonna di fluido smettere di fare lavoro, e quindi

1 P
U = mgh + P4Sh + =pSg <A>
2 Py

dove Uultimo termine costante ¢ stato scelto in modo da raccordarsi con continuitd
con l’espressione valida nella fase precedente.

4. Appena h > £ la provetta si svuota e rimane il solo contributo della forza peso, e
quindi

U = mgh

Se adesso deriviamo le espressioni precedenti rispetto ad h otteniamo la forza mecessaria
ad equilibrare la provetta, ossia

mg h <0
F_67U_ mg + PaS + pgSh 0<h<%
~ Oh | mg+ P4S LA <h<t
mg h>1{
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Soluzione

L’espressione dell’energia potenziale nella fase 2 & scorretta, come si pud notare con-
frontando 'espressione della forza con quella determinata nel Problema [7.11], percheé il
termine legato al lavoro della pressione atmosferica P4Sh deve essere omesso. Questo si
puo comprendere tenendo conto che I’energia potenziale che vogliamo scrivere é quella del
sistema costituito dalla provetta e dal fluido. La pressione atmosferica fa lavoro quindi
non solo agendo sulla superfice della provetta, ma anche sulla superficie libera del fluido.
Il totale sara dato quindi da
dL = PydV

dove dV ¢ la variazione totale del volume del sistema, che in questa fase coincide con il
volume del fluido (la provetta ¢ completamente piena). Ma il fluido ¢ incomprimibile,
per cui dV = 0.

Si puo rimanere confusi dal fatto che nel limite di recipiente molto grande la variazione
di altezza del livello del fluido tende a zero. Questo é vero, ma non tendi invece a zero il
prodotto tra la variazione di altezza e la superficie libera.
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7.12. Tempo di svuotamento di un contenitore %

Un contenitore cilindrico di sezione S € riempito di un liquido di densita p. Ad una
profondita h viene praticato un foro nella parete laterale di sezione s < S. Calcolare
dopo quanto tempo il livello del liquido scende di tratto A < h.

Soluzione

Consideriamo una linea di flusso che collega la superficie del liquido con il foro. Dal
teorema di Bernoulli segue che la quantita H = %pv2 + pgz + P deve avere lo stesso
valore sulla superficie, dove abbiamo

1
H = Py+ pgh + 5pv% (7.12.1)
e al foro, dove invece
1
H=P+ §pv§ (7.12.2)
da cui 1
h=3g (v3 — o) (7.12.3)
Abbiamo indicato con v; = —dh/dt la velocita con cui la superficie del liquido si abbassa,

e con vg la velocita di uscita dal foro. D’altra parte dato che il liquido € incompressibile
(la densita p é fissata) deve essere
Sv1 = sv9 (7.12.4)

1 /82 1 /52 dh\2
h=— 2 1 2_ — [Z_1 - 2.
(5 1)et=5, (%) (@) 7125)

Separando le variabili otteniamo

h ap t 2¢s2
— == ————dt 7.12.6
I (7120

da cui, scegliendo il segno opportunamente,

VA(E) = /ho — 2(Sgsi32)t (7.12.7)

e quindi

I1 tempo cercato si ottiene ponendo in questa espressione h(t) = hg — A

t = (Vho—vho—2) 2(5;—82)

52

~ fﬁ(ﬁ_ \/m) (7.12.8)

Nella soluzione non si é tenuto conto di diverse correzioni possibili, che verranno
discusse in altri esercizi. In particolare
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1. non si é tenuto conto del fatto che la velocita di uscita del fluido non é perpendi-
colare alla superficie del foro, quindi non & del tutto corretto stimare il flusso in
uscita come svq

2. ¢ stato trascurato qualsiasi attrito

3. non si é tenuto conto del fatto che il fluido non é realmente in uno stato sta-
zionario, dato che le velocitd in ogni punto cambiano mel tempo. L’approssima-
zione dovrebbe essere buona per s < S, almeno lontano dalle fasi finali dello
svuotamento.
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8. Trasmissione del calore

8.1. Sfera radiante xx

All’interno di una sfera di raggio R e conducibilitd termica 1 viene prodotto calore in
modo omogeneo. Il calore prodotto per unita di volume e unita di tempo vale w.

La sfera é immersa in uno spazio vuoto allo zero assoluto nel quale irraggia come un
corpo nero. Calcolare la temperatura all’interno del corpo all’equilibrio.

Soluzione

Per motivi di simmetria il calore si propaghera radialmente, e potremo scrivere la relativa
componente della sua densita di corrente come

oT(r)

J‘](T) =N 67‘

dove, sempre per simmetria, anche la temperatura dipendera solo dal raggio.
Il calore che attraversa una superficie sferica di raggio r sara data da

4Q
dt

2 0T (r)

(r) = 47r7"2Jq(7“) = —4mnr 5

(8.1.1)

e dovra essere uguale al calore prodotto per unita di tempo in tutto il volume in esso
contenuto:

Otteniamo un’equazione differenziale per la temperatura della forma

or _ rw
or  3n

che possiamo integrare direttamente:

w 9

Per determinare la costante di integrazione imponiamo che il flusso di calore irradiato
sia uguale a quello determinato dalla (8.1.1))

4nR*J,(R) = 4w R*¢T(R)*
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cioe .
w w
4rn—R> = 47 R%*0 | T(0) — —R?
Trn?mR TR0 ( (0) 67)R )
da cui RV 2
Da tutto cio segue
wR\Y*  w 9 9
T(r) = £ 6n (BR* —r7)
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8.2. Sbarra conducibilita variabile xx

Calcolare la resistenza termica di una sbarra di lunghezza ¢ e sezione S, se la conducibilita
termica del materiale varia secondo la legge

k(z) = Ko + (ke — Ko) % (8.2.1)

lungo essa.

Soluzione

In condizioni stazionarie la corrente che attraversa una sezione della sbarra deve essere

indipendente da z. Inoltre
dT (z)
=J=- —_— 8.2.2
W) = (8:2.2)

T> 4
/ dT:—I/ = _ _pr. (8.2.3)
S Jo

La resistenza termica vale quindi

l
R= 1/ A (8.2.4)
S Olio—i-(/ig—lﬁo)z

oppure, introducendo la nuova variabile

da cui

z

/'i:/io—i-(/ig—lﬁo)z (8.2.5)
1/ keqk 1 ¢ ko
_ 1 ar 1 log 2 8.2.6
Skg—ko/kok Sk —ko 8k (8.2.6)
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8.3. Tre corpi in contatto termico x*

T Ti(t) Ty(t)

Due corpi di uguale capacita termica sono collegati tra di loro e ad un bagno termico di
temperatura Ty tramite delle resistenze termiche R; e Ry come in figura. Calcolare la
temperatura all’equilibrio e '’evoluzione delle temperature 77 (t) e T»(t) a partire da una
data condizione iniziale. Trascurare la capacita termica delle resistenze.

Soluzione

La temperatura di equilibrio & ovviamente quella del bagno termico. Per verificarlo
possiamo immaginare che il bagno termico abbia in realta una capacita termica Cy molto
grande. In accordo con la formula generale all’equilibrio termico avremo

_ CoTy +CTy + CTy
- Cy+2C

Ty (8.3.1)

e passando al limite Cy — oo otteniamo Ty = Tjp.
Scriviamo adesso le equazioni che determinano la evoluzione delle temperature. Per le
correnti di calore abbiamo

R1[1<t) = T()—Tl(t)

Rolr(t) = Ti(t) — Ta(t)

e d’altra parte
e L AU A0) (834
cdzst(” ~ L) (8.3.5)
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d (T MmEY 2 > ( Ty ) ( 7To )
- = 8.3.6
ﬁ<ﬂ)+( v w )\ 0 (8:3.6)

dove abbiamo posto 7 L= RiCe Yo 1'— RyC. Questo ¢ un sistema di equazioni dif-
ferenziali lineari a coefficienti costanti, non omogeneo. Cercheremo prima una soluzione
particolare, quindi la soluzione generale del sistema omogeneo associato.

Se all’istante iniziale le temperature dei due corpi sono uguali a quelle di equilibrio, ci
aspettiamo che rimangano tali anche successivamente. In altre parole 71 (t) = Ta(t) = Tp
¢ una soluzione particolare, come si verifica facilmente per sostituzione.

Veniamo alla soluzione generale dell’omogenea, che cercheremo nella forma

T1 . A1 Bt
( T ) = ( Ay )e ) (8.3.7)
Sostituendo troviamo

A\ st Mt -2 Ay Bt_<0>
6<A2)e +( o )<A2>e ={ (8.3.8)
M+rvr+B -7 Ar (0
( o w+ﬁ><&>_<0>' (8.3.9)

Questo sistema lineare omogeneo avra soluzioni non banali solo quando il determinante
della matrice sara nullo. Da

cioé

ossia

‘ T+ + B

-2 2
= + + 2 + =0. 8.3.10
—s Yo + B ‘ B (m v2) B+ 7172 ( )

troviamo che questo accade per due valori (entrambi reali e negativi) di j3:

(y1+272) £ V7 + 493

By = _ 5 (8.3.11)
Le corrispondenti soluzioni per A; e Ay saranno
A A\ Y2 + By
f=pB4: ( Ay ) =a ( e (8.3.12)
Ay Y2 + B- )
=f3_: = 8.3.13
B=5 (4 )= (531

con ¢ e ¢y costanti arbitrarie. Otteniamo quindi la soluzione generale sommando la
soluzione generale dell’omogenea alla soluzione particolare.

( T ) = ¢y ( 2+ By )eﬁ+t+02 ( Y2 + 8- )eﬁ‘t—i- < To > ) (8.3.14)
T V2 V2 To
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Imponiamo le condizioni iniziali a t = 0:

(Tf)—%)_ <72+5+> <72+5->_<72+5+ 72+ﬂ—>(61>
0 =0 + co =
T35 —1To V2 V2 V2 V2 c2
(8.3.15)
che ci permettono di calcolare c; e ca:
' Tlo Ty 2+ 6= ‘
o Ty — Tp V2 (@ -T) — (T3 —To) (v2 + B-) (8.3.16)
| = = 3.
Y2+ By 2+ B- Y2 (B — B-)
Y2 Y2
’ Y2+ By TP —Tp ‘
. V2 Ty —To —2 (TY — To) + (13 — To) (2 + B4) (8.3.17)
2 p— = . . .
Yo+ B+ Yo+ P- Y2 (B — B-)
V2 V2

Consideriamo adesso due casi

particolari, cominciando da ~» > ;. In questo caso

Ry < R;. Abbiamo

2 2
71 Y1 Ba! M
=2 1+ ) =41+ ==2 +0(>]r_v— 8.3.18
By Y2 ( 272) 2 Y2 [272 2 oo )
o0 0 o0
B = —27v <1 + ) +4/1+ 712 = —2v |:2 +0 ()] ~ —2v (8.3.19)
2’72 4 2 V2
RERE e WO (8.3.20)
V2 V2
< V2t B ) ~ ( " > (8.3.21)
V2 gb)
T +TY — 2T,
o~ L2~ 270 (8.3.22)
279
TO o TO
[T —— (8.3.23)
279
e quindi
Ty TW+TY=2T (1 ¢ T9-T0 [ =1\ o Ty
<T2>_2 L e e 7 . (8.3.24)

possiamo interpretare la soluzione nel seguente modo: la differenza di temperatura tra
i due corpi tende a zero molto velocemente, con un tempo caratteristico dato da %72_ L
Invece la temperatura media dei due corpi tende alla temperature di equilibrio, ma con
un tempo caratteristico molto pit grande v, 1. Questo ¢ facilmente comprensibile, dato
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Figura 8.1.: Evoluzione delle temperature per v; = 157!, 75 = 10s7 !, Ty = 10K,
W =20K,TY=30K.
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Figura 8.2.: Evoluzione delle temperature per v = 10s7!, 79 = 157!, Ty = 10K,
W =20K,TY=30K.
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che a causa della bassa resistenza termica tra i due corpi questi tenderanno a stabilire
un equilibrio locale tra di loro molto velocemente. Un esempio ¢ riportato in Figura 8.1
Vediamo invece cosa accade se 1 > 2. In questo caso

1 [ Y2 ’7%_
8= |- (1 + 2) 1142~y (8.3.25)

i 71 |

1 [ 72 ’Y%_
Bo=om |- <1 + 2> —1+45 | =2 (8.3.26)

I 2! |
< Y2 + By > ~ < 0 ) (8.3.27)

72 72
Y2 + B N
~ 8.3.28
(2)=(7) 682
TV — T,
o1 = (2 -T) (8.3.29)
Y2
— (10 - T
o = -1 -T) (8.3.30)
71
e quindi
T 0\ _ -1\ _ Ty

<T2 ) ) ( 1 )e 7Qt_(TP_TO)< 0 >€ 71t+(To ) B

Anche in questo caso 'interpretazione é chiara: il primo corpo tende molto rapidamente
alla temperatura del bagno termico, con un tempo caratterstico dato da ~; L 11 secondo
termalizza pil lentamente, con un tempo caretteristico dato da 5 s Y ! Un esempio
¢ in Figura|3.2
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8.4. Sbarra conduttrice *x

La temperatura di una sbarra di lunghezza ¢ e sezione S ¢é inizialmente

T(z,0) =T} (1 — Beos %a:) (8.4.1)

con 8 < 1. La sbarra ¢ isolata termicamente, ed ¢ costituita di un materiale di conduci-
bilita termica &, calore specifico ¢ e densita p. Calcolare la temperatura finale,

Ty = lim T(z,t) (8.4.2)

t—o0

e I’evoluzione temporale T'(z,t).

Soluzione

La temperatura finale si puo calcolare immediatamente come media delle temperature
iniziali dei diversi elementi della sbarra, pesati con le capacita termiche. Dato che la
capacita termica di un tratto infinitesimo della sbarra é pScdzx abbiamo

[ T(z,0)pScdx 1/£ T
T, = =- | Ty (1- — =T. 4.
i [ pSedz 7 ), 1( Bcosgx) dz 1 (8.4.3)

Per calcolare I’evoluzione temporale ricordiamo che la densitd di corrente di calore é
proporzionale al gradiente di temperatura:

oT
e che la variazione temporale della temperatura ¢ data da
aT 0J,
= 2 4.
Por T ow (8.45)
da cui 5 o
T Kk 0°T
— = . 8.4.6
ot cp 02 ( )
Se calcoliamo la derivata seconda della temperatura iniziale rispetto ad x otteniamo
0T (x,0) 2 s
W = 5T1€72 COS Z.:C . (847)

Questo suggerisce di cercare una soluzione della forma
T(z,t) = Ty + A(t) cos %x . (8.4.8)

Sostituendo nell’equazione troviamo

H7T2 ™

Acos —x (8.4.9)

. ™
A(t) COS Z"E— —§€72 f
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e quindi
A(t) = Cre (8.4.10)
con y = Z)L;?' Imponendo la condizione iniziale troviamo Cy = —f7} e quindi
T(x,t) =T (1 — Be M cos %x) . (8.4.11)
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8.5. Equazione del calore unidimensionale xx

Ricavare I’equazione del calore in una dimensione, nel caso generale in cui densita, calore
specifico e conducibilita termica sono funzione della posizione.
Soluzione

La prima equazione da cui partire & quella che da la densita di corrente di calore,

OT (x,t)
ox

Jo(z,t) = —k(x) (8.5.1)

la seconda quella che lega I’aumento della temperatura in un tratto della sbarra al calore
entrante:

p(x)c(z)aTg;’t) = _GJ(g;,t) : (8.5.2)

Questa si ottiene applicando cmAT = AQ a un tratto della sbarra compresa tra z —dz/2
ex+dz/2.

0T (x,t 0J,(x,t
c(a:)p(ac)deéi’) = Jy(z —dx/2,t)S — Jy(x+dx/2,t)S = —%(;.7)5(11‘ + O(dx?).
(8.5.3)
Derivando la prima equazione rispetto a = e eliminando la corrente di calore usando
la seconda otteniamo 3 9T 9T
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8.6. Fluttuazione di temperatura su una sbarra *x

Determinate se possibile A(t) e o(¢) in modo che la funzione

372
T(x,t) = Ty + A (£) exp <—;A(t)> (8.6.1)

sia soluzione dell’equazione del calore

oT 0°T

con p = LA (vedere I’Esercizio ) e date una interpretazione del risultato.

pc

Soluzione

Calcoliamo le derivate della (8.6.1). Abbiamo
oT 1 A, 122
o (AUAM)QXP <_2A)

0*T z\2 1 12?2
Z - AllZ) — = -
T a [(A) A] P < 2 A)

N
A = A
1, A JT7AN
AL = &
27 A2 A2

La seconda equazione si integra immediatamente dopo una semplice semplificazione
ottenendo
A(t) = of + 2ut

e sostituendo nella prima abbiamo

A d 1 n
= T log A = —
AT ar® o2 + 2ut
da cui
%
A(t) = )
oh + 2ut

Sostituendo otteniamo

T(x,t)=To+ A 0 (i (8.6.3)
e 0 ag—f—Q,Mt P 208—{—2;115 o
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-10 -5 5 10

Figura 8.3.: L’evoluzione temporale della fluttuazione di temperatura considerata nel pro-
blema. La curva piu alta corrisponde alla fluttuazione iniziale, le successive
via via piit basse a ut = 1,2,3,4,5. Sulle ascisse la posizione in unita oy,
sulle ordinate la fluttuazione in unita Ay.

Possiamo interpretare il risultato come 1’evoluzione temporale di una fluttuazione di tem-
peratura Gaussiana su un sistema unidimensionale omogeneo (per esempio una sbharra).
La larghezza della fluttuazione cresce con legge o(t) = \/oj + 2ut. La sua ampiezza al
tempo stesso si riduce: questo é una conseguenza della conservazione dell’energia: infatti
Ienergia totale della fluttuazione é data dall’integrale

/ 2
By = d 8.6.4
F= pc/ O'O —{—Qut 200 —|—2,ut> v ( )

Introducendo la nuova variabile y = z/o(t) vediamo che I'integrale si scrive nella forma

e 1
Ey = ,ocAoag/ exp (—2y2) dy (8.6.5)

— 00

che ¢ evidentemente indipendente dal tempo.
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8.7. Una soluzione particolare dell’equazione del calore
unidimensionale x x x

Data ’equazione del calore unidimensionale

or_ o
ot _”axZ

studiare, se esistono, soluzioni particolari del tipo

T

T(z,t) = N(t)® (f(t)

)

dove N(t) e f(t) sono funzioni incognite da determinare. Assumere che l'energia della

sbarra si finita e si conservi.

Soluzione

L’energia totale della sbarra si puo scrivere nella forma

U(t) = pc/OO T(z,t)dx

o0

cioé, per la soluzione proposta,

e l'integrale é ovviamente

0 T
Ut) = c/ Nt@()dx
(t) el (t) 10
= peN@OF0) [ ()
dove abbiamo introdotto la variabile u = x/o. Dato ch
indipendente dal tempo, dovra essere
1
N ==
/
Calcolando le derivate abbiamo
oT f x
= = =P _fP
Ot f2 fo
827T — iq)”
o2 £3
e sostituendo otteniamo
T foo o f
—0" (u) + =ud (u) =®(u) =0
2 (u) 7 (u) 7 (u)

@ose
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Ma questo si puo anche scrivere nella forma

d
o frd ®)=0
o (u®)
Integrando rispetto ad u otteniamo
&' (u) + ﬁu@(u) =
I

Derivando membro a membro rispetto al tempo vediamo che deve essere

d .
Sri=0
cioé )
d 2
! ="
e integrando otteniamo
fP=f+at

dove a e fy sono costanti arbitrarie. L’equazione differenziale per ® si puo riscrivere
allora nella forma

o' (u) + %u@(u) =y

Si tratta di un’equazione differenziale lineare del prio ordine. Il metodo standard per

la risoluzione consiste nel moltiplicare membro a membro per un opportuno fattore
integrante. In questo caso ad esempio otteniam
« a2 a2
{@'(u) + 2u<I>(u)] e = Cretw"
7

che si puo riscrivere come
2

d a2 ay,
— [(I)e‘lu } = Cien
du

Integrando abbiamo
a 2 U o 2 a .2
b =Cie w" / e dw 4+ Cye” "
0
Infine

T(at) = —— _ 0’/§“fd L
Z, = O'(t) exXp 20’(t)2 1 . e w 2

dove abbiamo definito
20 12 2
o(t) =\ 20 o — [P pey
o «
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Notiamo adesso che termine proporzionale a C] non & accettabile fisicamente. Infatti
essendo una funzione dispari di z, assume valori negativi (temperature negative non
sono accettabili) o per x positivi o per x negativi, e domina per |z| sufficientemente
grandi su quello proporzionale a C%. Di conseguenza le uniche soluzioni accettabili sono

T

Te.t) = e <_20;)2>

o(t) = yJoi+2ut

cioé quelle studiate nell’Esercizio [8.6]
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8.8. TEMPERATURA A REGIME DI UNA SBARRA RADIOATTIVA *x

8.8. Temperatura a regime di una sbarra radioattiva »*

Figura 8.4.: La sbarra radioattiva considerata nel problema

Una sbarra di lunghezza /¢, sezione S e conducibilita termica o é montata tra due corpi
molto grandi mantenuti a temperatura costante 77 e T > T; (Figura . La sbarra
¢é radioattiva, e al suo interno viene continuamente prodotta energia: il calore generato
per unita di volume e di tempo & 7.

o Determinare la temperatura della sbarra a regime.
o Per quali valori di 7 il punto pitt caldo della sbarra non si trova ad un estremo?
o In quali condizioni non si ha trasmissione di calore tra la sbarra e il corpo a
temperatura 157
Soluzione

A regime il calore uscente da un tratto di sbarra compreso tra x = x1 e x = 2 deve
essere uguale a quello prodotto all’interno. Detta J(x) la densita di corrente di calore
abbiamo dunque

SJ($2) — SJ(JIl) = (LL‘Q — :cl) S77

ed in particolare prendendo z1 =0 e x9 = x
J(z) = J(0) + an

Dato che il calore viene trasmesso per conduzione abbiamo dalla legge di Fourier

or 1 1 n
o~ W =0 - Ce
ed integrando troviamo
T(z) =T — 2J(0) - 23352
o
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8.8. TEMPERATURA A REGIME DI UNA SBARRA RADIOATTIVA *x

Imponendo le condizioni al contorno T'(¢) = T

Oy 1

T — —J(0 =T
! U() 20 2

troviamo la corrente all’estremo sinistro della sbarra,

14
(Th —1T3) - %

(2

J(0) =2

e quindi
x
T(x)=Ti+ 2 (Ty — T1) + Lz (0 — )
l 20

Il punto pitt caldo non si trova ad un estremo se il massimo della funzione T'(z) ¢
all’interno dell’intervallo 0 < z < ¢. Dato che

or 1 n
— = (T, =T — (-2
ox E(Q 1)+20( z)
deve essere ’ ’
o
e 2Ty —T -
2<n£(2 <y
dato che ’
o
mazziT_T 5
T 776(2 1)+2
cioé per

20
n> ﬁ(Tz —T)

Infine, dalla legge di Fourier troviamo che J si annulla nel massimo di 7'(z). Questo si

trovera in x = £ quando
20
n= (-T)
e in tali condizioni J(¢) = 0. Notare che non & mai possibile ottenere J(0) = 0, in altre
parole del calore viene sempre scambiato con il corpo piu freddo.
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8.9. RESISTENZA TERMICA DI UNA SCALA (SEMI)INFINITA xx

8.9. Resistenza termica di una scala (semi)infinita xx

(0,8, 0

B

Figura 8.5.: La scala semi infinita: tutti i tratti sono sbarre di identiche caratteristiche.

Una scala di lunghezza infinita & costruita come in Figura [8.5] saldando tra loro del-
le sbarre sottili identiche (lunghezza ¢, sezione S e conducibilita o). Determinare la
resistenza termica tra l'estremo A e quello B.

Soluzione

R

Figura 8.6.: La scala semi infinita: tutti i tratti sono sbarre di identiche caratteristiche.

Dato che la scala é semiinfinita, se rimuoviamo le prime tre sbarre a sinistra ne otte-
niamo un’altra con la stessa resistenza termica R.,. Di conseguenza possiamo scrivere la
relazione

RR
R+ Ry
basata sul Diagramma In alte parole, la resistenza termica totale della scala si pud

ottenere considerando in serie una sbarra, il parallelo tra una sbarra e il resto della scala,
e una terza sbarra. Questa relazione da una equazione di secondo grado per R,

R =R+ +R

R%, —2RR,, —2R*>=0

che ha come unica soluzione accettabile (perché positiva)

ROO:R(1+\/§):£(1+\/§)
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9. Trasformazioni termodinamiche

9.1. Adiabaticita e velocita di una trasformazione % % %

Il recipiente schematizzato in Figura ha le pareti e il pistone impermeabili al calore,
mentre la base ha una resistenza termica R. Viene riempito con n moli di gas perfetto,
e si trova inizialmente in equilibrio con 'ambiente esterno, P = Py e T' = Ty (il pistone
viene lasciato libero di muoversi).

Dal tempo ¢ = 0 si obbliga il pistone a muoversi secondo la legge x = Asinwt, dove
x € lo spostamento dalla posizione iniziale di equilibrio. Si attende quindi un tem-
po sufficientemente lungo, in modo da far perdere al sistema memoria della condizione
iniziale.

Supponendo di poter considerare la temperatura e la pressione del gas uniforme si
calcoli T'(t), e si verifichi che per w abbastanza grandi la trasformazione si puo considerare
adiabatica.

Considerare piccola la variazione relativa di volume.

Soluzione

Dal primo principio e dall’equazione di stato abbiamo

d
dQ = nc,dT + nRT7V (9.1.1)
d’altra parte possiamo anche scrivere
dq
— =Ty —-T 1.2
a — ° (9.12)
e quindi
dr dlogV 1
v —— T =—(To-T) . 9.1.
ney— +nR o R (To ) (9.1.3)
Il volume ¢ una funzione nota del tempo,
V=V + SAsinwt (9.1.4)

e possiamo riscrivere ’equazione nella forma

— + = T=— 1.
+ T (9.1.5)

dar 1 1 ﬂdlogV To
dt T T
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9.1. ADIABATICITA E VELOCITA DI UNA TRASFORMAZIONE * %

SIS SIS S S S S S S S SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSs
SIS IS S SS S S S SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

PVT R 1o
Py

I

<=

VO IPIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIY

VO P IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIY
r = Asinwt

Figura 9.1.: 1l sistema considerato nel problema. Le pareti scure sono impermeabili al
calore.

dove abbiamo introdotto 7 = nc,R7, che possiamo considerare la scala temporale ca-
ratteristica degli scambi di calore tra gas e ambiente esterno. In effetti tenendo fissato
il volume vediamo che 7 e proprio il tempo nel quale una differenza di temperatura tra
esterno e interno si riduce di un fattore e~1!.

L’equazione differenziale ottenuta é lineare e del primo ordine, e la sua soluzione si
determina con un metodo standard. Moltiplicando membro a membro per un opportuno

fattore integrante

[dT N 1 <1 n 7'Rd10gV> T] /TR culog V() _ Eet/T-l—R/C»U log V (t) (9.1.6)
dt T c, dt T
abbiamo
d [Tet/T+R/Cv 10gV} — Eet/TJrR/Cv logV/ (9.1.7)
dt T
e integrando otteniamo
t
7 - 10 —t/7—R/es10gv () / o' /THR/colog V(t) gyt o ro—t/T—R/cvlog V(1) (9.1.8)
T 0

ossia (indicando con € = AS/V la massima variazione relativa di volume, ¢ < 1)

e—t/T T, e—t/T

T=C e+ =
(14 esinwt)™™ T (14esinwt

t
ﬁkp4(1+5QMJWMQJVW£'(9L%

Sviluppando al primo ordine in €, e osservando che a causa delle condizioni iniziali C' = Tj,
otteniamo

R Ti R t R /
T =Tpe V7 (1 —e— sinwt) 4+ Oe-t/T (1 —e— sinwt) / (1 +e— sinwt') e!'Imat’ .
Co T Co 0 Cy
(9.1.10)

@ 556 versione del 9 ottobre 2013



9.1. ADIABATICITA E VELOCITA DI UNA TRASFORMAZIONE * %

e calcolando l'integrale otteniamo

R —t/T
T=Ty¢1- 6—67 [—wT + et/ Twr cos wt — (1 + w27'2) sinwr + et/7w?7? sin wt}
Cy 1+ w?r?
(9.1.11)

Per tempi grandi rispetto a 7 possiamo eliminare i termini che tendono a zero esponen-
zialmente, e troviamo

R
T ="T, [1 — sa# (coswt + wTt sinwt)} . (9.1.12)
Per w > 7! abbiamo R
T~T, [1 —&e— sinwt] . (9.1.13)
Cy
e confrontanto con 'andamento del volume
V=V (1+esinwt) (9.1.14)

troviamo che la combinazione V/<T & approssimativamente costante
vEer — T 40 (%) (9.1.15)

cioé la trasformazione del gas é adiabatica.
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9.2. RENDIMENTO DI UN CICLO DI CARNOT *

9.2. Rendimento di un ciclo di Carnot «

Calcolare esplicitamente il rendimento di un ciclo di Carnot di un gas perfetto, espri-
mendolo in funzione delle sole temperature della sorgente calda e della sorgente fredda
utilizzate.

Soluzione

Il rendimento ¢ definito dal rapporto tra lavoro e calore assorbito. Calcoliamo il lavoro
fatto in una trasformazione isoterma

vy Wav V5
Lx,y= [ PdV= nRT/ - =nRTlog Vl (9.2.1)
Vx Vx X

e in una trasformazione adiabatica, per la quale il prodotto PV & costante:

W Woav 1 1 1
L = / PdV = PxVy |  — = ——PxV} S
R e e
1 [(PxVy PV 1
= — = PxVx — Py'Vs 9.2.2
7—1<V)}1 T ) Ty s ) (9:22)

Abbiamo utilizzato il fatto che PXV; = PyVQ . Alternativamente potevamo osservare
che per una trasformazione adiabatica dU = —dL, e quindi

LX_>y = NeCy (TX - Ty) (923)

che coincide con l'espressione precedente.

Per quanto riguarda il calore scambiato, sappiamo che é nullo in una trasformazione
adiabatica. In una trasformazione isoterma dal primo principio, e dal fatto che per un
gas perfetto 'energia interna dipende dalla sola temperatura segue, facendo riferimento
alla figura,

dQ =dU + dL = c,dT + dL = dL (9.2.4)

cioe il calore assorbito & uguale al lavoro fatto dal gas. Abbiamo in conclusione

L Lasp+Lpso+Lesp+Lpsa

_ 9.2.5
7 QasB Lasp ( )
nRT log % + ney, (T1 — Tz) + nRT; log “;—D + ne, (To — 1Y)
- 4 o o (9.2.6)
nRT) log A

Ty log Vp /V, Ty log Vp / V¢
TylogVp/Ve _ | | T2logVp/Ve (9.2.7)

Ty log VB /Va Ty logVp/Va

ma utilizzando le relazioni
T 1T

Vp=V Vo =Vp— 9.2.8
D =Va o c=VB To ( )
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9.2. RENDIMENTO DI UN CICLO DI CARNOT *

xf

Figura 9.2.: Il ciclo di Carnot rappresentato nel piano P—V per un gas perfetto. Le adia-
batiche sono tratteggiate, le isoterme continue. 737 e T, sono le temperature
rispettivamente della sorgente calda e fredda.

otteniamo semplicemente

T2 log VA/VB T2
= — =" =1-—=. 9.2.9
7 Ty 1ogVp/Vy Ty ( )
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9.3. CICLO DI CARNOT CON GAS DI FOTONI »*

9.3. Ciclo di Carnot con gas di fotoni xx

La radiazione elettromagnetica pud essere descritta dal punto di vista termodinamico
come un gas con energia interna

U=0ovr? (9.3.1)
e pressione

1
P= ng‘* (9.3.2)

dove b & una costante. Rappresentare un ciclo di Carnot di questo sistema nel piano
P — V e calcolarne esplicitamente il rendimento in termini delle sole temperature della
sorgente calda e fredda.

Soluzione

Dall’equazione P = %bT4 segue che una trasformazione isoterma € anche isobara. Per
una trasformazione adiabatica si ha invece

1
dQ = dU + PdV = 4bVT3dT + bT*dV + ng4dV (9.3.3)
4

= ng‘ldV +4bVT3dT = 0 (9.3.4)

ossia L4V dT
~avo . ar 9.3.5
sv T =Y (9:3.5)

ed integrando

V3T = costante (9.3.6)

che si puo riscrivere come una relatione tra P e V:
PV*3 = costante . (9.3.7)

Un ciclo di Carnot si rappresenta dunque nel piano P — V' come in figura.

(<) DO 560 versione del 9 ottobre 2013



9.3. CICLO DI CARNOT CON GAS DI FOTONI »*

Calcoliamo adesso il rendimento. Come conseguenza del primo principio, il lavoro fatto
nelle trasformazioni adiabatiche ¢ uguale alla variazione dell’energia interna cambiata di
segno:

Lpc =b(VeTh —VoTg) = b (VBT — VeTy) (9.3.8)
Lpya=b(VpTy — VaT}) (9.3.9)
mentre per le trasformazioni isoterme si ha semplicemente
1
Lawp = Pa(Vs = Va) = 3Ty (Vs = Va) (9.3.10)
1
Losp =Po(Vp—Vo) = ngé (Vb —Ve) . (9.3.11)

Calcoliamo infine il calore assorbito dalla sorgente calda. Diversamente dal caso del gas
perfetto, questo non & uguale al lavoro fatto, poiché I'energia interna dipende dal volume.
Per una isoterma abbiamo

dQ = %bT“dV (9.3.12)
e quindi
QA = ngf‘ (Vg —Va) . (9.3.13)
Calcoliamo infine il rendimento:

VT (Ve = Va) + b (VBTY = VeTy) + b1y (Vp — Vo) +b (VpTy — V4T3

i L/-U-14

! ST (Ve —Va) \ )

_ NV -Va)+T(Vp-Ve) | T (Vb —Ve) (9.3.15)
T} (Vg — Va) T (Vs — Va)
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9.3. CICLO DI CARNOT CON GAS DI FOTONI »*

ed utilizzando
VpTy = VaTy,  VeTy = VBT} (9.3.16)

conseguenza dell’Equazione (9.3.6]) otteniamo

Ty (VAT}? — VBT?) Ty
=1+ =1--=. 9.3.17
K TE (Vg — Vi) T (9.3.17)
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9.4. CICLO BRAYTON =

9.4. Ciclo Brayton %

10r-P
A B

0' n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n 1 n n n J
0 2 4 6 8 10

Un ciclo Brayton é costituito da due adiabatiche e due isobare. In figura é rappresentato
nel piano P — V per un gas perfetto. Calcolarne il rendimento.
Soluzione

Il lavoro fatto in una adiabatica & I'opposto della variazione dell’energia interna. In una
isobara il lavoro é chiaramente PAV, ed il calore scambiato ¢ dato da

Q = nc,AT . (9.4.1)

Calcoliamo adesso Vefficienza:

Py (VB — VA) + ney, (TB — Tc') + Pp (VD — Vc) + ncey (TD — TA)

(9.4.2)
ne, (Tp —Ta)
_ nR(Tp —Ta) +ncy (T —Tc) +nR(Tp — Te) + ney (Tp — Ta) (9.4.3)
ne, (Te —Ta) o
_ ,_Tc=Tp)
= - (9.4.4)
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9.5. CICLO DIESEL «

9.5. Ciclo Diesel %

6r p

D

A v

0- R T S S RS S
0 2 4 6 8 10

Un ciclo Diesel ideale & costituito dalle seguenti trasformazioni in successione, rappre-
sentate in fugura per un gas perfetto:

1. una compressione adiabatica (A-B);

2. un riscaldamento a pressione costante (B-C);
3. una espansione adiabatica (C-D);

4. un raffreddamento a volume costante (D-A).

Calcolarne esplicitamente 'efficienza, esprimendola in termini dei rapporti

r=Vp/Ve,  a=Vc/Vp. (9.5.1)

Soluzione

Il calore viene scambiato durante il riscaldamento a pressione costante e durante il raf-
freddamento a volume costante. Nel primo caso d@)Q = cpdT > 0, quindi il calore viene
assorbito. Nel secondo caso viene ceduto, come si verifica da d@) = cydT. 11 calore
assorbito é quindi

Qass = ncp (TC - TB) . (9.5.2)

Calcoliamo adesso il lavoro fatto dal gas in tutto il ciclo:

L = Lpc+Lcp+ Las
= Pp(Vo—Vg)—ncy (Tp —Tc) —ney (Tp —T4a) .
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9.5. CICLO DIESEL «

Abbiamo quindi
i P (Vo —VB)+cy/R(PgVe — PpVp) + cv /R (PaVp — PVp)
cp/RPg (Vo — V)
P (Vo = Vi) + ov /R (PsVe = PeVEIVE™) + v /R (PaVE /vy~ = P’?Xﬁ)ﬂ
CP/RPB (VC — VB) \u.u-u)

R(Ve — Vi) + ey (VC - Vg/vgfl) Yoy (Vg/vgj1 - VB)

(9.5.5)

p— 9~5-7
cp (Vo —Va) ( )
_er Vo —VB)+cv <VE/V371 - Vg/Vgﬂ) 958
B cp (Ve — V) o
1 o' -1
= 1-— SR (9.5.9)
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9.6. CICLO ERICSSON =

9.6. Ciclo Ericsson x

y-U
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Il ciclo Ericsson ideale, rappresentato in figura nel piano P — V per un gas perfetto,
& costituito da due trasformazioni isoterme e due trasformazioni isobare. In linea di
principio se una certa quantita di calore viene assorbita da una sorgente ad una data
temperatura e in seguito restituita alla stessa non se ne deve essere considerato nel
calcolo dell’efficienza (viene “riciclato”). Verificare se questo € possibile in questo caso e
calcolare 'efficienza.

w
L B e B e e e e L B s S s S B S B B B e |

Soluzione

Calcoliamo calore assorbito, variazione di energia interna e lavoro compiuto dal sistema
nelle diverse trasformazioni. Abbiamo la seguente tabella (notare che in conseguenza del
primo principio Q = L 4+ AU:

Q L AU

A— B ncp (TB — TA) PB (VB — VA) =nR (TB — TA) ncy (TB — TA)

B—C nRTplog < nRTp log {< 0 (9.6.1)
C—D ncp(Ta—Tg) Pc(Vp—Ve)=nR(Ta—Tp) ncy (Tp —1c)

D— A nRTalog A nRTy log A 0

Il calore assorbito in C' — D pud essere completamente riciclato in A — B, per cui
non ne terremo conto nel calcolo dell’efficienza che diviene

nRTplog{e +nRTalog 4 Ty log 72 Ty 06.2)
/’,] — V fr— —_— P = _— . . .
nRTy log 4 Talog 22 Ta
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9.7. CICLO OTTO =

9.7. Ciclo Otto x
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Un ciclo Otto ideale, rappresentato in figura nel piano P — V per un gas perfetto, é
costituito da due adiabatiche e da due isocore. Calcolarne il rendimento ed esprimerlo
in termini del rapporto di compressione aw = Vp /Ve.

Soluzione

Il sistema compie lavoro solo sulle adiabatiche, e si ottiene

Lep =Uc —Up =ney (Te —Tp) (9.7.1)
Lasp=Ua—Up=ncy(Ta—1Tg) . (9.7.2)
Il sistema assorbe calore nell’isocora B — C', e dato che il lavoro é nullo si ottiene
Qp—c =Uc —Up=ncy (Ic —Tg) . (9.7.3)
In conclusione I I T T
_ Lesp+Lass _q_1ip—ia (9.7.4)
@B-c Tc —Tg
Utilizzando la relazione VT7~! = costante valida per una adiabatica abbiamo
Tp VC 7t 1—7
— =\ = 9.7.5
2=(12) =e 9.1.5)
¢ 1
Ty \%=} 7= 1
=\ = 9.7.6
n=(2) e (9.7.6)
abbiamo - )
a V(T —Tg 1
=1- =1~ . 9.7.7
1 To—Tp a1 (9.7.7)
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9.8. CICLO STIRLING *

9.8. Ciclo Stirling «

6rp C

A \%
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Un ciclo Stirling ideale, rappresentato in figura nel piano P — V' per un gas perfetto,
¢ formato da due trasformazioni isoterme e da due isocore. Calcolarne il rendimento e
esprimerlo in funzione delle temperature massime e minime accessibili, assumendo che il
calore ceduto nell’isocora D — A venga riutilizzato per riscaldare il sistema nell’isocora

B-C.

Soluzione

Il sistema compie lavoro solo sulle isoterme, e vale
D VD
Lep = PdV =nRT¢log — (9.8.1)
c Ve

B
1% v
Lag = / PdV = nRT4log ~2 = nRT4log —= . (9.8.2)
A Va Vb

Il sistema assorbe calore nella trasformazione B — C' e C' — D, e lo cede nella trasfor-
magzione D — A, quindi

Qpc =Uc —Up =ncy (Te —Ta) (9.8.3)
Qcp = Lep (9.8.4)
Qpa=ncy (Ta —Tc) =—-Qpc - (9.8.5)

Notare che il calore assorbito e ceduto nelle due isocore si compensano, e quindi ha senso
tenere conto del solo calore assorbito Q¢ p nella valutazione dell’efficienza. Abbiamo
quindi

_ Lap+Lep _nR(TC—TA)log% Ty

= =1-—=. 9.8.6
Qcp nRT¢c log “% Tc ( )
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9.9. DIFFERENZIALE ESATTO * x %

9.9. Differenziale esatto » x

Date n moli di gas perfetto, verificare esplicitamente che d(@) non é un differenziale esatto.
Trovare se possibile una funzione A(T,V') tale che A(T,V)dQ sia un differenziale esat-
to. E possibile trovare una soluzione indipendente dalla natura del gas (monoatomico,
biatomico etc.)?

Soluzione

Scegliendo come variabili indipendenti V' e T' possiamo scrivere il primo principio nella
forma

T
dQ = a(V,T)dT + B(V,T)dV = nc,dT + %dv (9.9.1)
e se esistesse una funzione Q(V,T') di cui d@ ¢ il differenziale sarebbe
oQ oQ
= == = —= 9.9.2
=), = (), 00

e quindi

), (),

ma questo non & vero come si mostra direttamente:
0 0 nRT R
00y _ (OnRTY _nR 9.9.4)
aT ) aT v ), V

Supponiamo adesso che per una opportuna funzione A(T, V)dQ sia il differenziale di una
funzione X. Allora

T
dX = Anc,dT + A%dv (9.9.6)
e ripetendo il ragionamento precedente le due derivate
0 nRT nR nRT (0A
— A = —A+—|=— 9.9.7
<8T v )V vty (aT)V (9:9.7)
0 0A
—nc,A = o | =— . 9.9.8
(8V”c )T " <aV)T 905
dovranno essere uguali. Dobbiamo quindi trovare la soluzione di
Cy 0A 0A
V= | =A+T|—=— 9.9.9
R <8V)T * <8T ” (9.9.9)

che si pud anche scrivere, ponendo = = R/c, logV e y =logT

(3),-3), 1

(<) DO 569 versione del 9 ottobre 2013



9.9. DIFFERENZIALE ESATTO * x %

Cambiamo ancora variabili. Se poniamo

u = z+vy (9.9.11)
= -y (9.9.12)
otteniamo
0 0 0
0 0 0
a ~ ou oo (9.9.14)
e quindi

2 (%:)u =A (9.9.15)

che si integra direttamente,
v/2 1 (R R/c I N |
A=k(u)e"* = f(u)exp olo logV —logT | =f (V ”T) ViwT 2 (9.9.16)

dove f & una funzione arbitraria. Notare che VT rimane costante in una trasforma-
zione adiabatica. La funzione A dipende dalla natura del gas tramite il calore specifico
¢,. Scegliendo f(x) = k//x abbiamo A = kT~!, cioé
d
dX = k:?Q (9.9.17)

é un differenziale esatto per qualsiasi gas perfetto.
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9.10. Calore specifico gas perfetto *x

Calcolare il calore specifico ¢, di un gas perfetto in funzione di ¢y . Esso é definito come

_ (R
Co = <dT>Pva (9.10.1)

cioé come rapporto tra calore fornito e aumento di temperatura, a PV costante. Di-
scutere i casi « =0, « =1 e a = ¢p/cy. E necessario che sia sempre ¢, > 07

Soluzione
Dal primo principio abbiamo per una mole di gas

dQ = cydT + PdV (9.10.2)

Inoltre, se PV ¢ costante lo & anche TV®~! da cui

VdTl + (a—1)TdV =0 (9.10.3)
e quindi
dQ = |cy + ff/T(l—Va)T ar (9.10.4)
da cui R
Co =Cy + T—a (9.10.5)

Per a = 0 la pressione é costante, e infatti ¢, = ¢y + R = c¢p. Per @ = 1 abbiamo una
trasformazione isoterma, e ¢, diverge (la temperatura non pud aumentare qualunque sia
il calore fornito). Per o« = ¢p/cy abbiamo una trasformazione adiabatica, e si verifica
che ¢, = 0. In questo caso infatti non 'aumento di temperatura non viene causato dal
calore fornito, che & nullo, ma dal lavoro fatto sul sistema.

Il calore specifico ¢, puod anche essere negativo, ¢ sufficiente che 1 < a < ¢p/cy.
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9.11. Trasformazione ciclica irreversibile xx

Su n moli di gas perfetto si esegue una trasformazione ciclica tra tre stati termodinamici
A, B e C come segue:

o Partendo da A, si cede reversibilmente calore mantenendo il gas a volume costante,
fino ad arrivare a B.

o Il gas subisce adesso una espansione isoterma, anche essa reversibile, che lo porta
nello stato C.

o A questo punto il gas viene messo in contatto con un bagno termico ad una tempe-
ratura T4 non nota. La trasformazione irreversibile che segue avviene abbastanza
lentamente da poter considerare istante per istante ben definito lo stato termodi-
namico del gas, che viene mantenuto a pressione costante. Quando si raggiunge
nuovamente l’equilibrio termico il gas si trova nuovamente in A.

Figura 9.3.: Il ciclo considerato nel problema. La linea tratteggiata identifica la
trasformazione irreversibile.
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Si conosce la temperatura Tz, e il calore ) g assorbito dal gas durante la trasformazione
isoterma. Si vuole calcolare:

1. La variazione di entropia del gas AS%, tra B e C.
2. La temperatura T'y.
3. Il lavoro Lo 4 + L ap fatto dal gas tra C' e B.

4. La variazione di entropia dell’universo dopo una trasformazione ciclica completa.

Soluzione
1. La trasformazione isoterma é reversibile, e conosciamo il calore assorbito dal gas,
quindi
“dQ 1 (¢ @BC
ASY :/ :/ d@Q = —=—— 9.11.1
B¢ Jp T  Tplp Tp ( )

2. Dato che la trasformazione é ciclica, e che l'entropia ¢ una funzione di stato,
sappiamo che ’entropia del gas non pud cambiare in un ciclo. Possiamo quindi

scrivere
ASY = ASYp+ASL +ASL, =0 (9.11.2)
ma
Tp
AS%s = ncylog Ty (9.11.3)
QBc
g Ta
ASZ, = neplog — (9.11.5)
T

Notare che non é necessario calcolare alcun integrale di Clausius, ma solo utilizzare
ancora una volta il fatto che ’entropia é una funzione di stato. Allora

T c
n(cp, — cy)log T + %Z =0 (9.11.6)
da cui segue
_9@BC
Th=Tpe "t's (9.11.7)
3. Dal primo principio abbiamo
Qca+Qap =AUcp + Lea+ Lag (9.11.8)

e inoltre AUcp = 0 dato che 'energia interna di un gas perfetto dipende solo dalla
temperatura e To = Tg. Possiamo scrivere

Qap = ncy(Tp —Ta) (9.11.9)
Qca = ncp(Ta—1¢) (9.11.10)
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Nel secondo caso osserviamo che, nonostante la trasformazione C' — A sia irrever-
sibile, lo stato termodinamico del gas é per ipotesi ben definito istante per istante e
quindi é lecito applicare a quest’ultimo la legge dei gas perfetti e il primo principio.
Otteniamo quindi

LCA + LAB = nR(TA — Tc) (9.11.11)

Alternativamente si poteva osservare che Lap = 0 e calcolare direttamente
A
Loa :/ PdV = PyVy — PcVe =nR(Ta —T¢) (9.11.12)
C

ottenendo lo stesso risultato.

4. Osserviamo che durante le trasformazione A — B e B — C l'entropia dell’univer-
so non cambia, dato che le trasformazioni sono reversibili. Resta da calcolare la
variazione di entropia nella trasformazione C' — A. Abbiamo

AS =ASca=ASL, + ASE, (9.11.13)

dove ASY, ¢ la variazione di entropia del gas e ASE, quella del bagno termi-
co. Dato che, come abbiamo detto, lo stato termodinamico del gas é ben definito
possiamo scrivere

A A
dQ nepdl I'4
ASY = — = P = log — 11.14

Sca /C T /C T nepos Tp ® )

Per quanto riguarda la sorgente, da essa é estratto il calore ceduto al gas

Qca =ncy (T — Ti) (9.11.15)
e quindi
T —T
ASS, =nep—2 4 (9.11.16)
Iy
Abbiamo in conclusione
T T —T
ASznc;ﬂog—A—l—ncPBiA (9.11.17)
T Tx

Mostriamo che AS > 0. Consideriamo AS una funzione di T4 a fissato Tg. Per
Ty =Tpg si trova AS = 0. Inoltre
d ! Ts _ ncp <1 TB>

—AS = —NCp—5 = -7
A

— =5 9.11.18
T, T, T2~ Ta ( )

e quindi la funzione & crescente per T4 > T e decrescente per T4 < Tpg. Il valore
AS =0in T4 = Tp ¢ quindi un minimo.
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9.12. Sistema termodinamico a tre corpi x x

Si considerino tre corpi di capacita termica C indipendente dalla temperatura, che si
trovano all’inizio alle temperature T1;, To; e T3;. Calcolare la massima temperatura a cui
¢é possibile portare uno dei tre corpi senza fare lavoro sul sistema dall’esterno.

Soluzione

Se consideriamo una generica trasformazione termodinamica agente sul sistema, in essa
verranno cedute delle quantita di calore Q1, Q2 e (Y3 a ciascuno dei tre corpi.
Per la conservazione dell’energia dovra essere

@Q1+Q2+Q3=0 (9.12.1)
da cui, dette T ¢, Tos e T3y le temperature finali avremo
Tip+Top + T35 = T1i + To; + T34 (9.12.2)

Se nel corso della trasformazione si ha una variazione di entropia totale AS avremo
inoltre

Tiy Ty T3y
AS =Clo +Clo + C'log —= 9.12.3
s Th; s T3 s T3, ( )
ossia
AS
TlfTQngf = TliTQiTgie C (9124)

Osserviamo adesso che nella configurazione finale i due corpi pitt freddi dovranno avere
la stessa temperatura T_. Se cosi non fosse sarebbe possibile ottenere lavoro da essi, e
usarlo per innalzare ulteriormente la temperatura del corpo piu caldo. Porremo quindi

T, = Ty (9.12.5)
T = Ty + T3¢ (9.12.6)

Notare che abbiamo stabilito che alla fine il corpo piu caldo sara il primo. Siamo liberi
di farlo, perché le equazioni ((9.12.2) e (9.12.4)) sono simmetriche rispetto ai tre corpi.
Questo dipende dal fatto che le tre capacita termiche sono uguali. Riscriviamo quindi le
equazioni (9.12.2) e (9.12.4)) nella forma

T, +2T_ = Ty+1To+ 15 (9127)
T.T? = TuToTyec (9.12.8)

Studiamo graficamente le soluzioni di questo sistema nel piano Ty — T_.

I grafici delle due relazioni sono rappresentate in Figura[9.4] All’aumentare dell’entro-
pia AS prodotta la retta rimane fissa, mentre il secondo grafico (del tipo y = k/x2) si
sposta verso l'alto.

Le uniche intersezioni fisicamente accettabili sono nel primo quadrante, perché T_ >
0. Delle due, quella indicata con A nel grafico corrisponde alla massima temperatu-
ra raggiungibileTfr‘/[AX . Vediamo che T ﬂ/[AX diminuisce all’aumentare di AS. Il caso
migliore corrisponde quindi a AS = 0.
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Figura 9.4.: Soluzione grafica del sistema ((9.12.7)-(9.12.8]). La retta corrisponde al-

la (9.12.7), la curva continua alla (9.12.8) per AS = 0. Infine la curva
tratteggiata corrisponde alla ((9.12.8]) per un valore AS > 0.

Il calcolo esplicito di Ty AX si puo ottenere ricavando T dalla (9.12.7) e sostituendo
nella (9.12.8). Si ottiene un’equazione di terzo grado

AS

T, (S =Ty +To + T3¢)2 = 4T1y;15;T3,e ¢ (9.12.9)
Concludiamo con alcune osservazioni:

o Una procedura possibile per portare il sistema nello stato A é la seguente:

1. supponiamo che il corpo 2 e il corpo 3 siano inizialmente i piu freddi. Utiliz-
zando una macchina termica reversibile si ricava lavoro L dalla loro differenza
di temperatura.

2. adesso il corpo 2 e il corpo 3 hanno la stessa temperatura. Possiamo quindi
metterli in contatto in modo reversibile e considerarli da quel momento come
un corpo unico di capacitd termica 2C'
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3. utilizzando nuovamente una macchina termica reversibile si sfrutta tutto il
lavoro L ottenuto in precedenza per pompare calore dal corpo 2+3 al corpo 1

o Per AS abbastanza grande non si hanno piu intersezioni. Questo corrisponde a
produzioni di entropia non realizzabili.

o L’intersezione B corrisponde alla situazione in cui la temperatura 7 comune a due
corpi raggiunge il massimo valore possibile.

o La massima produzione di entropia corrisponde al caso in cui le intersezioni A e B
coincidono.
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9.13. Lavoro da un termos di caffé +x

Un termos, che possiamo schematizzare come un contenitore completamente impermeabi-
le al calore, contiene del caffé caldo a una temperatura Tg. Il termos non é completamente
pieno: schematizzeremo il contenuto come una miscela di liquido e di n moli di gas per-
fetto. Inoltre indicheremo con C' la capacita termica a volume costante della lattina, che
considereremo indipendente dalla temperatura, e trascureremo la variazione del volume
del liquido con la temperatura. La pressione del gas ¢ inizialmente Fy.

Consideriamo 'ambiente esterno come un sistema termodinamico molto grande, con
temperatura T4 < Ty e pressione P4 < Py fissata. Vogliamo calcolare il lavoro massimo
che possiamo ricavare dal sistema.

Soluzione

TL) PL7 VL

Figura 9.5.: La lattina nell’ambiente esterno. La temperatura e la pressione ambientali,
Ts e Py, si possono considerare fissate.

Indichiamo con il suffisso L le quantita che si riferiscono alla lattina, e con il suffisso
A quelle che si riferiscono all’ambiente. Dato che il volume del liquido non cambia,
indicheremo con V7, il volume del solo gas perfetto. Applicando il primo principio alla
lattina abbiamo

dQr, = dUr + PrdVry,

Qui dQyp é il calore fornito alla lattina e dUj, la variazione della sua energia interna.
Analogamente per I’ambiente abbiamo

dQa = dUg — PadVy,

dove si € usato il fatto che dV4 = —dVy. Scriviamo la variazione dell’entropia totale
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come somma delle variazioni di entropia della lattina e dell’ambiente, cioé

dQr  dQa
ds = 2L | kA
17, + Ty

Infine per la conservazione dell’energia il lavoro utile che possiamo estrarre dal sistema

deve essere dato da

dW = —dUy — dUp,
Eliminando le variazioni di calore dalle equazioni precedenti rimaniamo con

. dUr, + PrdVy, n dUp — PadV7,

d
S 17, Ty

Ricaviamo dU4 ed abbiamo infine

dW = <TA - 1> dUr, + <TAPL — PA> dVi — TxdS
17, 17,
Notiamo anzittutto 1'ultimo termine: dato che 'entropia di tutto il sistema (lattina e
ambiente) non pud diminure, dS > 0. Verifichiamo subito che per ottenere la massima
quantita di lavoro utile si deve procedere in maniera reversibile, dS = 0. Per l’energia
della lattina possiamo scrivere inoltre considerando una trasformazione a volume costante

dQr = dUr = CdTy,
e quindi, usando anche la legge dei gas perfetti,

T T
aw —=c (FA 1Y ar, + ("4 _p ) av, — Tuds
17, Vi

Possiamo integrare direttamente questa ultima espressione su una data trasformazione
reversibile, ottenendo

T vV
Winaw = C <TA log ?f —Tf+ T0> + <nRTA log Vf — PaVy + PAV0>
0 0

dove abbiamo indicato con V}; e T il volume e la temperatura finale della lattina. Il
massimo di W,4, corrispondera a

8Wma33

=0
T,
OWnax -0
ovy

ma dall’espressione di dW vediamo subito che deve essere

max T
Winas C<A1>:O

OTy T;
OW naz nRT 4 Ty

— —Pi=22p, _P,=0
oV; Vi AT A
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Quindi lo stato finale della lattina sara Ty = T4 e Py = P4. Come ¢ intuitivo, tempe-
ratura e pressione devono coincidere con quella dell’ambiente. Inserendo nell’espressione
precedente otteniamo il risultato finale

T R
Winaz = (C'+ nlt) Ty log ?A — C(Ta —To) + nRTxlog P—O — Py (Vy — W)
0 A

con Vi = nRT4/P4. Notiamo che possiamo interpretare
—CTplogTy, — CTy, — nRT4log Vi + PAVy, = —TASt, — Ur, + P4Vp,

come lavoro utile che é possibile estrarre dalla lattina.

(<) DO 580 versione del 9 ottobre 2013



9.14. LAVORO DA UN TERMOS DI CAFFE II %

9.14. Lavoro da un termos di caffé Il xx

Calcolare nuovamente il lavoro massimo estraibile dal sistema descritto nel problema pre-
cedente, questa volta perd utilizzando una trasformazione concreta del sistema. Le ope-
razioni possibili sono due: muovere il pistone che chiude il termos in maniera controllata
e mettere il contenuto in contatto termico con ’ambiente.

Soluzione

Dato che sappiamo di dover operare in modo reversibile per massimizzare il lavoro utile
estratto, non possiamo porre immediatamente in contatto il contenuto del termos con
I’ambiente: si avrebbe un passaggio spontaneo di calore e quindi un aumento di entropia
del sistema.

A

P,V

—>
Vi

Figura 9.6.: La trasformazione utilizzata nel piano Pr, V. L’espansione adiabatica
iniziale & rappresentata dalla curva blu, 'isoterma in verde.

Per prima cosa quindi eseguiamo un’espansione adiabatica reversibile, durante la quale
il gas all’interno del termos compie un lavoro positivo e ’ambiente negativo. Il lavoro
utile estratto sara

dW = (P — Pa)dVy, = —dUL — PadVy,

dove si & approfittato del fatto che ’espansione é adiabatica per esprimere il risultato
nella seconda forma. Notare che fino a quando Pr, > P4 (cioé fino a quando la pressione
all'interno del termos ¢ maggiore di quella dell’ambiente) il bilancio totale ¢ positivo. Noi
procederemo pero fino a quando 17, = T4. Dato che 'espansione ¢ adiabatica avremo

dUr, + Pr.dVy, =0
cioe
nRTT,
L

cdily, + dVy, =0
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da cui, integrando,
Clog Ty, + nRlog Vi, = costante

oppure
C

VLTISTR = costante
e quindi il volume finale dell’espansione sara dato da

Ty \ 7
_ 1o \"
vi=vo ()

Il lavoro utile estratto durante questa fase di espansione sara quindi
Wi =C(To —Ta) — Pa (Vi — Vo)

Adesso che la temperatura del contenuto del termos € identica a quella esterna possiamo
mettere in contatto termico i due sottosistemi, e ricavare ulteriore lavoro con una tra-
sformazione isoterma. Ancora una volta otteremo lavoro utile fino a quando la pressione
del gas all’interno del termos diverra uguale a quella dell’ambiente, quindi

Vs
m_/(&—mmw
i

Calcoliamo il volume corrispondente alla pressione interna P4. Dato che abbiamo a che
fare con una trasformazione isoterma sara

PaVa = P1Vi =nRTy

e quindi

nRT 4
Pa
m::/ (P — Pa)dVi
|41

"B nRT RT
Py NIl A nivl A
- AV, — P _V
/V R, ( A )

nRT 4 nRTy >
= nRT4lo - P -V
Alog PAV; A < Pa 1

Sommando otteniamo

RT RT
W = Wi+ Ws=C(To—Ta)— Pa(Vi —Vp) +nRT4log - A—PA<" A—V1>
PsV1 Py

T R
= C(Tg—TA)+PA(VD—Vg)—l—(C—i-nR)TAlog?A—i—nRTAlogP—O
0 A

che ¢ lo stesso risultato ottenuto nell’esercizio precedente.
La trasformazione seguita rappresentata in Figura [0.6] Notare che il lavoro utile &
I’area compresa tra la curva e la retta Pp = P4, dato che & necessario sottrarre il
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lavoro negativo dell’ambiente. In particolare nell’espansione adiabatica iniziale si ottiene
lavoro utile fino a quando P, > P4 (area azzurra) e si perde successivamente (area
gialla). L’espansione adiabatica termina quanto 77, = T)4. A questo punto si procede su
un’isoterma fino a raggiungere la pressione ambientale. Nel caso in figura in cui P; < Pa
si tratta di una compressione (un esercizio consigliato & disegnare il grafico nel caso
Py, > Py4). Si guadagna lavoro utile, pitt di quello che serve a compensare quello giallo
perso precedentemente. Il lavoro utile totale é la somma dell’area azzurra e di quella

grigia.
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9.15. Lavoro da un termos di caffé Il %

Il sistema é ancora quello precedente, ma cambiamo ancora le regole del gioco. Possiamo
solo trasferire calore dal termos all’ambiente mediante una macchina termica ciclica, o
lasciare il pistone libero di muoversi.

Soluzione

Dobbiamo portare la pressione e la temperatura del termos agli stessi valori dell’am-
biente. Utilizzeremo una macchina termica reversibile per trasferire calore dal termos
allambiente esterno. La macchina lavora come schematizzato in Figura [9.7 Dato che
dobbiamo lavorare in maniera reversibile per prima cosa lasceremo il pistone fissato, ed
estrarremo calore fino a quando la pressione del gas sara uguale a quella ambientale.
Avremo quindi una trasformazione reversibile a volume costante nella quale

PaVo RV
Q1= T — _
1=-C(h-T) C( nR nR>
¢ Q
R 2_
AS = Clog —0+—A 0

dato che I’entropia non deve cambiare. Il lavoro ottenuto in questa prima fase sara

CWy

Ty
— (PO—PA)+CTAlog—

Wi=Q1—Q2= T

Adesso possiamo liberare il pistone e far raggiungere al gas la temperatura finale. A
seconda delle condizioni iniziali per fare questo dovremo estrarre ancora calore (caso
rappresentato in rosso nella figura) o aggiungerlo (caso rappresentato in verde). Avremo
comunque

Q1 =—(C+nR)(Ta—T1)

AS:(C’—I-nR)log?—i-%—O
1 A

che danno una seconda frazione di lavoro utile uguale a
Ta
= Ql —QQ = —(C+nR) (TA—T1)+(C+TLR)TAIOg?
1
Il totale
T Py
0

coincide ancora una volta coi risultati ottenuti precedentemente.
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21
N
Q2

Pr =Py
AN
Ta, Pa,Va

1
v
w

Vi,
Figura 9.7.: La trasformazione rappresentata nel piano Pr,Vr. Si tratta di una isocora

(pistone bloccato) seguita da un’isobara (pistone libero). I colori rosso e
verde si riferiscono a due diverse condizioni iniziali.

@ose

585 versione del 9 ottobre 2013



9.16. LAVORO ESTRAIBILE DA UN SISTEMA CHIUSO %

9.16. Lavoro estraibile da un sistema chiuso **

Il recipiente in Figura 0.8 impermeabile al calore, & diviso in due scomparti da un setto
scorrevole. Anche il setto ¢ impermeabile al calore. Inizialmente nei due scomparti si
trovano n moli di un gas perfetto monoatomico alle temperature T7 e To > T3. Si conosce

il volume totale del recipiente V.

1. Determinare i volumi iniziali occupati dai due gas.

2. Se si permette al calore di passare spontaneamente attraverso il setto, quanto vale
la temperatura finale di equilibrio del sistema? Di quanto é cambiata ’entropia?

3. Considerando nuovamente la situazione iniziale, e un setto impermeabile, determi-
nare il massimo lavoro che é possibile estrarre dal sistema.

Soluzione

Domanda 1 Dato che il pistone é scorrevole, i due setti sono in equilibrio meccanico e
quindi alla stessa pressione. Abbiamo quindi le tre equazioni

Vi+Va
PV;
PVy

che permettodo di determinare P, V} e V5.

la pressione

=V
TLRTl
= nRT2

Sostituendo i volumi nella prima otteniamo

T+ T
P=nR-t""2
"y
e quindi
T
Vo= L vy
! T+ 1T,
15
Vo = ———V
2 T+ 1>

Domanda 2 Dato che il contenitore ¢ isolato I’energia interna non cambia. Di conse-
guenza, detta Ty la temperatura finale dovra essere

neyTy +neyTsy = 2neyTy

da cui
Ty

@ose

_T1-|-T2

2
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Tl n T2 n

Figura 9.8.: Il sistema descritto nel testo. Il setto intermedio é scorrevole, le pareti
impermeabili al calore.

In questo stato il volume di ciascun setto ¢ la meta del totale, come segue dalle espressioni
ottenute alla domanda precedente. Quindi la variazione di entropia sara

T 14 T 14
AS = AS; 4+ ASy; =ncylog ?f + nRlog 27 + ncy log it nRlog 2—
1 1

i) Va
Tf 2
= 1 Rl
ncy log D + nitlog AR
(Ty + T3)° (Ty + Tp)°
= log ——=— Rlog ——————
nevios ym g, TS Ty
1 +15
= 2ncplog

2T Th

Questo risultato si poteva derivare piu rapidamente osservando che se il calore viene
scambiato molto lentamente possiamo considerare i gas nei due scomparti istante per
istante all’equilibrio, ad una pressione costante. Quindi possiano utilizzare per ciascuno
di essi

d dT
dS = ?Q = ncP?
cioé . -
£dT £dT
AS:nCP/ —I—ncP/ —
n T n T

Domanda 3 Il massimo lavoro estraibile si ottiene operando in modo reversibile sul
sistema. Supponendo di estrarre una quantita di calore Qo dal setto piu caldo e di
fornirne ()1 a quello freddo avremo infine ottenuto un lavoro utile

W=0Q2—
D’altra parte dal primo principio abbiamo
Q2 = —ncy (T —Tp) — PdV;

Q1 = ncy (Tf — Tl) + PdV;
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e quindi sottraendo membro a membro
Q2 — Q1 =W =ncy (T +Tp — 2Ty) — P (dVy + dVa)
Dato che il volume totale non cambia dV; + dVo = dV = 0, e quindi
W =ncy (Ty + Ty — 277)

Resta da determinare la temperatura finale. Dato che lavoriamo in modo reversibile la
variazione di entropia é nulla. Quindi

T T
AS = ncvlog?f —i—anogL +ncvlog—f +anogL
1 1

2 T, 2V,
T? 2
- | Rl
neviog oy T8y
T2 T, + Ty)?
f ( 1+ 2)
ney i0g oy T ndtlos

da cui

R/cy
I [2\/T1T2} TP

T+ 15
Sostituendo otteniamo il risultato finale che possiamo scrivere nella forma

men)

T+ 15

W =ney (Ty + Ty) [1-(

dalla quale si vede immediatamente che W > 0, dato che é sempre

T+ T

> IT5
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9.17. Massima potenza di un ciclo di Carnot * x %

Si vuole ricavare lavoro da una trasformazione ciclica che usa come sorgenti due bagni
termici di temperatura 17, e Ty > Ty. La trasformazione consiste in un ciclo di Carnot
in cui le temperature 77 e To delle isoterme sono intermedie a quelle delle sorgenti:

T, <Ty <Ty < Ty (9.17.1)

Quando il sistema ¢é alla temperatura 77 € in contatto con la sorgente alla temperatura
Tr, mediante una resistenza termica Rp. Analogamente quando é alla temperatura 7o
¢ in contatto con la sorgente alla temperatura T, sempre tramite la stessa resistenza
termica.

Si vogliono determinare le temperature di lavoro 17 e T5 in modo da massimizzare la
potenza utile, considerando trascurabile il tempo necessario ad eseguire le trasformazioni
adiabatiche. Calcolare per le temperature 17 e T5 ottimali I'efficienza del ciclo.

Soluzione
Consideriamo le varie fasi del ciclo di Carnot:

1. Compressione isoterma alla temperatura 77, a contatto con la sorgente a tempe-
ratura T7. Il sistema riceve un calore Q1 = T1AS; (negativo) dalla sorgente a
temperatura T7,. Affinché questo avvenga € necessario un tempo 7 determinato

dalla 1
Ql = —Ri (Tl - TL) T1 (9172)
T
2. Compressione adiabatica dalla temperatura T alla temperatura 75. Non si hanno
scambi di calore e, come detto in precedenza, il tempo necessario é trascurabile.

3. Espansione isoterma alla temperatura 75, a contatto con la sorgente a temperatura
Ty. 11 sistema riceve un calore Qo = T5ASs dalla sorgente a temperatura Ty. 11
tempo 7 necessario alla trasformazione sard determinato da

1
- (Ty-T
Q2 RT(H 2) T2

4. Espansione adiabatica dalla temperatura 75 alla temperatura 77. Non si hanno
scambi di calore ed anche questa volta il tempo necessario € trascurabile.

Il lavoro complessivo fatto dal sistema vale per il primo principio

L=Q1+Q2=T1AS5 + ThAS, (9.17.3)
e quindi la potenza sara
L Q1+ Q2
Py = — T QL RO (9.17.4)
L = PR o=
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Dato che dopo un ciclo il sistema torna nello stato iniziale, e che durante le adiabatiche
non varia la propria entropia, dovra essere AS; + ASy; = 0. Di conseguenza
1 Tg — T1 1 (Th —Ty) (Ty — Ty) (171 — Ty)

P = 9.17.5
V'~ Ry T1 —+ T Ry Ty — 15Ty ( )

che si puo riscrivere nella forma

Py = L (=000 T = T 017

introducendo le variabili x = T1 /Ty, e y = To/Ty. Derivando abbiamo

oPw _ (L= [Ty (1 —y) +Tp (2my —y — 2°)]
O (x —y)?
OPy (1—x)[TL(l—;E)+TH(23:y—:E—y2)]
dy (x—y)*

[ valori x = 1 e y = 1 che annullano le espressioni precedenti non sono accettabili, perché
corrispondono a Py = 0 (minimi). Il massimo sara quindi determinato dalle soluzioni
contemporanee di

Ty

p— —_— —_— 2 =
TL y(1—y)+ (Qxy Yy— ) 0
Ew(l )+ (2zy—z—y°) = 0

Le soluzioni chiaramente dipendono solo dal rapporto T7,/Tr. Risolvendo il sistema si
trovano le soluzioni

0,0)
1,1)

)

1
B Ty 1 /Ty
(@.9) = <2+2\/TL’2+2\/TH>
Solo I'ultima soddisfa le condizioni 17, < T} < Ty < Tg. Abbiamo quindi

1

N = 5 (Tu+VTiTh)
1

T = 5 (TH + \/TLTH)

N | =
N | —

T

[\D\H
5 5P

S
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che corrispondono ad una potenza

P Ty + T, —2/TyTy
v ARy

(9.17.7)

e ad una efficienza
[Ty, 1 - %
H 1+ \/ﬁ

Notare che l'efficienza non dipende da Rp.
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Kk

9.18. Trasferimento di calore tra un corpo e un bagno
termico *xS

Ty

Un contenitore riempito con una miscela al 50% in massa di ghiaccio ed acqua viene
posto in contatto con un bagno termico di temperatura 75 = 300 K mediante una barra
di rame (conducibilita termica ¢ = 391 W/(m K)), lunghezza ¢ = 10~'m e sezione
S = 10"*m2. 1l calore latente di fusione del ghiaccio & A = 335 x 103.J/kg, il calore
specifico dell’acqua ¢ = 4.18 x 103 J/(kg K) e la massa totale della miscela M = 1kg. Si
trascuri la capacita termica della barra e si considerino isolanti le pareti del contenitore
e della barra.

1. Calcolare la temperatura e la variazione di entropia del contenitore in funzione del
tempo.

2. Calcolare la variazione finale di entropia dell’universo.

3. Se al posto del contatto termico si utilizza una macchina termica reversibile quale
¢ il massimo lavoro utile estraibile dal sistema?

Soluzionqﬂ
Domanda 1

Il passaggio di calore avviene per conduzione, e possiamo scrivere per il calore ceduto
alla miscela per unita di tempo

Q=§(T2—T)

In una prima fase questo calore serve a sciogliere il ghiaccio, la temperatura della miscela

rimane quindi quella di fusione del ghiaccio Tj e possiamo scrivere per la massa di ghiaccio

sciolto m(t)

. oS
Xiv = Q = 72 (Ty ~ )

!Secondo esercizio scritto 31 gennaio 2007
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Kk

da cui g
Am(t) = Q(t) = "7 (Ty — To)t

La temperatura resta quindi costante e I’entropia aumenta linearmente

ssut = &0 278 (B4,

Quando m(t) = M /2 tutto il ghiaccio si ¢ sciolto. Questo avviene per

fg M
! 208 (TQ — To)
Da questo momento vale
S
cMT = Q = "7 (Ty — T)
L’equazione
~ oS
T = T —-T
M (T2 )

si integra immediatamente:

T(t) dT’ t oS p
= t
/To (TQ — T’) /tl CEM

da cui T() T g
t) — 2 g
1 = — t—1t
8 TO — T2 clM ( 1)
e quindi
T(t) =Ty + (To — Th) o5 1)
2 0 2) €Xp I M 1
Per ’entropia avremo ‘
: 1. T d
Sk =@ =Mz = Mg log
da cui T
t
ASR(t) = ASg(t1) + ¢M log TE)
0
Domanda 2
La variazione di entropia finale del contenitore vale
. o O'S T2 T2
AM Ty
= — +cMlog —
oT, + cM log T
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Kk

Invece I’entropia del bagno termico é variata di

__ 9
ASp =7

dove @ ¢ il calore totale ceduto al recipiente (e estratto dal bagno). Abbiamo quindi

1 | AM
ASB:—— 7+CM(T2—T0)
T | 2

In conclusione

B _)\M 1 1 15 Th
AS =ASr+ ASp = 5 <T0 B)—i—cM{log <1 )}

Domanda 3

Detto @1 il calore ceduto al recipiente e (s quello estratto dal bagno termico abbiamo
dal primo principio che il lavoro estratto W vale

W =Q2— Q1

Dato che la temperatura finale del recipiente deve essere T5 avremo

M
Ql :T‘FCM(TQ—T())
Per estrarre la massima quantita di lavoro possibile si deve operare in modo reversibile,
quindi
AS=ASr+ASg =0

e AM T, Q
AS =" 4 cMlog =2 — %2

S 5T + cM log T

da cui T M T
2 2

= ~-— +cMTylog —

Q2 T, 2 + cMT3 log T

Otteniamo infine

T AM T
— (22 1) 22 L oM | Thlog =2 — (Th — T
1474 (To >2+c [zogTO (T2 — To)
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9.19. Tre modi per sciogliere una massa di ghiaccio x*&

Si considerino due recipienti cilindrici identici di sezione S. In entrambi si trova una
massa m di ghiaccio alla temperatura di fusione. Nel primo recipiente il ghiaccio é
distribuito sul fondo in uno strato di spessore d, nel secondo ha la forma di un cilindro
di altezza h > d disposto verticalmente.

1. Si calcoli in entrambi i casi il calore che é necessario fornire al ghiaccio per scioglierlo
completamente.

2. Con una piccola spinta si fa cadere il cilindro del secondo recipiente, e si osserva che
il ghiaccio si scioglie completamente senza apporto di calore. Calcolare la minima
altezza h per la quale questo pud accadere, e la variazione di entropia del sistema.

3. Calcolare il massimo lavoro ottenibile utilizzando il secondo recipiente come sor-
gente fredda, avendo a disposizione un bagno termico a T' = 300 K.

Soluzioneﬂ
Domanda 1

Dalla conservazione dell’energia segue che
Q = m+ AU,

dove @ ¢ il calore fornito e AU, la variazione di energia potenziale gravitazionale, \ il
calore latente di fusione. Trascurando la variazione di volume nella transizione di fase
possiamo scrivere

Q1 = m
1 1
Q2 = Im+ 5Mg (d—h)~Im— §mgh

dato che nel primo caso l'altezza del centro di massa del sistema ¢ invariata, mentre nel
secondo passa da h/2 a d/2.

2Secondo esercizio compitino 30 maggio 2007
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Domanda 2

Dalla formula trovata in precedenza abbiamo che ()2 = 0 quando

_2
a4

h

Per calcolare la variazione di entropia consideriamo una trasformazione reversibile nella
quale il ghiaccio viene prima coricato sul fondo del recipiente, e quindi sciolto fornendo
una opportuna quantita di calore tramite una sorgente di temperatura di poco superiore
alla temperatura di fusione. Nella prima fase ’entropia non cambia, nella seconda si ha

Domanda 3

AS:/dQ:)‘m.
Ty Ty

Possiamo prima adagiare la sbarra sul fondo del recipiente, ottenendo un lavoro utile
W1 =mgh/2. A questo punto utilizziamo una macchina reversibile tra la sorgente calda
e quella fredda. La variazione di entropia complessiva deve essere nulla, da cui

A T:
ﬂ i ClOg 300 _ Qass
Ty T T300

e d’altra parte

Am + C (T300 — Tf) = Qced -

Otteniamo infine

T: T:
2 = Qass — Qeed = A (300 - 1) + CT30p log ;7;0 — C (T300 — 1Y)

Ty
e quindi
mgh T: T
W=+ Wy = 222 4 am (22— 1) + CTagelog =2 — O (Tyoo — T) -
2 Ty Ty

@ose
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9.20. Trasformazione termodinamica con attrito xS

Una macchina termica é costituita da un cilindro di sezione S munito di pistone, conte-
nente n moli di un gas perfetto. Tra cilindro e pistone si ha attrito statico e dinamico,
con |Fyqi| < |Fayn| = Fo, dove Fy & una costante assegnata. L’energia dissipata per
attrito passa interamente all’interno del contenitore.

1. In assenza di attrito determinare il lavoro necessario, in una lenta compressione
adiabatica, per dimezzare il volume del gas partendo da V =V e T' = Tj.

2. Stessa domanda in presenza di attrito. Determinare anche la variazione di entropia
del gas.

3. Discutere 'efficienza che é possibile ottenere utilizzando la macchina termica de-
scritta per ottenere lavoro avendo a disposizione due bagni termici di temperature
T1 e To > T7, mediante cicli di Carnot.

Puo essere utile il seguente risultato. L’integrale generale di una equazione del tipo

a
y+-y=>
T
con a e b costanti ¢ dato da
A+ b
= — T
Y ¢ a—+1

dove A é una costante di integrazione.

Soluzioneﬂ

Esercizio 1

In assenza di attrito abbiamo a che fare con una compressione adiabatica, per la quale
PVY = BV =nRT,Vy ™",

Abbiamo quindi

% v
W=—[" PdV = -nRT,V) " /2 av
Vo v V7
da cui
1 1 1 1 1
W = nRT,V, — ———| =nc,Tp (277" —1) .
y-Ll(Ww/2) 7 v

3Secondo esercizio scritto 19 giugno 2007
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Esercizio 2

In presenza di attrito il lavoro fatto sul sistema é dato da
AW = — Py dV

dove la pressione esterna ¢ legata a quella del gas dalla relazione

E
Pext:P"i_FO-

Abbiamo inoltre
0=dU + P.;xdV

nRT F()
Al = — | —— + — | dV.
nc < v + g >

e quindi

Otteniamo una equazione differenziale

dr R Ey

W—i—cvv ne,S

del tipo descritto nel testo, con y =T, 2 =V, a = R/c, =v—1e b= —Fy/(nc,S).

Otteniamo infine
A I

T — - V.
V= ne,yS

In termini delle condizioni iniziali

Vo (Vo' RV [V
T = (1 — — — | .
( o+ ncU’yS) (V) nc,yS \ Vo

Possiamo adesso calcolare il lavoro:

Vo /\nRT F,
W = —— 4+ \)av
aVp ( V * S)

L /nR F,
= Vo/a (VOT(u) + S> du

dove u = V/Vj e a & il rapporto tra volume finale e iniziale (o« = 1/2 nel caso considerato).
Sostituendo 'espressione ottenute precedentemente per la temperatura si ottiene

1
FBRY 1  1F
W =V P, ——uld
O/a K”cm)ml*w“] !

_ 1 FoR L_ i@ 9
W_%[7—2<Po+cv75><cﬂ—2 1>+2’YS(1 a)]

Per calcolare la variazione dell’entropia possiamo semplicemente usare la formula

e quindi

S =ncylogT +nRlogV +C
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valida per qualsiasi gas perfetto. Dato che I’entropia é una funzione di stato abbiamo

1 Fhyv—1 1 1 Fhyv—1
AS = neylog [(1—1—07) —Oﬁya] + nRloga

che si pud anche scrivere

_ 1 Fy—-1) 1F v
AS—ncvlogKlJrPOS 5 > RS 5 a}.

Notare che AS — 0 se il rapporto tra la pressione iniziale del gas e Fj/S tende a zero.

Esercizio 3

L’efficienza é minore di quella di una macchina reversibile ideale. Questo si pud mostrare
scrivendo

Q-Q1 = W4+Q"
Q1 Q2

oo 80

dove Q* > 0 ¢é il calore prodotto dall’attrito e AS > 0 I'entropia prodotta. Segue che

W _ Q- T Q@ T1
n_Q2_ Q2 ! T, Qo ASQQ'

L’efficienza ¢é vicina a quella ideale quando il calore prodotto per attrito é trascurabile
rispetto a quello assorbito dalla sorgente calda (notare che AS < Q*/T1).

10~
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Calcoliamo il lavoro utile estratto in un ciclo. Per la compressione adiabatica possiamo
utilizzare la formula ricavata all’esercizio precedente. Per l’espansione adiabatica dob-
biamo tenere conto del fatto che la forza di attrito cambia segno, essendo sempre opposta
al movimento del pistone. Quindi

Wooa=Vo |55 (Po 520" ) (s 1) 357 (- 0/

il lavoro sulle isoterme si calcola direttamente:

Ve V
WAHB:/ (P — P*)dV = nRTylog -2 — P*(V — Va)
Va Va

Vb V)
Wep :/ (P+ P*)dV = nRT, 10g£+P*(VD—VC)-
Vo Ve

Per quanto riguarda il calore assorbito dalla sorgente calda, dato che esso viene estratto
durante una trasformazione isoterma avremo Qo = W4_,g. L’efficienza sara dunque

W Wasp+Wpso+Weap+Wpaa

- Q2 Wi

Le formule precedenti si discostano da quelle in presenza di attrito per correzioni che
saranno trascurabili quando P > P*. Segue che sara possibile ottenere una efficienza
arbitrariamente vicina al caso irreversibile lavorando a pressioni del gas elevate.

Ui
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9.21. Effetto della capacita termica di un recipiente xS

\
2

Sul fondo di un cilindro di sezione S munito di un pistone mobile e impermeabile al
calore si trova uno strato di materiale di capacita termica C;. Nella parte superiore si
trovano n moli di un gas perfetto monoatomico. Inizialmente il sistema é all’equilibrio
termodinamico, con pressione e temperatura Py e Ty note.

1. Si raddoppia molto lentamente la pressione. Calcolare la nuova temperatura.

2. Partendo dalla stessa condizione iniziale si raddoppia istantaneamente la forza ap-
plicata al pistone. Calcolare anche in questo caso la temperatura nello stato finale
di equilibrio.

3. Calcolare la variazione di entropia del sistema e dell’'universo nei due casi precedenti.

Soluzioneﬂ

Problema 1

Dal primo principio abbiamo, considerando che non si hanno scambi di calore con l'e-
sterno,
0 = dU + pdV (9.21.1)

4Secondo problema scritto 21 gennaio 2009
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ma l'energia interna del sistema si pud scrivere come la somma di quella del gas e del
materiale, quindi

dUu = ;anT + ChdT (9.21.2)
e quindi
T
<3nR + Cl) dT + %dv =0 (9.21.3)
che puo essere integrata direttamente:
3
<2nR+Cl> logT +nRlogV = K (9.21.4)
ossia .
T(EnRAC)ynR _ costante (9.21.5)

oppure, usando la legge dei gas perfetti,

TP™" = costante (9.21.6)
con R
N= (9.21.7)
inR + Cl
Da questo segue subito che
Pp\"
Ty =1Tp () =Tp2". (9.21.8)
Py

Problema 2

In questo caso non abbiamo a che fare con una trasformazione reversibile, quello che
possiamo dire € che I'aumento dell’energia interna sara dato dal lavoro fatto sul sistema:

—2F (Vf — Vo) =AU = <§HR + C1> (Tf — To) (9.21.9)

ma d’altra parte negli stati iniziale e finale di equilibrio

PyVy = nRT, (9.21.10)
2PV = nRT} (9.21.11)
e sostituendo 5
—nR (Tf - 2T0) = (2nR + 01> (Tf - TQ) (9.21.12)
ossia .
inR+C
7= 2y (9.21.13)
§nR + Cl

@ 602 versione del 9 ottobre 2013



9.21. EFFETTO DELLA CAPACITA TERMICA DI UN RECIPIENTE x

Problema 3

Nel primo caso la trasformazione é reversibile, quindi I’entropia dell’universo non cam-
bia. Ma neppure si hanno scambi di calore con il sistema, quindi anche l'entropia di
quest’ultimo non varia.

Nel secondo caso la trasformazione é irreversibile. La variazione di entropia del sistema
si trova calcolando la differenza tra ’entropia dello stato di equilibrio finale e quella dello
stato di equilibrio iniziale. Dato che

_4Q _
===

3 dT'  nR
<2nR + Cl> & My (9.21.14)

as T v

possiamo scrivere

3 Ty Vi (5 Ty Py
AS == log — log— = (= log — log — 21.1
S (2nR+Cl> 08 7 +nRlog v (QnR+C1> 8 7, +nRlog P; (9.21.15)

e quindi
ZTLR + Cl

2
£—— —nRlog2. 9.21.16
g’I’LR-FCl " & ( )

AS = (;nR + C'1> log

Questa sara anche la variazione di entropia dell’universo.
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9.22. Acqua e ghiaccio a pressione costante xxS

J
J

PV,T

AR R R NN NN
AR R R R R R NN NN
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M
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NN
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777
SIS SIS SIS
R R R R R R R ey aes

AN AR SRR RN AR A AR R RSO NN NN
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Il recipiente in figura & chiuso da un setto scorrevole S. Recipiente e setto sono im-
permeabili al calore, ed il setto ha massa trascurabile. Il volume interno é ulteriormente
diviso in due parti da una parete rigida, che permette invece il contatto termico tra le due
parti. Nella parte inferiore si trova una massa M di ghiaccio a 0°C, in quella superiore
n moli di un gas perfetto. L’esterno del recipiente si trova a pressione atmosferica.

1. Determinare il volume V del gas nella condizione iniziale.

2. Si comprime adesso il setto superiore fino a portare la temperatura del gas a 20°C
in modo reversibile. Determinare la dipendenza della pressione del gas dal suo
volume per questa trasformazione, e rappresentarla su un grafico. Di quanto &
variata l’entropia del sistema?

3. Supponendo di utilizzare il sistema come sorgente fredda, e che 'ambiente esterno
possa essere considerato un bagno termico a temperatura T = 20 °C, trasferendo
calore mediante una macchina termica, determinare il massimo lavoro estraibile.

Soluzioneﬂ

Domanda 1
Dato che il gas ¢ in equilibrio termico con il ghiaccio deve essere

PoumVo = nRTp (9.22.1)

5Secondo problema scritto 11 novembre 2008
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dove Ty = 0°C, da cui
. nRT()

P, atm

V=" (9.22.2)

Domanda 2

Finché del ghiaccio é presente, la temperatura del sistema ¢ fissata a Ty. Quindi

nRTj
P= 9.22.3
- (9:223)
Dal primo principio segue che
6Q =0 = XAdm + PdV (9.22.4)
dove dm ¢é la massa di ghiaccio che si scioglie e A il calore latente di fusione. Segue che
dv
e quindi quando tutto il ghiaccio si € sciolto il volume é diventato
AM
= — 22.

Vi = Voexp (- (9226

Da questo momento in poi vale
0Q =0 = (C +ney)dT + PdV (9.22.7)
dove C' ¢ la capacita termica dell’acqua. Abbiamo quindi
Tar (v _dv

C +ney / — + nR— =0 (9.22.8)
( ) R LT

ossia T v
(C + ney) log T + nRlog = 0 (9.22.9)
0 1
che si puo esprimere nella forma
VnRTOTney — cost (9.22.10)
oppure
PVP = cost (9.22.11)
dove
cp+C/n

Quindi la trasformazione si rappresenta come una isoterma per Vi < V < Vj, e come
una adiabatica con un esponente modificato per V; <V < Vj. Il volume finale si ottiene

dalla ((9.22.10)):

V=W <Tf> o (9.22.13)

con Ty = 20°C.
Dato che il sistema non scambia calore con l’esterno la sua variazione di entropia é
nulla.
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Domanda 3

Sia §Q1 il calore assorbito dall’ambiente e dQ5 quello ceduto al sistema. Chiaramente
W = @1 — Q2. Fino a quando ¢é presente del ghiaccio le temperature sono fissate, e dato
che l'entropia totale non varia deve essere

Qe
——= == 22,14
=T (9.22.14)
e d’altra parte Q2 = AM, quindi
T
W = (f - 1) AM (9.22.15)
T
sard il lavoro prodotto in questa prima fase.
Appena tutto il ghiaccio si é sciolto deve essere
0Q2 = (C +ncy)dT + PdV (9.22.16)
dl' P 0@
_ DLy - = = 221
dS = (C + ncy) T + TdV T 0 (9 7)

Integrando la seconda relazione otteniamo, tenendo conto che la pressione é costante

T
Q1 = Ty (C + ney + nR)log Tf (9.22.18)
0
e dalla prima
QQ = (C + necy + TLR) (Tf — To) (9.22.19)
da cui otteniamo il risultato finale
T T
W= (Tf - 1> AM + (C + nep) | T log Tf — (Ty — Tp) (9.22.20)
0 0
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9.23. Cilindro con gas e molla non lineare xxS

14

O~

Nel cilindro di sezione .S in figura sono contenute n moli di un gas perfetto monoatomi-
co, e la molla che collega il setto mobile al fondo ha lunghezza a riposo nulla ed esercita
una forza di richiamo di modulo

F = k(® (9.23.1)

dove ¢ é 'allungamento. Inizialmente il sistema ¢é all’equilibrio, ad una temperatura Tp,
e all’esterno del cilindro c’¢ il vuoto.

1. Determinare la legge che lega la pressione del gas al suo volume.
2. Si fornisce al sistema una quantita di calore d@. Determinare la capacita termica.

3. Calcolare il massimo lavoro che & possibile estrarre dal sistema avendo a disposizione
un bagno termico di temperatura Tp < Tp.

Soluzioneﬂ

Domanda 1

La pressione del gas deve equilibrare la forza che la molla applica al pistone, quindi

P= g = % = Slk+a ve. (9.23.2)
Domanda 2
Abbiamo
dQ = dU = neydT + ke*dl (9.23.3)
= ncydl + %Vo‘dv (9.23.4)
d’altra parte
P= HR%T = Sllia % (9.23.5)

5Primo problema compitino 28 maggio 2008
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cioé

1/(14«)
Vg <"1;T) (9.23.6)
© /(1+0)
nRS (nRT\ V7
dV = dr'. 9.23.7
E(1+«) ( k > ( )
Sostituendo otteniamo
k nRT\*0F®  nRS  (nRT\/(+)
dQ = CdT = Se dT (9.23.8
@ et () wire (k) 0255
quindi
= . .23.
C ncv+n(1+a> (9.23.9)
Domanda 3
Ponendo uguale a zero la variazione di entropia del sistema abbiamo
0 Ty 2\ /04 -
AS = s + ney, log T +nRlog T =0 (9.23.10)
da cui R T
— T ( ey + —— ) log = . 23.11
Q2 =i (e + o o (923.11)
D’altra parte
T R
= — cdr = +—7 | (To—T 9.23.12
Q== [, oar =n (o o) oo 0:2512)
e quindi
W=0Q -Q < + )[(T Tp) — Tglo TO} (9.23.13)
=Q1—Q2=n|c —_— — - — . .23.
1 2 Vv 1+ a) 0 B B gTB
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9.24. Congelamento di una provetta xx

Una lunga provetta é riempita di un certo liquido di densita py, e calore latente di fusione
A noti. Si osserva che ad una certa temperatura Ty tutto il liquido al di sotto di una certa
altezza si ¢ solidificato. Si abbassa adesso la temperatura, portandola a T7 = Ty — AT,
e si osserva che la superficie di separazione tra solido e liquido é salita di un tratto /.
Ignorando 'espansione termica dei materiali calcolare la densita pg del solido in funzione
di pr, A\, Ty, £ e AT.

Soluzione

R e I v

Ps ps

Figura 9.9.: La provetta prima (a sinistra) e dopo (a destra) l’abbassamento della
temperatura. La parte solida & rappresentata in grigio, quella liquida in
rosa.

La situazione prima e dopo ’abbassamento di temperatura é rappresentata in Figu-
ra Scendendo lungo la provetta la pressione aumenta in accordo con la legge di
Stevino. La separazione tra fase liquida e fase solida sara quindi ad una altezza corri-
spondente alla pressione P; del punto di fusione ad una data temperatura. Indicando
con h(T) l'altezza della colonna di liquido per una generica temperatura 7' avremo

Py(T) = pLgh(T)
Prendendo la derivata rispetto alla temperatura ed utilizzando ’equazione di Clapeyron
abbiamo
dPy A dh

AT T (o = pgh) YT

Inoltre la massa deve essere conservata, per cui
prM(T) = psdl + pr [M(T + dT") — dl]
dove df é la variazione della posizione verticale della separazione tra solido e liquido.
Sviluppando al primo ordine in d1" otteniamo
dh — pr—ps dl
dT ~—  p, dT

(9.24.1)
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e sostituendo nella (|9.24.1)) avremo

A (p—ps)dt

= — 9.24.2
T s dT ( )
Possiamo integrare separando le variabili
T dr —ps)’
/ AL o= ps), (9.24.3)
n T pPLPS

ottenendo

N
Y (9.24.4)
ps L gt ~T

che ¢ equivalente ad un’equazione di secondo grado in /pg/pr. Risolvendo e prendendo
la sola soluzione accettabile (positiva) troviamo

= 1 i10 E—f‘ 1+ilo To
PS =PL |5 gl ng 190 ng

Per AT /Ty < 1 possiamo semplificare e ottenereﬂ

o~ 1+ AT A (9.24.5)
pPS = PL Ty gt AR

"Ipotizzando sin dall’inizio AT < Ty potevamo evitare di integrare, semplificando I’analisi.
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9.25. Calori specifici di un gas di Van der Waals x x x

Un gas di Van der Waals é descritto dall’equazione di stato
n%a
Calcolare la differenza cp — ¢y tra il calore specifico molare a pressione costante e quello
a volume costante.
Soluzione

L’equazione di stato per il gas di Van der Waals & una relazione tra P, V e T" che permette
di calcolare la derivata parziale di una rispetto all’altra, calcolata mantenendo la terza
costante. Dal primo principio della termodinamica abbiamo

dQ = dU + PdV

che dovremo valutare rispettivamente a volume e pressione costante. Il termine pdV
non pone particolari problemi, ma dobbiamo avere informazioni sull’energia interna. Per
ottenerle possiamo scegliere come variabili indipendenti T e V', e scrivere il differenziale
dell’entropia nella forma

L dQ 1 (U 1 (oU P
ds =7 = = <6T>VdT+ [T <8V>T+T] A%

ma dato che questo deve essere un differenziale esatto deve valere la relazione
O [L(OU\ ]_ 8 [1(0U\ P
ov T \oT )| OoTr |T\oV ), T

e sviluppando otteniamo
ou oP
— | =T|(=— )| —-P 9.25.1
(o), =7 (57), 0251

Riscriviamo adesso I'equazione di stato nella forma

nRT n2a

P:V—nb_W

(9.25.2)
che permette di calcolare facilmente i termini da inserire al membro destro della ((9.25.1)):
oU nRk nRT n%a
P = T _ + —
ov ) V —nb V—nb V2

TL2(1

vz
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Integrando in V' troviamo che deve essere

TLQ(Z

U(T,V) = =5+ f(T)

dove f(T) & una funzione arbitraria della sola temperatura. Troviamo subito che

_1dU_1df

CV_ndT " ndT

mentre a pressione costante

ou ou
@ = (or), (o), ol

2 2
]dV

= necydl + ﬂ—i— nfT _an
- V2 Vb V2

nR1 oV
= T+ — | — T
nevd +V—nb <6T)Pd

e quindi

ey = BT (OV
o= yow\oar),

Resta da calcolare la derivata parziale. Differenziando la (9.25.2)) a pressione costante
troviamo

nRk

0=y —w

2
T + <2n a nRT >dV

V3 (V- nb)?

che permette di ottenere

(97‘/ B nR nRT _2n2a -1
T )p  V—-nb\(V-—np? V3

B 1( 1 V—nb2n2a>_1

T\V—-nb nRT V3
RV3 (V — nb)
RTV3 —2an(V — nb)?

da cui il risultato finale

1

1-— R%i"’}g (V —nb)?

cp—cy =R (9.25.3)
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9.26. Raffreddare un corpo, scaldarne un altro xS

Due corpi di capacita termica costante C' sono inizialmente ad una temperatura 7;, e
sono collegati mediante una macchina termica ciclica. Si vuole raffreddare il primo dei
due corpi ad una temperatura finale Ty < T;, e si trova che per farlo é necessario fare un
lavoro W.

1. Supponendo di conoscere W calcolare la temperatura T del secondo corpo.
2. Supponendo che la macchina termica sia reversibile, calcolare W = Whg.

3. Se in realta il lavoro necessario ¢ W = kWg, dove k ¢ una costante data, calcolare
la variazione di entropia del sistema. Puo accadere che k < 17

Soluzioneﬂ

Domanda 1 Se Q1 ¢ il calore estratto dal primo corpo, e Q2 quello fornito al secondo,
dal primo principio abbiamo

Qe — Q=W

ma d’altra parte

Q = C(Ih—-T))

Q1 = —C(hh-T)
e quindi
W =C(Ty + T, — 2T3)
da cui W
T = Yal +27; — Ty (9.26.1)

Domanda 2 Se la macchina é reversibile I’entropia del sistema non & cambiata. Que-
st’ultima si scrive come
dQu dQ

Th Ty

s =

ed integrando

T car’ T car’
AS — / +/
r, T’ . T

15
T2

(2

= C(Clog

(9.26.2)

Quindi

8Secondo esercizio scritto Fisica I del 10 settembre 2010.
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Wgr =CT; <T1'—|—Ti—2>ECT,- <x+1—2> (9.26.3)
con z =T1/T;.

Domanda 3 Mettendo insieme I’Equazione (9.26.1]) e 'Equazione ((9.26.2)) otteniamo

kWr AS/C
+2—2) =
“ < CT; QE) ¢

ossia
(k—1)(z—1)>=e5C -1

Dato che AS > 0, segue che k > 1. Infine

AS = Clog [1 v (k—1)(x— 1)2]
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9.27. Recipiente a due scomparti x*S

— m, —

n2, Cy2

Ny, Cyl

Il recipiente in figura di sezione S é diviso in due parti da due setti scorrevoli di massa
m. I due volumi sono occupati ciascuno da una mole di un gas perfetto monoatomico. 11
setto superiore & impermeabile al calore, ed il sistema si trova inizialmente all’equilibrio
(la pressione esterna ¢ trascurabile) con entrambi i gas ad una temperatura Tp.

1. Determinare pressioni e volumi dei due gas nello stato iniziale.

2. Adesso anche il setto intermedio diviene impermeabile al calore, e si agisce reversi-
bilmente su quello superiore fino a raddoppiare la pressione del gas nello scomparto
superiore. Calcolare le nuove temperature dei due gas e dire di quanto € variata
I’entropia del sistema.

3. Si permette adesso il passaggio di calore attraverso il setto intermedio, mantenendo
bloccato quello superiore. Determinare la temperatura finale, e dire se & maggiore
o minore di Ty. C’¢é stata variazione di entropia?

Soluzioneﬂ

Problema 1

Imponendo I’equilibrio meccanico abbiamo

2m,
Po = =
m
o = g

e dalla legge dei gas perfetti otteniamo

RIy RTyS
Py 2mg

RTy RT,S
‘/é p— —
Py mg

Vi =

9Secondo esercizio scritto Fisica 1 dell’8 febbrario 2012
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Problema 2

La trasformazione dei due gas & adiabatica, quindi I’entropia non cambia. Per quanto
riguarda le temperature abbiamo (¢, = 3/2R, ¢, = 5/2R, v = ¢,/cvy = 5/3)

11—y 1-
T\P," = TyP
1y 1
ToP,” = TyPy

Sappiamo che Py = 2mg/S e P, = 3mg/S, quindi

2\ 3\*/°

=
T, = zb(2> = Tp2%/5 ~ 1.32T,

Problema 3

L’energia del sistema

V;
E =c,(Th + 1) —i—mggl

si conserva perché durante I’evoluzione del sistema non ci sono forze esterne che fanno
lavoro su di esso. Inoltre il volume totale V;or = V1 + V5 non cambia. Abbiamo quindi

ol 1—y 1—y

1—
V; 2\ 1\ R 2\ v
QCva + mg% = ¢, 1y (3) + ¢, Ty <2> + gTo <> = kRI}

dove per brevita abbiamo posto

ol 1—o 1—v

1—
2\ 7 1\ » R /2\
kR = ¢ (= . (= iz
wee(y) ) )
1—v 1—v
1 +1 gT—}— 1 ET
v—1"3)\3 v—1\2

~ 413 R

= IR

Dall’equilibrio meccanico tra i due scomparti otteniamo

RTy B RTY n mg
Vip Vet = Viy) S
da cui
mg
(Viot — 2Vi5) Ty = ﬁvlf (Viot — Viy)

Sostituendo il volume ricavato dalla prima equazione

SR
Vig = mg (KTo — 3Ty)
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otteniamo un’equazione di secondo grado in T’
25 45 S S
R (V},ot — 71€RT0 + Cva> Tf = (k‘RTO — QCva) (V;‘,ot — 7/{,’RTO + 2Cva>
mg mg mg mg

Ricordando che

Vit = =
tot 2 mg

possiamo riscrivere quest’ultima come

Tr\? Ty
“BY 44k —3) 2L 4 k(2k - 3) =
30(T0> ( 3)TD+ ( 3)=0

che ha le due soluzioni
Ty = 0.6 Tp, Tpo = 1.20Ty

Solo la seconda é perd accettabile, dato che la prima corrisponde ad un volume

Vfl = S7R (kTO — 3Tf) ~ 23R75T0
mg mg

maggiore di quello totale a disposizione. Dato che la trasformazione del sistema é
irreversibile, ci aspettiamo un aumento di entropia.
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9.28. Massimo riscaldamento e raffreddamento *x

Due corpi di identica capacita termica C, indipendente dalla temperatura, si trovano
inizialmente alle temperature 717 e Tb differenti da quella T dell’ambiente circostante,
che puo essere considerato un bagno termico. Calcolare

o il massimo aumento di entropia possibile per I'universo
o la massima temperatura a cui é possibile portare uno dei due corpi a scelta

o la minima temperatura a cui é possibile portare uno dei due corpi a scelta

Soluzione

Indichiamo con @ il calore assorbito dall’ambiente e con Q1 e Q2 quelli assorbiti dai due
corpi in una trasformazione arbitraria. Dal primo principio segue che dovra essere

Qo+Q1+Q2=0 (9.28.1)

La massima produzione di entropia si avra con una trasformazione spontanea che por-
ta I'universo in uno stato di equilibrio complessivo, con tutti e tre i corpi alla stessa
temperatura Ty dell’ambiente. Per essa avremo

_ _dQo | dQ1 | dQ2
dS = dSy + dS1 + dS> = T + T + T (9.28.2)
e quindi
1 d@y | dQ2
_ Lo 1, dee 28,
dS i (—dQ1 — dQ2) + T, + T (9.28.3)

Dato che per ciascun corpo d@ = CdT questo si pud anche scrivere nella forma

C dly dils

ed integrando
AS =Clo 75 —Q(QT—T—T) (9.28.5)
= g T T 0 1 2 -40.

Per determinare la massima e la minima temperatura a cui € possibile portare uno dei
due corpi consideriamo nuovamente la . Nella situazione finale uno dei due corpi
(supponiamo si tratti di quello ad una temperatura iniziale T5) sara in equilibrio con
I’ambiente. Allora

C T! T,
AS=—— (T —-Ty+ Ty, — T Clog =L 4+ Clog = 9.28.6
To(l 1+ To—Tb) + Ong-i' OgT2 ( )
e quindi
T T AS Ty Ty + T
log =L — 2L — == _Jog 2 1-— 9.28.7
Cn T, T ¢ °8n T ( T, ( )
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che possiamo scrivere nella forma pit simmetrica

T T AS T2 T+ T,
log=L — L —14+ =" 1 0 _ 9.28.8
Cn T, -t o T8 Ty ( )
log x—x
-1
-2
-3
-4
X
1 2 3 4 5

Figura 9.10.: La funzione f(z) =logz — x

La funzione f(z) = logz — x (vedere Figura (9.10)) ha un unico massimo in z = 1 con
f(xz) = —1. Inoltre
Am flz) = lm f(z) = —co (9.28.9)
Segue che sia il massimo che il minimo rapporto 77 /7 si ha per AS = 0, cio¢ nel caso
di una trasformazione reversibile. Le relative temperature massime e minime saranno
quindi le due soluzioni dell’equazione

log =L — 21 — 1 _]
ST T T, 8T, T,

(9.28.10)

Notare che la massima produzione di entropia determinata precedentemente corrisponde
a Tl/ = T().
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9.29. Lavoro estraibile da due corpi: studio grafico xx

Due corpi di capacita termica costante C' si trovano inizialmente alle temperature 7T e
T5. Mediante una certa trasformazione termodinamica che non coinvolge altri sistemi
termodinamici le temperature vengono portate ai valori finali rispettivamente T7 ¢ e Toy.
Nel corso della trasformazione il sistema complessivo varia la sua entropia di AS e viene
estratto un lavoro utile W.

Rappresentare nel piano 77, Toy il luogo dei punti accessibili per un fissato valore di
AS. Sempre sullo stesso diagramma rappresentare il luogo dei punti che corrispondono
ad un fissato valore di W. Discutere i casi particolari che corrispondono al massimo
lavoro estraibile ed a W = 0.
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Soluzione

1000
0y
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400 .

LTy =Ty =141

200
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600 800 1000 71y

Figura 9.11.: Il piano corrispondente alle temperature finali 777, T dei due corpi. Si
é scelto T7 = 400 e T, = 100. L’iperbole rossa unita corrisponde alle

temperature finali accessibili in una trasformazione reversibile (AS = 0).
Per una trasformazione qualsiasi AS > 0 e le temperature finali accessibili si

trovano nella regione in giallo. Le rette blu corrispondono alle temperature
finali accessibili per un dato lavoro estratto W.

La variazione di entropia dei due corpi durante la trasformazione é data da

Ty
A = log —=
S1 Clog T,
Ty
A 1
So Clog T
di conseguenza

Ty fTof
AS =C1
S =Clog T

@ose
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da cui troviamo l’equazione che determina il luogo dei punti accessibili nel piano Ty,
Tgfi

TlfTQf = TngeAs/C
Si tratta di un’iperbole equilatera che passa per il punto corrispondente alla temperatura
iniziale nel caso AS = 0. Alcune iperboli sono rappresentate in Figura [9.11]

Per quanto riguarda i punti che corrispondono a un dato lavoro estratto W, detti Q1
e Q9 1 calori ceduti ai due corpi durante la trasformazione, abbiamo

Q1 = C(Tyy—T)
Q2 = C(Iyr —1T3)

e per la conservazione dell’energia deve essere W + Q1 + Q2 = 0 da cui troviamo
W:C(T1+T2—T1f—T2f)

Si tratta quindi di una retta parallela alla bisettrice del secondo e quarto quadrante, che
intercetta l'asse Tip = 0 in Thy =T1 + 1o — W/C,

TQf = —T1f+T1 + 715 — %
Alcune di queste rette sono pure indicate in Figura Gli stati finali possibili devono
in ogni caso corrispondere a AS > 0, che corrisponde alla regione gialla in figura.
Ad esempio quando W = 0 sono accessibili tutti i punti della retta blu tratteggiata
nella regione gialla. Se anche AS = 0 le temperature finali saranno quelle iniziali, oppure
scambiate tra di loro, invece la massima produzione di entropia corrisponde a

T+ 15
2

Ty =Ty =
che ¢ indicato in Figura [0.11 da un quadrato. Questo ¢ cio che si ottiene mettendo
direttamente i corpi in contatto tra di loro e attendendo ’equilibrio.

All’aumentare di W la retta si sposta verso il basso: il massimo valore W = Wy ax
corrisponde alla retta tangente all’iperbole, cioé a

Ty =Toy = V1 Ty

Wirax = C <T1 YTy — 2@)
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9.30. Adiabatica di un elastico *x

Un elastico puo essere descritto a livello macroscopico dalla sua energia interna U, dalla
lunghezza ¢, dalla temperatura 7" e dalla tensione 7. Supporremo che sia possibile scrivere
I’energia interna nella forma

U = kiT (9.30.1)

e che valga ~
T=~T ({—1) (9.30.2)

dove k, £ e «y sono costanti positive opportunamente dimensionate. Determinare la forma
di una trasformazione adiabatica reversibile (per ¢ > ) e rappresentarla nei piani 7 — ¢,
T—-¢eT-—S.

Soluzione

Dalla primo principio della termodinamica abbiamo che
d@Q =dU +dL
Nel caso in questione il lavoro fatto dall’elastico si scrive
dL = —7dl

dato che la forza applicata dall’elastico ad un suo estremo vale 7 in modulo (per £ > /)
ed é diretta in verso opposto allo spostamento. Quindi

dQ = kldT —~T (E — Z) dl
da cui troviamo il differenziale dell’entropia

_dQ _ 54T 7
dS = 77 =kl =~ (0= 1) dt

Questa espressione si puo immediatamente integrare, ottenendo
S =kllogT — % (E—Z)Q—FC

dove C ¢ una costante di integrazione. Ma in un’adiabatica reversibile ’entropia resta
costante, per cui la trasformazione nel piano T'— S si rappresenta come una retta verticale.

Inoltre deve essere B
~e (0 2
w\7 1 (9.30.3)

dove T & una costante arbitraria che si puo interpretare come temperatura dell’elastico
alla lunghezza di riposo. Questa ¢ la legge che lega T' a ¢ rappresentata in Figura (9.12)).

Scegliendo di misurare la temperatura in unita 7T e la lunghezza in unita ¢ la curva é
completamente caratterizzata dal parametro adimensionale II = «£/(2k). Come si vede
I’elastico allungato si riscalda, tanto pit rapidamente quanto pit II é grande.

T =T exp
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07

Figura 9.12.: La dipendenza della temperatura dalla lunghezza dell’elastico, per una tra-
sformazione adiabatica reversibile (Eq. (9.30.3))). La temperatura ¢ misura-
ta in unita T, e la lunghezza dell’elastico in unita della lunghezza a riposo
0. Si é scelto v£/(2k) = 1 per la curva continua e v£/(2k) = 2 per quella
tratteggiata.

Veniamo alla dipendenza della tensione dall’allungamento. Usando I’Equazione ((9.30.2))

si puo anche scrivere
T2 (L e |20 (L2 1)
pr— —_— = — X —_— - —
’ 2k \7 P ok \7

che é rappresentata nel piano 7 — £ in Figura[9.13

Anche in questo caso se misuriamo la tensione in unita 2k7 e la lunghezza in unita ¢ la
curva é completamente caratterizzata dal parametro II. L’area sotto la curva cambiata
di segno rappresenta il lavoro fatto dall’elastico durante la trasformazione, in unita 2k77.
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Figura 9.13.: La dipendenza della tensione dalla lunghezza dell’elastico, per una trasfor-
mazione adiabatica reversibile (Eq. (9.30.3)). La tensione ¢ misurata in
unita 2kT, e la lunghezza dell’elastico in unita della lunghezza a riposo /.
Si & scelto v£/(2k) = 1 per la curva continua e v//(2k) = 2 per quella
tratteggiata.
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9.31. Stati accessibili xx

Due corpi hanno la stessa capacita termica C dipendente linearmente dalla temperatura,
C = bT, e si trovano inizialmente alla stessa temperatura Tp,. Si dispone inoltre di un
bagno termico di temperatura Tz. Si possono eseguire sul sistema trasformazioni termo-
dinamiche arbitrarie, reversibili o irreversibili, facendo anche uso di macchine termiche.
Gli scambi di calore devono pero avvenire solo tra le tre parti (i due corpi e il bagno
termico). Inoltre non si dispone inizialmente di lavoro utile da impiegare, anche se &
possibile volendo estrarlo dal sistema, conservarlo e/o impiegarlo nuovamente.

Determinare nel piano 77-75 la regione accessibile per il sistema partendo dallo stato
iniziale. Localizzare in tale regione

o lo stato iniziale
o lo stato di massima entropia
o lo stato di massima e minima temperatura per uno dei due corpi, scelto arbitraria-
mente.
Soluzione

Indichiamo con @1, @2 ¢ @p il calore ceduto rispettivamente ai due corpi e al bagno
termico durante le trasformazioni. Dal primo principio abbiamo

N +Q+Qp+W =0

dove W ¢ il lavoro utile prodotto. Inoltre

Ty T2 T2

Q1 = / deT:b<1—0>
T 2 2
T> T2 T2

Q: = / deT:b<2—0>
T 2 2

L’entropia prodotta sara

ss = Qo [0, [d0
11

TB T2
T prar 2 prdT
e
Tg Ty T To T
= 9B T - 2my)
Tg
e quindi
1
AS = —T*(W+Q1 +Q2) + b (11 + T — 21p)
B
ossia
b(Ty + T — 2Tp) — b (T? + T35 — 213) = AS+
9T V1 2 0 Ts
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By = (T, Tarax)

A= (Th,Ty)

,f',R =V2/Tp — Ty

T =1Tp
By = (Tvax, Tp)

Ty =Tg T2

Figura 9.14.: L’insieme degli stati accessibili nel piano 77-T». Si tratta di una circonfe-
renza con centro nello stato accessibile di massima entropia T} = T =Tg
e raggio R = /2T — To|.

Affinche lo stato sia accessibile dovra essere AS > 0 (per non violare il secondo principio
della termodinamica) e W > 0 (non abbiamo a disposizione lavoro utile da fare sul
sistema). La regione accessibile sara dunque

2T (T + T — 2Ty) — (TE + T5 — 213) >0
che possiamo riscrivere nella forma
(T = Tp)* + (To — Tp)* < 2(Tp — T’

Si tratta quindi della circonferenza con centro in (71, T3) = (T, T) e raggio 2 [Tz — Tp|
rappresentata in Figura[9.14

Nello stato iniziale abiamo T7 = Ty = Ty, si tratta quindi del punto indicato con A.

Nello stato di massima entropia 77 = To = Tg: si tratta quindi del centro O della
circonferenza.

Lo stato di massima temperatura per uno dei due corpi corrisponde a By (11 = Tyrax
eTy =Tp) oppure a By (T1 =Tp e Ty = Thyax) a seconda del corpo scelto. In entrambi
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1 casi
Tyvax =Tp +V2|Ts — To

Analogamente lo stato di minima temperatura per uno dei due corpi corrisponde a Cy
(Tl = TMIN (§ T2 = TB) oppure a BQ (Tl = TB e T2 = TMIN)a con

Ty =Tp — V2|1 — Tp
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9.32. Riscaldamento massimo di un corpo »*

Un corpo ha una capacita termica C' e si trova inizialmente ad una temperatura Tp,. Si
dispone inoltre di un bagno termico di temperatura Tp. Si possono eseguire sul sistema
trasformazioni termodinamiche arbitrarie, reversibili o irreversibili, facendo anche uso di
macchine termiche. Gli scambi di calore devono pero avvenire solo tra le due parti (i due
corpi e il bagno termico). Inoltre non si dispone inizialmente di lavoro utile da impiegare,
anche se ¢ possibile volendo estrarlo dal sistema, conservarlo e/o impiegarlo nuovamente.

Determinare la massima temperatura raggiungibile dal corpo, discutendo i casi Ty < Ty
ely > 1T

Soluzione

Prima di eseguire calcoli dettagliati consideriamo qualitativamente la situazione. Suppo-
niamo che inizialmente Ty > 7. Chiaramente non sara possibile riscaldare ulteriormente
il corpo, dato che se questo fosse possibile allora esisterebbe una trasformazione termodi-
namica capace unicamente di trasferire calore da un corpo piu freddo ad uno piu caldo.
Se Ty < Tj, potremmo anzitutto pensare di mettere in contatto bagno termico e corpo,
portando quest’ultimo alla temperatura Tp. In realta é possibile fare meglio: inizialmente
si puo trasferire reversibilmente del calore dal bagno al corpo, ottenendo del lavoro utile.
Avremo a questo punto portato nuovamente il corpo a Tj, e potremo utilizzare il lavoro
ottenuto per spostare ulteriormente calore dal bagno al corpo ottenendo una temperatura
finale T’y > T},. Veniamo adesso ad una analisi dettagliata.

Durante le trasformazioni verra ceduto complessivamente un calore (). al corpo, e @y
al bagno termico. Al termine disporremo eventualmente di un lavoro estratto W. Dal
primo principio abbiamo

Qe+ Qy+W =0 (9.32.1)
Inoltre possiamo scrivere
Ty
Q. = CdT = C (Ty — To) (9.32.2)
To

L’aumento di entropia del sistema sara dato da

dQc de
AS = —
[+ %
dove il primo termine rappresenta la variazione di entropia del corpo e il secondo quella
del bagno termico. Da d@. = C'dT otteniamo

i c Qs
AS :/ “ar+ 2
7 T Ty

Ty Qyp

log =L + x5
CogTo+Tb
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e di conseguenza

T
Qy = T,AS — CTy log ?f (9.32.3)
0
Sostituendo la (9.32.2) e la ((9.32.3)) nella (9.32.1)) otteniamo
Ty T T T, W AS
et =20 e 20 _
T, T, T, T, CT, C

che possiamo riscrivere nella forma

Ty T W AS
Fl—=|=F|—)——=—— — 9.32.4

(#)=r(%) -~ o
con F(x) =z —logx. Ci interessano i valori di Ty che verificano 'espressione precedente.
F(x) ha un unico minimo in « = 1, cioé per Ty = T;, (vedere Figura|9.15). Al variare della
costante al secondo membro avremo quindi due soluzioni oppure nessuna. Se le soluzioni
esistono, la maggiore tra le due crescera al crescere del valore del membro destro. Quindi
la temperatura maggiore si otterrda per W = 0 e AS = 0. In questo caso l’equazione
diviene

og = = — — log —

T 5T, T T, 5T,

ed una soluzione ¢ chiaramente Ty = Tp.

Ty I _To T

B
|

Tf = Thin Tf = Tb Tf = Tz Tf / T

Figura 9.15.: La funzione F(T}/T},) (in blu) confrontata con un possibile valore della
costante F(Ty/Ty) — W/(CTy) — AS/C a secondo membro nell’Equazio-
ne (in rosso). Come discusso nel testo, la funzione ha un minimo
per Ty = Tj,. Se la costante ¢ abbastanza grande si hanno due intersezioni,
che corrispondono alle possibili temperature massime e minime finali del
corpo.
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Possiamo concludere che se Ty < Tp la seconda soluzione corrispondera ad un valore
Ty > Ty, e quindi in questo caso ¢ possibile portare la temperatura del corpo ad un
valore maggiore di quello del bagno termico. Se invece Ty > Ty la seconda soluzione dara
Ty < T, < Tp. In questo caso non sara possibile aumentare la temperatura del corpo.
Entrambe le possibilita confermano la discussione qualitativa iniziale.
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