Inferenza statistica — 3 luglio 2023 — Parte A
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Cognome, nome e n. di matricola: s iV o § HA

[SI CORREGGE SOLO QUANTO RIPORTATO IN QUESTI FOGLI] Gli studenti che hanno diritto

alla riduzione del compito [DSA] possono saltare 3 quesiti e rispondere solo ai rimanenti 7

A — Quesiti [dove necessario giustificare adeguatamente le risposte]

1. Sia X, = (X1,...,X,) un campione casuale da N(y,o2). Si consideri come parametro di interesse la varianza
o?. Fornire le ditribuzioni esatte dei due stimatori 52 e 52 ed elencarne tutte le proprietd inferenziali note.
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2. Con riferimento al precedente esercizio, argomentare perché lo stimatore S2 & inammissibile. A g b
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3. Sia Xy,..., Xy un campione casuale da popolazione con funzione di densita fx (z;6) = g—} ‘Io,69) () con parametro
¢ > 0. Determinare 'espressione della funzione di verosimiglianza e verificare che lo stimatore di massima
verosimiglianza di € corrisponde al massimo campionario X, (n)- )
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4. Con riferimento al precedente esercizio, determinare la distribuzione dello stimatos \71 massima verosimiglianza, =~ 2 =
calcolare la sua distorsione e studiare I’asintotica correttezza. Y~
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5. Sia X, = (X3,...,X,) un campione casuale da un modello di Bernoulli X; ~ Ber(6). Determinare lo stimatore
di massima verosimiglianza del parametro 1 = log Tﬁ—a e la sua distribuzione asintotica.
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6. Con riferimento al precedente esercizio, si € osservato un campione di n = 100 osservazioni con 40 successi.
Scrivere la regione di rifiuto per verificare il sistema di ipotesi Hg : 9 = 0 contro H; : ¥ # 0 mediante un
opportuno test asintotico di dimensione @ = 0.01 e stabilire la conclusione del test
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7. Sia Xj,..., X, un campione casuale da popolazione con la seguente discreta fx (z;0) = Pr{X = z;0} = 0(1-6)*
con valori z € X = {0,1,2,...} e parametro § € © = (0,1). Verificare che & possibile costruire un test UMP per
testare il sistema Hg : 8 < 0.5 contro H; : 8 > 0.5 e scrivere la generica forma della regione di rifiuto.

Risp. [ (x. o) € o Lo, W 0£.9, E500m  =h zf)o o 9% o or KEY

7 ¥ ] [
3 i

@\‘ L f[)fz ’?t > oo UA

. 1 . v, T
\T = 2T Lf =bH 3 (}’)3 e (‘ o ¢ . .?‘ X <« K (,
s, f } - . N ...4)
LE‘"\)" Q4 ",‘-,"‘!1 Ce 0159 h/ , p A AP
v, k ” \\ — I\ \“‘i e
ﬂ‘?\ ( Lw ). ;9 / ( L9 \ ; Y.

= SEAV-IV ANy

8. Si consideri la seguente densita di probabilita h(w) = e™"I(g ) (w) e la variabile casuale W ~ h(w). Verificare
che la mediana della distribuzione vale log 2 = 0.6931472.
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9. Con riferimento al precedente esercizio, costruire in base ad essa una famiglia parametrica di distribuzioni con

parametro di posizione-scala (u,c) determinando la generica espressione della funzione di densitd della v.c.
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. Con riferimento al precedente esercizio, determinare la mediana, il valore atteso e la varianza della v.a. X
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Inferenza statistica — 3 luglio 2023 — Parte B
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[SI CORREGGE SOLO QUANTO RIPORTATO IN QUESTI FOGL]]
Gli studenti che hanno diritto alla riduzione del compito [DSA] possono saltare possono saltare
3 quesiti e rispondere solo ai rimanenti 7

Cognome, nome e n. di matricola:

B - Problema. Sia Xi,...,X, un campione casuale da una popolazione X con funzione di densitd di
probabilitd fx(z;0) = z(0 + 2)z%, z € (0,1), 0> -2.

1. Verificare se la il modello (fx(z;0), 8 € ©) costituisce una famiglia esponenziale.

Risp - — ‘
,g( x-©)= I exp & o Pu & +  Lu (Q -4 2.) 3»
* / VN \ -
() M (0) Tl ) - P{e) =p OK

2. Determinare le espressioni di L(0;x,) (funzione di verosimiglianza di 6), di T'(x,) (una statistica
sufficiente) e di 8, 0,,,(x5) (stima di massima verosimiglianza di 6).
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3. Sapendo che X, & uno stimatore non distorto di 1) = g%, determinare g,,l(Xn), stimatore dei momenti
di 6. )
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4. Stabilire se @n(Xn) & lo stimatore UMVUE di @ [motivare/argomentare la risposta).
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5. Verificare che, asintoticamente, O (Xn) ~N (9, (64;2)2) .
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6. Determinare ’intervallo di confidenza approssimato per @ di livello 1 — a.
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7. Si consideri un campione casuale conn = 20 e In[]}_;z; = > &, Inz; = —19. Calcolare il valore di

@,lu(xn) e degli estremi dell’intervallo di confidenza osservato che si ottengono ponendo 1 — a = 0.95.
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8. Considerare il sistema di ipotesi semplici Hy : 0 = 0y = 1 vs. Hy:0=0; =0. Determmare la regione

di accettazione di Hy per test di Neyman-Pearson in funzione di Omv (x) e la regola di rifiuto di Hy del
test asintotico di ampiezza a.
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9. Verificare che, per n = 1 la regione di accettazione di Hy del test di Neyman-Pearson & l'insieme
A={ze€(0,1): z >k}, k e RT.
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10. Con riferimento al precedente quesito, calcolare le probabilita di errore di I e II tipo e la potenza del
test, assumendo k = i
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