Inferenza statistica — Parte A — 6 giugno 2023

Cognome, nome e n. di matricola:

[SI CORREGGE SOLO QUANTO RIPORTATO IN QUESTI FOGLI]
Gli studenti che hanno diritto alla riduzione del compito possono saltare i quesiti 2, 5 ¢ 9

A - Quesiti [dove necessario giustificare adeguatamente le risposte]

L. Sia X una v.a. con funzione di densitd fx(z;60) = 71 exp {—5‘—% ,£>0,0>1,conEX]=6-1.

Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza di 6 e stabilire, attraverso i teoremi di Rao-Blackwell
e Lehmann-Scheffe, se ¢ UMVUE.
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2. Con riferimento al precedente esercizio, determinare il limite inferiore Cramer-Rao per gli stimatori non
distorti di 6. :
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3. Sia Xi,..., X, un campione casuale da fy(z;0) = fexp{—6z}, = > 0, & > 0. Determinare la varianza

asintotica dello stimatore di massima verosimiglianza di 7 = In 6.
¢
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4. Sia X1,..., X, un campione casuale da N(/J o ) Supponendo che n =11, §2 = 4.5, S2 =4.9eZ, = 1.3,
determinaxe I’ mtewallo di conﬁdenza@el o? dl‘hvello 1 - a=0.90.
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5. Con riferimento all’esercizio precedente, determinare I'intervallo di conﬁden%/a per i @livello 1-a=0.90.
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6. Sia Xj,..., X, un campione casuale dalla popolazione uniforme nell’intervallo (—6,26], 8 > 0. Determinare
Pintervallo di confidenza asintotico di livello 1 — o per 8 basato sullg=stimatore-dei-momentiz—-
. A .
N - & 2
Risp. E (f(\) = ﬂﬁ Yo :f )] i OM= 5‘2 X
2. 2 j‘..,_...,m - .
1 ?..- 2y
, ” " iy 7 « - " 7 F o - r“\
E (‘C“)m )= & Wl Bw s b owlx >//'\'L - A \{%“:‘ S = =0
e N ) :
=% % AT v e
< .

G=On + 21230n - IXn b OVER.D..
2 m VTF) L

7. Sia Xi,..., X, un campione casuale dalla popolazione fx(z;0) = 17,%_—,—, z > 1, 8 > 0. Determinare una
statistica sufficiente T rispetto alla quale il modello ha rapporto delle verosimiglianze monotono e scrivere
la generica regione di rifiuto del test di Karlin-Rubin per le ipotesi Hy : 6 < 8y vs. Hy : 6 > 6y.
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8. Con riferimento al quesito precedente, determinare lo stimatore di massima verosimielianza di 0 e la sua
distribuzione asintotica.
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9. Con riferimento ai quesiti precedenti, determinare I'espressione della statistica test Wy e la regola di rifiuto
del test di ampiezza a. ~0
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10. Sia X}, ..., X, un campione casuale da N(, 0?) con o = 8.9 Si consideri il sistema, di ipotesi Hy : =70
vs. Hy : > 70. Per il campione osservato si ha: n = 100, z,, = 71.8. Calcolare il p-value e stabilire se si

accetta I'ipotesi nulla con a = 0.05.
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Inferenza statistica — Parte B — 6 giugno 2023

SOLOOION]

B

Cognome, nome e n. di matricola:
[SI CORREGGE SOLO QUANTO RIPORTATO UESTI ]

Gli studenti che hanno diritto alla riduzione del compito possono saltare i quesiti 6, 5 e 9

B — Problema.
Sia X.n = (X11 s

. X») un campione i.i.d. da una popolazione X con funzione di densita

Ix(2;0) = (6 +1)2* r€[0,1, 6> -1.

1. Determinare: (a) funzione di _verosimiglianza, L(0;x,), (b) statistica sufficiente T'(x,), (c) stima di
massima ver osnmghanm di 6, Hm B (Xn) = U BEREAAIRRSE
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. Determinare informazione attesa I, .(6) e approssimazione normale per la distribuzione di O (Xn).
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. Utilizzando la distribuzione asintotica di Hmu(X,L) determinare la quantitd pivotale asintotica @(X,.L7 9)

3

e il corrispondente intervallo di confidenza C( n) Der @ di llvello 1-a.
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4. Determinare lunghezza aleatoria £(X,) e lunghezza attesa e, (8) di C(X,). [Utilizzare la distribuzione

asintotica di Gy, (X))
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5. Supporre che n =10, o = 0.05 e In[[T"_,2;] = —5. Determinare gli estremi di C(xn)- @“ v
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6. Sia ;=1 e £y = 2. Determinare il minimo valore di n tale che en(0a) < lo.
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7. Si consideri il sistema di ipotesi Hy : 0 = 6y vs. H; : § = 61 (con Gy < ;). Determinare 'espressione
del rapporto delle verosimiglianze Ag; (%) e la generica regione di rifiuto di Hy in funzione della statistica
sufficiente T(xn) tlovmta nel punto 1.
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8. Determinare 'espressione della regione di rifiuto di Hy in funzione di 0,,”, e il valore soglia kq del test di
ampiezza, c. [Utlhzzale la distribuzione asmtotxca di 0,,,U(Xn)]
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e 9. Determinare I’espressione di 1 — 8, potenza del test ci ampiezza a. [Utilizzare la distribuzione asintotica
I dl Ormo (X )]
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10. Si consideri il sistema di ipotesi Hy : § = 6y vs. H, : 8 < 0p. Determinare la versione della statistica
sufficiente rispetto alla quale & crescente il rapporto delle verosimiglianze e determinare la regola di rifiuto
del test UMP di ampiezza c. [Utilizzare la distribuzione asintotica i 9,,”,( n)l-
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Inferenza statistica — Parte C — 6 giugno 2023
SoLu2fon ) <€

Cognome, nome e n. di matricola:

[SI CORREGGE SOLO QUANTO RIPORTATO IN OGLI]
Gli studenti che hanno diritto alla riduzione del compito possono saltare i quesiti 4, 7 e 8

A — Quesiti [dove necessario giustificare adeguatamente le risposte]

1. Sia fx(z;0) = (;1:)9”’(1 -0)"* 2=0,1,2,3,4 6€0,1]. Determinare Eo[Xn] e Vo[ X o).
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2. Xy,..., Xpy1 1id. N(p,0%). Considerare X, = ==, Calcolare E[X 1]
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3. Con riferimento al precedente esercizio, calcolare V[Yn,u].
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4. Con riferimento al problema precedente, stabilire se X,41 & uno stimatore consistente di I
Risp. : 5
- P, 3 { - ‘
MSE ( Xayi )z © + O by O YV M € IR
. T 7 7
‘f g~ 4 Vo g e, 5 ¥ § .
= &0 CoNRIsT o Vi
5. Sia Xy,..., X, un campione casuale da N(u,0?). Verificare che lo stimatore S2 di o2 & consistente.
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6. X1,..., X, iid. Pois(d) iid. - Calcolare la stima di MV di 9(6) = P(X = 0;6), per un campione
osservato in cui )7 z; =20 e n = 107?

Risp. .
- = k) . ( ) oy ‘
H) Xz U) z ¢ =1 . ('j [N iy )
l .
/> v
_— N / X = AT ( = ” \J
' { , Y ) - *y
; Q(,\j) { /;ld /'/ (.w i3 \ ,{_” K,
d U
A -
¢ = vff"f’;
0‘- ( ?j}{ ¢ / - Q)
7. X1,..., X, iid. N(g,02). Determinare uno stimatore non distorto di 1 = 311 — 2 che sia funzione di X,,.
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8. Con riferimento al precedente esercizio, determinare la varianza dello stimatore di .
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9. Sia X ~ Unif[0,1). Determinare g,,(z;z, o) (funzione di densitd della famiglia posizione-scala). Con
riferimento al precedente esercizio, determinare valore atteso e varianza della v.a. Y con funzione di
densitd g, (- u, o).
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10. Sia X una v.a. che assume i valori (0, 1,2) con probabilita (1-4,2,9),6¢€[0,1]. Determinare E[X]elo

stimatore dei momenti di 8 basato su un campione casuale.
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