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Esercizio 1. Sia X7,...,X,, un campione casuale proveniente da una popolazione tale che

1 4
E[X] = -9, VIX] = —6%
X] =3 X] = o
1. - Trovare lo stimatore dei momenti di 6, é\M;

- determinare ’errore quadratico medio di §M;

- studiare la consistenza di 6, M-

2. Determinare la distribuzione asintotica dello stimatore §M e l’intervallo di confidenza
asintotico per 6.

3. Determinare la stima dei momenti e I'intervallo di confidenza asintotico di livello 1 —a = 0.95
supponendo di avere osservato un campione di dimensione n = 36 per il quale > | z; = 1/3.

Svolgimento:

1. - Ponendo X,, = %0 si ottiene 67M =3X,.

- Si ha E[@M] = 3%0 = 0, quindi 6 © non distorto. Pertanto il suo MSE coincide con la
varianza:

MSE@u) = V(@) = V(3X,) = 9V51X) _ %92'

Poiché MSE(fy;) — 0 per n — 00, lo stimatore 6 & consistente.
2. La distribuzione asintotica e A
0 02
Gy ~N(6,—0
)

e lintervallo di confidenza approssimato:

~ 4 — 4 2
On £ zam/%% =3X, £ za/m/%QXn.



3. La stima dei momenti ¢

by =37, =3 2. = = L 00278
M= =2"3"36 36

e l'intervallo di confidenza asintotico
4 1 1 4

Oy + 02 = — 4196 —1/—— = (0.0197:0.0359
M= Za/2\[ 5 "M = 34 36V 536 ’ )



Esercizio 2. Sia Xj...X, un campione casuale con valore atteso E[X] = u e V[X] = o2. Si
consideri la statistica
T(X,)=aS?  a>0,

dove S2 indica la varianza campionaria corretta.

1. Mostrare che
MSE(T) = a®*V(S%) + (a — 1)%c*.
Mostrare inoltre che, assumendo X; ~ N(u,0?), si ottiene

0_4

MSE(T) = [2a% + (n — 1)(a — 1)%.

n—1
2. Verificare che, al variare di @ in R™, il valore minimo di MSE(T) si ottiene per
a=Mn-1)/(n+1).

[Sugg.: studiare M SE(T) come funzione di a.

3. Sia
* n—1 2
Cn+1™
Determinare la probabilita di osservare un valore di T superiore a 2, assumendo n = 10 e
o2 =4.
Svolgimento:

1. Calcoliamo l’errore quadratico medio:

MSE(T) = V(T)+BX(T) = V(aS?)+[E(aS?)—0?)? = a®V(S?

n

Se X; ~ N(p,0?) si ha che (71_0712)53 ~ x2_, e quindi
2 2 4 2 4 4
9 o (n—1)8; o (n—1)5; o o
= = = - — 2
Si ha quindi:
MSE(T) = 24 A (a—1)%0% = o 2a% + (n — 1)(a — 1)7]
(n—1) n—1 '

2. Studiamo M SE(T) in funzione di a. La derivata prima rispetto ad a ¢

d ot
—MSE(T) =
da () n —

. (4da+2(n—1)(a—1)).

Questa funzione si annulla per a = :LT: Inoltre la derivata seconda rispetto ad a
d? ot

—MSE(T) =
da? (T) n—1

(4+2(n-1))

N sps . _ n—1 s . ..
e sempre positiva, per cul ¢ = g1 € un punto di minimo.

)+[ao?—c%]? = a?V(S2)+(a—1)%0"



3. Calcoliamo

n—1 o2 n—1 n-+1
P 259l =P ———--852>2) =P 2 =P (? 5) = 0.
(n+15"> > <n+1 — S2 > ) <an> — > (xp_1 >5.5) =0.789

(Nota: dalle tavole della chi quadrato il valore critico piu vicino a 5.5 € 5.07 che corrisponde
a una probabilita pari a 0.75)



Esercizio 3. Sia Xi,...,X, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione di
densita di probabilita
fx(x;0) = e, x>0, 0 >0,

con

1 1
E[X}—a V[X]—ﬁ.
Si consideri il sistema di ipotesi
Hy: 6 =0, Hy: 6=04, (00>01).

1. Verificare che la regione di accettazione del test di Neyman-Pearson risulta essere 'insieme

A={xy: T, <k}, k> 0.

2. Utilizzando la distribuzione asintotica di X,, verificare che il valore di k per il quale la
probabilita di errore di I specie del test di cui al punto 1) pari a « risulta essere

ko = — 4 21—y | —.
o 00+Zla neg

3. - Stabilire se, per un campione in cui la media campionaria pari a 1.5, I'ipotesi nulla viene
accettata o rifiutata, per a = 0.05.

- Determinare la potenza del test considerato, assumendo « = 0.05, g =2e 61 =1n =25

Svolgimento:

1. La funzione di verosimiglianza é:
L(0) = ghe O iz @,
Il rapporto tra le verosimiglianze e:

L(6o) _ (90>ne—(90—91)2?1xi
L(@l) 91

che ¢ funzione decrescente di Y ;" ; z; e quindi anche di Z,, da cui segue che la forma della
regione di accettazione e

A=A{x,: T, <k}, k> 0.

2. Per determinare k., fissiamo

1

k
—pPlz>2 %

B 1 1

Xn — % S k’a — %
1 1 1
n@% nGS n@%

a=P(R|§ = 0p) = P(Xp > kal0 = 00) = P

da cui segue che




3. -Sea=0.050p=2,n=25sihak, = %—1—1.65 ﬁ = 0.665. Poiché z,, = 1.5 > k, = 0.665
si rifiuta 'ipotesi nulla.

- La potenza del test, assumendo a@ = 0.05, g =2 e §; =1, n =25 ¢ pari a

_ 0.665 — 1
a=PRl0=0)=PXn,>kal0=0)=P 2> | =1-&(—1.675) = 0.953.
1
25



