Inferenza statistica — Esonero 1, Parte B2 — 6 aprile 2024

Cognome, nome e n. di matricola:

- Si corregge solo quanto riportato in questi fogli
- Gli studenti che hanno diritto alla riduzione del compito possono saltare i quesiti 5 e 7

Problema.
Sia X,, = (X1,...X,) un campione i.i.d. da una popolazione X con funzione di densita

273 1

Fx(:0) = T(0.5) x

1
exp{Q(logaclogG)z}7 zeR, 0#>0

1. Verificare se il modello per la singola osservazione X; appartiene alla classe delle famiglie esponenziali.

Risp.

fx(z;0) = ¢ x 2expf{—2(Inz)>— 1(Inf)? + Inzln} da cui si ottiene che h(z) = ¢ x 1 x

X
exp{—3(Inz)?}, T(z) = Inz, n(d) = In6, B() = —1(Ing)?. 1l modello & quindi una famiglia
esponenziale.

2. Determinare il modello statistico per I'n-pla campionaria X,, = (X1,...X,).

Risp.

Il modello & dato da {R",c" X H% xexp{—3>7" (Inz; —Ind)?}, 0 = R"’} .

3. Individuare una statistica sufficiente e minimale per il parametro 6 fornendo I'opportuna argomentazione.

Risp.

To(xn) = Y1 T(z;) = >, Inz; & statistica sufficiente minimale per il criterio di fattorizzazione.

~

4. Determinare la stima di massima verosimiglianza 6,,,(x,) in corrispondenza del seguente campione
osservato (x1 =4.2,z9 = 5.9, 23 = 35.1).

Risp.

L) = ¢ x exp{—3(In6)*+In67T,}. Quindi £(§) = ¢ — Z(In6)? + In#T,. Pertanto ¢'(§) =
—nlnbj + 4T, =0 < Inf = 1T, da cui si ottiene Oy = €7 20T — [H;;lxi]l/n. Sostituendo

i valori numerici si ottiene 6,,, = 9.5.

5. Verificare che 'informazione osservata di Fisher corrisponde alla seguente espressione:

Ioss = = “
emv(xn)z
Risp.
2 . o1 2 n
L00)=—5T, — 35 + "é‘;e. Si ha quindi che -5 /(6) = 5311, [T, — nj;l—” +n] = -

0=0m

6. Determinare I'espressione dell’insieme approssimato di verosimiglianza di livello ¢ per 6 (basato su
approssimazione normale di L(6;x,,)).

Risp.

L(h) = exp{—3(6 — §mv)21,385} e Ly = o kq[12%*]7/2 con k, = v/—2Ingq, e con Ormo € 1958
ottenuti nei punti che precedono.




7. Verificare se la seguente statistica

Sp=S(x1, .0y my) = chi

¢ sufficiente e minimale per 6.

Risp.

Poiche si ha S, = [[z; = €T, ed essendo la funzione esponenziale strettamente monotona, allora
S, € funzione biunivoca di T}, e quindi anch’essa statistica sufficiente minimale.




