CORSI DI INFERENZA STATISTICA — PRIMO ESONERO. 9 APRILE 2010
Tutti 1 Canali.

Cognome e Nome: Canale:

Esercizio 1
Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con legge di
probabilita:

fx(z;0) =P(X =2;0)= (z+1)(1 - 6)*6" 0<6<1 z=0,1,...

1. Per un generico campione osservato X, si ottenga la stima di massima verosimiglianza
Oyre per il parametro 6, verificando che il valore che azzera la derivata prima e
effettivamente un massimo.

2. Si determini il valore di Oy1p quando x,ss = (2,5,8,10,0,20,2,1).

3. Dato il campione osservato al punto 2. stabilire quale valore e preferibile tra 6, = %
(§ 92 = %

4. Assumendo che 6 = /H\MLE, si calcoli la probabilta dei seguenti eventi: X =0, X = 1.
Si calcoli infine la probabilita di osservare il campione di 3 elementi X3 = (0,1,0).

Svolgimento

1. La funzione di verosimiglianza e:
Ly, (0) =TT [ (25 + 1) (1= 0)2 0% ] = [T, (@i + 1) ] (1 — 0)> 6.
La funzione di log-verosimiglianza e:

0(0) =31 log(z; + 1) + 2nlog(l — 0) + >, x;log 0, con derivata prima

(0) = —12_719 + Zigl xi, che si azzera per —2n6 + (1 —60) Y ", z; = 0 e cio¢ per
0 = Qn%&% La derivata seconda della funzione di log-verosimiglianza ¢ data
i=1"1
da: ) >
n X
"(0) = — — == 2
() (1—06)2 02

per ogni valore di €, quindi 6 ¢ stima di massima verosimiglilanza.

48 48 3

2. Dato che n = 8, 2?21:48siha§MLE: 6+aS =61 = 1




Il valore 6, =

P(X

7 \ . LY . .
10 © il piu verosimile.

0;0=0) = (1-0)2 = @)2 P(X=10=0)=21-0)>20=2



Esercizio 2. Si consideri un campione casuale proveniente da una popolazione con legge di
probabilita:
fx(@;0)=00142)"3;, z>0  6>0,

1. Scrivere il modello statistico per il campione casuale X = (Xi,..., X,).

2. Verificare se il modello appartiene alla famiglia esponenziale ed identificare, se esiste,
una statistica sufficiente.

3. Determinare la funzione di verosimiglianza, il suo nucleo e I'espressione della stima di
massima verosimiglianza 0, per un generico campione osservato X,ss.

4. Ottenere 'espressione dell’informazione osservata di Fisher Z ((/9\ MLE)-

5. In corrispondenza ad un campione osservato di numerosita n = 50 e > log(1 + ;) =
106.6 calcolare il valore di Oy, di Zy,,, (OrLE) € scrivere 'approssimazione normale
per la funzione di verosimiglianza.

Svolgimento
L (7 = R 0) =TT [0+ )00 | = 00 T2, (1 ) 049, 0 = R, )
2. Dato che

1
Fr:0) =00+ = (s explogd — o1 )|
Ponendo h(x) = (1 + )Y, n(0) = -0, T(x) = log(z + 1) e B(f) = logb, si verifica
che la legge di probabilita della variabile di base appartiene alla famiglia esponenziale.
Una statistica sufficiente ¢ data da > T'(z;) =Y log(1 + ;)

3. La funzione di verosimiglianza e data da:

n

Ly,..(0) = m H(l + ;)77

n

Il suo nucleo & la funzione ¢(T(Xoss),0) = 0" [\, (1 + ;)~?. La funzione di log
verosimiglianza e la sua derivata prima sono: £(0) = nlogf — 0> "  log(l + x;) e
0(0) = 23" log(1+w;). Laderivata della funzione di log verosimiglianza si annulla

6

per % — > log(1+ z;) = 0 da questa equazione si ottiene 0= n

o log(l+ ;)]
e la stima di massima verosimiglianza, dato che la derivata seconda delle funzione di

log verosimiglianza ¢”(f) = —n/6? < 0 per tutti i valori di 6.

che

4. L’informazione osservata di Fisher ¢ data da:

[ log(1 + ;)]

n

:Z'-Xoss (9) = _6”<9)|9:§:




5. In corrispondenza al campione osservato si ottiene @\MLE = .90 _ 0.47 e I, (/9\) =

106.6 Xoss
(106.6)2
50

= 227.27. Quindi

Ly (0) & % exp{— 2272'27(9 - 0.47)2}.
™



CORSI DI INFERENZA STATISTICA — PRIMO ESONERO. 9 APRILE 2010.
* Tutti i Canali

Cognome e Nome: Canale:

Esercizio 1 Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
legge di probabilita:

fX(x;G):IP(X:x;H):%(m+1)(x+2)03(1—9)9” 0<f<1 z=01,...

1. Per un generico campione osservato X, si ottenga la stima di massima verosimiglianza
Ore per il parametro 6.

2. Si determini il valore di x5 quando X, = (3,1,0,1,2,2).

3. Dato il campione osservato al punto 2. stabilire quale valore e preferibile tra 6; = %
(§ 62 = é—g

4. Assumendo che 6 = éMLE, si calcoli la probabilta dei seguenti eventi: X =0, X =1
Si calcoli infine la probabilita di osservare il campione di 3 elementi x = (0, 1,0).

Svolgimento

1. La funzione di verosimiglianza e:

n

Ly, (0) = HB (i 4+1) (;+2) 6° (1—0)%]: {

(z;+1) (xi+2)} 273 (1—0)%=",

n

i=1

La funzione di log-verosimiglianza e:

00) = Z log(z; +1) + Zlog(xi +2) —nlog2+ 3nlogf + Z z;log(1 —0),
i=1

i=1 =1

con derivata prima ¢ (0) = 3771 — %iilg;)i, che si azzera per
3n(l—0)—0>" x; =0 e cioe per 0= ﬁz??:l% La derivata seconda della

funzione di log-verosimiglianza ¢ data da:

6//(6) — _Sn Zi:l Li < 0

62 (1—0)

per ogni valore di €, quindi 6 ¢ stima di massima verosimiglilanza.

1



3.

Il valore 0y =

30

e il piu verosimile.



Esercizio 2. Si consideri un campione casuale proveniente da una popolazione con legge di
probabilita:

x
20 2
fX(x§9)_0—269 x>0, 0>0
1. Scrivere il modello statistico per il campione casuale X = (Xi,..., X,).

2. Verificare se il modello appartiene alla famiglia esponenziale ed identificare, se esiste,
una statistica sufficiente.

3. Determinare la funzione di verosimiglianza, il suo nucleo e 1'espressione della stima di
massima verosimiglianza 6y, per un generico campione osservato X,.

4. Ottenere l'espressione dell’informazione osservata di Fisher Zy ((/9\ MLE)-

5. In corrispondenza ad un campione osservato di numerosita n = 100 e /Y ;' @7 =

29.01 calcolare il valore di gML g, di Z, (éMLE) e scrivere I'approssimazione normale

Xoss
per la funzione di verosimiglianza.

Svolgimento

1.

2. Dato che

x
2 T2 x?
f(z;0) = 7 © 0" — 2xexp{—210g6 — ﬁ}
Ponendo h(z) = 2z, n(f) = —072, T(z) = 2? e B(#) = —2logh, si verifica che la
legge di probabilita della variabile di base appartiene alla famiglia esponenziale. Una
statistica sufficiente & data da > T'(z;) = Y. a?

3. La funzione di verosimiglianza e data da:

" Z?:l 1%2

Ly,..(0) = [2” Hxll hne 0

=1

Il suo nucleo ¢ la funzione



La funzione di log verosimiglianza e la sua derivata prima sono:

i1 : 2n 2300, 4]
6(6):—2n10g9—T e 6(0):—7—1-9—3.
no2
La derivata della funzione di log verosimiglianza si annulla per —n + % = 0. Da

questa equazione si ottiene 0 = , che ¢ la stima di massima verosimiglianza,

Z?:l %2
n

dato che la derivata seconda delle funzione di log verosimiglianza calcolata in 6 = 0o

Y a?
n n 2n =1 -6 a7 —4> a2
é’/(‘g)lezé: e DR ‘9:67: a2/t T (% :c%:/n)4 <0.

4. L’informazione osservata di Fisher ¢ data da:

~ 4nt
— /" —
Ixoss (9) - _g (e)lgzr (Z :CZQ)3
5. In corrispondenza al campione osservato si ottiene /H\MLE = %81 =29e Ixoss(@\) =

_4-10' 67, Quindi
(29.012)3

0.67 0.67 2}

Ly (0)= expl ——=—(0 — 2.9) 5.
)= 2 exp{ <070 - 29



