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Esercizio 1. Si consideri un campione casuale X1, ..., X,, dove X; indica il tempo che un impiegato

di banca dedica a ciascun cliente, e si supponga che X; abbia distribuzione normale di parametri

u e o2, entrambi incogniti. Si consideri quindi un campione osservato di dimensione n = 16, per il

quale si ha Y0 2, =49.6 e > i, (z; — Tp)? = 2.56.

a) Verificare che le stime di massima verosimiglianza dei parametri incogniti sono pari a i = 3.10
minuti e 6 = 0.40 minuti.

b) Utilizzando le stime riportate al punto a), determinare la probabilita che il tempo dedicato
dall’impiegato a un singolo cliente sia superiore a 3 minuti.

¢) Utilizzando le stime riportate al punto a), determinare la probabilita che il tempo complessivo
dedicato a 10 clienti sia inferiore a 35 minuti.

Svolgimento.

a) Sappiamo che le stime di MV sono, in questo modello,

L 49.6 . 1 _ 2.56 .
M:$n:T6:3.10, Ug:n;(xi—wn)zz = 0 =0.40.

b) Indicando con Z la v.a. N(0,1) e con ®(-) la sua f. di ripartizione, si ha:

3—3.1
0.4

Pr(X > 3)=Pr (Z > ) =Pr(Z > —0.25) = 1-Pr(Z < —0.25) = 1—®(—0.25) ~ 0.6

¢) Xi,...,X, iid =Y, =3, X; ~ N(nu;no?) = (in questo caso) = N(31,10(0.4)?).
Quindi:
35 — 31

Pr(Y, <35)=Pr| 2 < ——
(Yo ) < 0.4y/10

) = Pr(Z < 3.17) = ®(3.17) ~ 0.99



Esercizio 2. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
distribuzione di probabilita

2
T

fx(z:0) = < >9$(1—9)2—$ r={0,1,2}, 0<6<1.

a) Verificare che
Ey[X] =260 Vo[ X] =260(1—0).
b) Determinare Fy[X,] e Vo[ X,].

¢) Determinare l’espressione della funzione di verosimiglianza del parametro 6, L(6;x,),
associata a un generico campione osservato, X,, individuare il nucleo della funzione di
verosimiglianza e, se esiste, una statistica sufficiente unidimensionale.

Svolgimento.
a) Siosservi che X;|6 ~ Bin(2,0) = Ep[X]= 20, Vo[X] =20(1 —6).
Per il calcolo esplicito si ha:
2 2 2 2
Eg[X] =) afx(z;6) =0x ( )00(1—0)2+1x ( )01(1—6)1+2x < )92(1—9)0 = ... =26,
= 0 1 2
e che

2
Bo[X?) = a?fx(a;0) = ... = 26 + 20,
x=0

da cui
Vol X] = Eg[X?] — (Ep[X])? = 20% + 20 — (20)* = 20(1 — 6).
b) Per le note proprieta di media e varianza campionarie per campioni casuali, si ha che
Ey[X,] = Ey[X] =20
e che

VolXa) = TVilx) = 201 o).

c¢) Siha L(0;x,) = [H?Zl (2)] 02i=1%i (1 — 9)2n—2i=1 % Pertanto:

T

L(0;x,) = h(x,)9(T(x5);0), dove h(x,)= H <2>, 9(T(xy);0) = g (xn) g2n—T(xn)

T
i=1 7t

In base al criterio di fattorizzazione si ha quindi che T'(x,) = > | z; & statistica sufficiente
unidimensionale.



Esercizio 3. Con riferimento al precedente esercizio, si consideri un campione osservato di n = 20
osservazioni, tale che x(;) = x@9) = ... =24 =0, 15 =206) = 1, Ta7) = ... = T(20) = 2.

a) Determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.

b) Determinare il valore dell’informazione osservata, I2°, e l'espressione dell’approssimazione

normale, Ly (0;x,), per la funzione di verosimiglianza relativa.

¢) Determinare I'insieme di verosimiglianza di livello ¢ = 0.85, utilizzando I’approssimazione
normale ottenuta al punto precedente.

d) Sulla base dei precedenti risultati, come & possibile stimare la quantita, Ey[X,,]?

Svolgimento.

2)

d . d ¢ - disimi 2n— 3w
delnL(@,xn):de[;l‘ilnﬂ—i-@n—;xi)ln(l—0)]: e

Uguagliando a zero e risolvendo rispetto a 6 si trova

_ i Ti _ _
esm’u(xn) = on = 10/40 = 1/4,

che ¢ punto di massimo in quanto la derivata seconda di In L(;x,,) ¢ negativa V6.

b) Poiche
B _di[Z?:l T -3 Ziy _ DT 2N =) T
- dert 0 1-6 e 1-6)2
Si ha
d? St iw 2n—>" 10  40—10 640
1% = ——— InL(0;x,) |,_; ==& e =—.
n d92 n ( ;X ) |0:93m11 egmy (1 _ Qsmv)Q 1/16 + 9/16 3
Quindi

L (6:%0) = exp{—%(@ —1/4)2(640/3)}.
c¢) Poiche y/—21n(0.85) = 0.57, si ha
Ly(xn) = [1/4 — 0.57+/3/640,1/4 + 0.57/3/640] = [0.211,0.289].

d) Ep[X] = [20] = 2040 (xn) = 1/2.



