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I PARTE: VARIABILI ALEATORIE, VEROSIMIGLIANZA E SUFFICIENZA

VARIABILI ALEATORIE

Esercizio 1. Un rappresentante percorre frequentemente in automobile il tratto tra New York e
Boston. Si ipotizza che il tempo di percorrenza sia una variabile aleatoria con distribuzione normale
di valore atteso 4.3 ore e varianza pari a 0.22 ore. Determinare la probabilita che un viaggio del
rappresentante duri

a) piu di 4.5 ore;

b) meno di 4 ore.

Esercizio 2. Un quiz e costituito da dieci domande a risposta multipla. Per ciascuna domanda
sono previste 3 risposte, di cui solamente una ¢ esatta. Per superare il test € necessario rispon-
dere correttamente ad almeno sei domande. Supponendo di scegliere a caso le risposte a tutte le
domande,

a) determinare la probabilita di superare il test;
b) stabilire se la probabilita di rispondere esattamente a tutte le domande del test ¢ superiore
alla probabilita di sbagliare tutte le risposte.

Esercizio 3. Si consideri un campione di 16 persone che soffrono di emicrania. Supponendo di
utilizzare su questi pazienti un farmaco che, in base alla ricerca, si ritiene efficace nell’ 80% dei casi,
determinare:

a) la probabilita che abbia effetto su tutte le unita del campione;

b) la probabilita che il farmaco sia efficace su almeno 14 pazienti del campione;

¢) il numero medio di pazienti del campione che ci si aspetta trovino giovamento dall’uso del
farmaco.

d) Supponendo di somministrare il farmaco ad una popolazione di 1000 soggetti, determinare
la probabilita che questo abbia effetto su almeno 750 individui.

Esercizio 4. Il tasso di guarigione garantito da un farmaco per una determinata malattia e pari
al 70%.

a) Qual ¢ la probabilita che, su 10 pazienti curati con il farmaco considerato, pitt di 8 guariscano?
b) Qual & il numero medio di pazienti per i quali ci si aspetta la guarigione?

Esercizio 5. Il 65% dei laureati di una facoltd viene assunto entro un anno dalla laurea. Suppo-
nendo di considerare n = 9 laureati della facolta in esame, determinare:

a) il numero medio di laureati assunti entro un anno;

b) la probabilita che almeno cinque di questi trovino lavoro entro un anno;

¢) la probabilita che al pit due di questi trovi lavoro entro un anno.

Esercizio 6. Una variabile statistica X ha distribuzione normale di valore atteso p e varianza o2

incognite. Determinare il valore di p e o sapendo che la probabilita che X assuma valori minori di
245 ¢ pari a 0.33, e che la probabilita che X assuma valori superiori a 260 & pari a 0.48.

Esercizio 7. 11 2,35 per cento delle persone adulte di un collettivo ¢ mancina. Determinare la
probabilita che, su una scolaresca di 120 studenti, ne siano mancini

LGli esercizi contrassegnati dall’asterisco si riferiscono a prove di esame assegnate negli scorsi anni accademici.



(a) 3;
(b) almeno 3;
(c) al massimo 3.

Esercizio 8*%. In una indagine del 1994, il Census Bureau degli U.S.A. ha stabilito che il 70%
dei cittadini americani aveva stipulato un contratto di assicurazione sanitaria privata. Sulla base
di tale valutazione, qual era in quell’anno la probabilita che, su n = 5 cittadini scelti casualmente,
al piu 2 avessero il contratto?

Esercizio 9*. In una indagine del 1994, il Census Bureau degli U.S.A. ha stabilito che il 30% dei
cittadini americani non aveva stipulato un contratto di assicurazione sanitaria privata. Sulla base
di tale valutazione, qual era in quell’anno la probabilita che, su n = 5 cittadini scelti casualmente,
almeno 3 persone non avessero il contratto?

Esercizio 10*. Da un’indagine demografica condotta dal Census Bureau statunitense, risulta che
il 9.96 % dei cittadini americani di eta superiore a 18 anni ¢ di origine ispanica. Si consideri un
campione casuale di n = 1200 cittadini americani e determinare

a) il numero medio di cittadini ispanici in un campione di tale ampiezza,

b) la probabilita che di un campione di tale ampiezza facciano parte meno di 100 cittadini
ispanici.

CAMPIONI CASUALI, STATISTICHE CAMPIONARIE E PROPRIETA

Esercizio 1. Sia Xi,..., X, un campione casuale da una popolazione di Poisson di parametro
incognito . Determinare (in funzione di €) la probabilita di osservare il seguente campione di

dimensione n = 5:
xn, = (2,3,1,5,5).

Che valore assume la probabilita considerata se 8 = 27 E se invece 6 = 37

Esercizio 2. Sia X1,..., X, un campione casuale da una popolazione di esponenziale di parametro
incognito 6. Determinare la funzione di densita congiunta (in funzione di ) in corrispondenza del
seguente campione di dimensione n = 5:

Xn = (1.12,0.88,0.13,0.42, 0.36).

Che valore assume la densita congiunta se si assume 8 = 0.57 E se invece si assume 6 = 17

Esercizio 3. La temperatura alla quale un termostato scatta ha distribuzione normale con varianza
o2. Supponendo di effettuare n = 5 controlli di qualita, calcolare
2
a) P(% <1.8);
2
b) P(0.85 < % < 1.15),
dove S2 reppresenta la varianza campionaria corretta del campione relativo alle 5 prove effettuate.

Esercizio 4. Il tempo di vita di un certo componente elettrico € una v.a. con valore atteso
i = 100 e deviazione standard o = 20. Se si provano n = 16 componenti di questo tipo (tra loro
indipendenti), quanto vale approssimativamente la probabilita che la media campionaria delle loro
durate di vita sia

a) minore di 104;

b) compresa tra 98 e 104.

Esercizio 5. In una azienda, si suppone che il numero di ore di straordinario degli impiegati in
un mese sia una v.a. con valore atteso y = 5.75 ore e deviazione standard o = 0.48 ore. Se si



considera un campione casuale di n = 36 impiegati, qual ¢ la probabilita che le ore complessive del
loro lavoro straordinario sia compreso tra 202 e 210 ore?

Esercizio 6. Sia X una v.a. discreta con la seguente distribuzione:

Si determini, nel caso di un campione casuale di dimensione n = 2, la distribuzione della media
campionaria, X. Si calcoli quindi il valore atteso e la varianza della v.a. X.

Esercizio 7*. Si suppone che il numero di telefonate che un operatore di un grande centralino
riceve in un’ora del giorno sia una variabile aleatoria di Poisson di parametro # = 12. Considerato
un campione casuale X, ..., X, di n = 100 operatori, determinare la probabilita (approssimazione)
che il numero complessivo Y = Z}S{ X; di telefonate a cui rispondono i 100 operatori in un’ora sia
compreso tra 1150 e 1280 telefonate.

(Sugg.: ricordare che per una v.a. X con distribuzione di Poisson di parametro 6, si ha che

E(X) = V(X) = 0).

Esercizio 8*. Si suppone che il numero di clienti che si presentano a uno sportello di una grande
banca in un giorno dell’anno sia una variabile aleatoria di Poisson di parametro # = 30. Considerato
un campione casuale Xi,..., X, di n = 40 sportelli, determinare la probabilita (approssimazione)
che il numero complessivo Y = Z?ﬂl X; di clienti serviti dai 40 sportelli in un giorno sia compreso
tra 1180 e 1270.

(Sugg.: ricordare che per una v.a. X con distribuzione di Poisson di parametro 6, si ha che
E(X)=V(X) =190).

Esercizio 9%. Si consideri un campione casuale di n = 4 osservazioni provenienti da una
distribuzione normale di parametri i = 8 e 02 = 8. Date le tre statistiche campionarie:

_ 1 . 1, 3
Ti(X,) =X, Ta(X,)=5%= — d(Xi-Xn)? (X)) = 1 Xn 1s};,
i=1

calcolarne il valore atteso e la varianza.
(Sugg. Ricordare che se una v.a. Y ~ x2, si ha che E[Y] = v e che V[Y] = 2v)

Esercizio 10* Sia Xi,..., X, un campione casuale tale che, Vi =1,...,n,
Lo

a) Determinare valore atteso e varianza delle variabili aleatorie %X’n e 2X; +2X,, — 3.
b) Determinare I’approssimazione asintotica per la distribuzione di X,.

c¢) Supponendo che § = 2 e n = 25, determinare la probabilita (approssimazione) che la v.a. X,
assuma valori nell’intervallo (2,2.4).

Esercizio 11*. Sia Xi,..., X, un campione casuale tale che, Vi =1,...,n,
0 0
EX)|=—— VX = —++—.
A= o VRIS Gy

a) Determinare valore atteso e varianza delle variabili aleatorie X,, e 2> | X; — 3.
b) Determinare I’approssimazione asintotica per la distribuzione di X,.

c) S_upponendo che §# = 0.2 e n = 25, determinare la probabilita (approssimazione) che la v.a.
X, assuma valori nell’intervallo (1/2,1).



Esercizio 12*. Sia X1, X, ..., X,, un campione casuale proveniente da una popolazione di Poisson
di parametro 6§ = 0.1.

a) Determinare la distribuzione esatta e 'approssimazione normale per la statistica campionaria
U,=2Y,—3,dove Y,, =" | X;.

b) Determinare la probabilita che U,, assuma valori positivi, considerando n = 20.

VEROSIMIGLIANZA E SUFFICIENZA

Esercizio 1. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione N(0, §) (qui 0
rappresenta la varianza incognita della v.a.). Supponendo di avere osservato il seguente campione
di 10 osservazioni:

X = (2.52,0.76,1.55,0.98, 4.03,0.09, —2.27, 1.67, —0.54, —0.27),
a) scrivere la funzione di verosimiglianza, L(6;x,,), del parametro 6;
b) determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.

c¢) In base al campione osservato, risulta maggiormente verosimile per 6 il valore ; = 3 0 62 = 57

Esercizio 2. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
funzione di densita
6 f
fX(x;H):W, x>e, 6>0.

a) Scrivere la funzione di verosimiglianza, L(6;x,,), del parametro 6.

b) Verificare analiticamente che lo stimatore di massima verosimiglianza di 6 risulta essere:

n

P
Soiilnz, —n

c¢) Supponendo di avere osservato il seguente campione x,, di n = 10 osservazioni:
3.595 5.048 3.410 3.288 5.585 4.429 3.691 4.372 4.044 5.986,

determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.

Esercizio 3. Sia Xi,..., X, un campione casuale da una popolazione con funzione di densita
fx(@;0) =e ") I(@) g 40c),  0>0.

Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza di 6.

Esercizio 4. Si consideri un campione casuale da una distribuzione di Poisson di parametro
incognito #. Supponendo di avere osservato un campione di dimensione n = 10, tale che la somma
dei valori osservati sia pari a 28, stabilire quale tra i seguenti e il valore piu verosimile per il

parametro incognito 6:
01 =2, 6=3, 0O3=4.

Esercizio 5*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
funzione di densita
. —0x?
Ix(x;0) =20 2 77" I1g 100)(7), 6> 0.

In corrispondenza di un generico campione osservato x,, = (z1,...,Zp),



a) scrivere la funzione di verosimiglianza, L(0;x,), del parametro 6;
b) individuare il nucleo della funzione L(#;x,) e una statistica sufficiente per il modello;

c) verificare analiticamente che lo stima di massima verosimiglianza di  risulta essere:

~ n

0(xn) = A
=1 %1

Esercizio 6*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
funzione di densita

2 _a?
fx(z;0) = gTe ’ I(0 400) (), 6> 0.
In corrispondenza di un generico campione osservato x, = (x1,...,Zy),

a) scrivere la funzione di verosimiglianza, L(0;x,), del parametro 6;
b) individuare il nucleo della funzione L(#;x,) e una statistica sufficiente per il modello;

c) verificare analiticamente che lo stima di massima verosimiglianza di 6 risulta essere:

no 2
A i1 T;
0(xn) = Zlnl .

Esercizio 7*. Sia X una variabile aleatoria con funzione di densita

42 22
m e 602 I(O,—‘roo)(x) g > 0.

a) Determinare una statistica sufficiente.

fx(x;0) =

b) Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza per 6.

Esercizio 8*. Siax, = (3,4,2,7,4,5,8,1,0,0) un campione casuale dalla popolazione con funzione
di massa di probabilita

x

fX(:L";H):e_eg—' z=0,1,2,... 0>0.
x!

a) Calcolare la stima di massima verosimiglianza del parametro 6;

b) Calcolare la probabilita dell’evento {X; = 0} e, osservando che si tratta di una funzione del
parametro incognito 0, calcolare la stima di massima verosimiglianza di tale quantita.

Esercizio 9*. Sia X,, = (Xi,...,X,) un campione casuale dalla popolazione con funzione di
densita
2x
fx(@f) =25  0<z<6  6>0.

a) Calcolare Ey(X), dove X = 3" | X;/n indica la media campionaria.

b) Determinare la funzione di verosimiglianza e lo stimatore di massima verosimiglianza del
parametro 6.

Esercizio 10%*. Sia Xi,...,X, un campione casuale da una popolazione X con funzione di
densita
fx(z:0) =26 273 I 19,00 (), 6 > 0.



a) Scrivere la funzione di verosimiglianza di § per un campione osservato x,.
b) Determinare, se esiste, una statistica sufficiente per 6.

¢) Determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.

Esercizio 11. Sia X,, = (X1,...,X,) un campione casuale dalla popolazione con distribuzione di
probabilita
T
Fx(z:0,a) = (ot 2) 0°(1—60)*, 2=0,1,2,..., 0€(0,1), a>0.

I'(z+ 1) («)
Assumendo che « sia una quantita nota, si determini, se esiste, una statistica sufficiente.

Esercizio 12*. Con riferimento all’esercizio precedente, si supponga che o = 1 e si consideri il
campione
x, = (3,2,7,3,5).

a) Determinare la funzione di verosimiglianza di 6 per il campione considerato.
b) Determinare la stima di verosimiglianza per il parametro 6;

c) Verificare se, alla luce dei dati osservati, risulta pitt verosimile per 6 il valore §; = 0.3 oppure
il valore 65 = 0.6.

Esercizio 13. Sia X,, = (Xi,...,X,) un campione casuale dalla popolazione con funzione di

densita 5
xr
fx(@0) =5 <1 - 5) Ipg(z),  6>0.

a) Determinare la funzione di verosimiglianza.

b) Verificare che Ey(X) = g.
Esercizio 14. In un processo di controllo di qualita emerge che, su 371 pezzi controllati, 18 sono
difettosi. Trattando il campione considerato come una realizzazione di un campione casuale,

a) determinare la funzione di verosimiglianza;

b) calcolare il valore della stima di massima verosimiglianza di p, proporzione dei pezzi difettosi
nella popolazione da cui proviene il campione.

Esercizio 15*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
funzione di densita

1 ;1 1
fx(x;0) = E 0! > eXp{—ﬁ(lnﬂf -3)%} T(0,400) (@), 6> 0.
In corrispondenza di un generico campione osservato x, = (x1,...,Zy),

a) determinare ’espressione la funzione di verosimiglianza, L(0;x,,), del parametro 6;

determinare la stima di massima verosimiglianza di 6;

)
b) individuare il nucleo della funzione L(#;x,,) e una statistica sufficiente per il modello;
c)

)

d

calcolare il valore della stima di massima verosimiglianza per il seguente campione di dimen-

sione n = 3: x3 = (e!, €2, e?).



Esercizio 16*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale dalla popolazione con funzione di densita:
fx(z;0)=02z"0D 2> 1 >0,

e sia X, un generico campione osservato.

a) Determinare la funzione di verosimiglianza di 6 e indicarne il nucleo.

b) Verificare che Tp(X,) = [, X; ¢ una statistica sufficiente.

¢) Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza di 0, T7(X,,).

d) Per il campione di n = 3 osservazioni x3 = (2,2, 3), calcolare la stima di massima verosimi-

glianza di 8 e verificare quale, tra i valori 6y = 2 e #; = 3 risulta pilu verosimile.

e) Determinare la stima di massima verosimiglianza di h(6) = /() + 1.

Esercizio 17*. Sia X1,..., X, un campione casuale dalla popolazione con distribuzione di proba-
bilita:
o\ 1!
reo)=(3) a0t s-cn01 e,

Determinare la funzione di verosimiglianza di 8 e indicarne il nucleo.
Determinare una statistica sufficiente.

)
)

c¢) Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza di 6.
)

d) Per il campione di n = 3 osservazioni x3 = (—1,—1,0), calcolare la stima di massima
verosimiglianza di 6 e verificare quale, tra i valori 8y = 0.5 e #; = 0.6 risulta piu verosimile.
e) Calcolare la stima di massima verosimiglianza di h(6) = /6.
Esercizio 18. Sia Xq,..., X, un campione casuale da una popolazione di Poisson di parametro 6.

Per un generico campione osservato x,,, si determini
a) la funzione di verosimiglianza relativa, L(6;xy,);

b) linformazione osservata di Fisher, I9°%;

)
)
)
)

c¢) Papprossimazione normale di L(6;xy,);
d) l'insieme di verosimiglianza di livello ¢, utilizzando 'approssimazione normale di cui al punto
precedente.
Esercizio 19*. Si consideri un campione casuale Xi,...,X,, dove X; indica il tempo che un

impiegato di banca dedica a ciascun cliente, e si supponga che X; abbia distribuzione normale di
parametri j e o2, entrambi incogniti. Si consideri quindi un campione osservato di dimensione
n = 16, per il quale si ha > i ; =49.6 e > | (v; — Tp)* = 2.56.

a) Verificare che le stime di massima verosimiglianza dei parametri incogniti sono pari a i = 3.10
minuti e 6 = 0.40 minuti.

b) Utilizzando le stime riportate al punto a), determinare la probabilita che il tempo dedicato
dall’impiegato a un singolo cliente sia superiore a 3 minuti.

c¢) Utilizzando le stime riportate al punto a), determinare la probabilita che il tempo complessivo
dedicato a 10 clienti sia inferiore a 35 minuti.



Esercizio 20*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
distribuzione di probabilita

2
T

Ix(z;0) = < >9$(1—9)2—$ r ={0,1,2}, 0<fh<1.

a) Verificare che
Ey[X] =260 Vo[ X] =26(1—0).
b) Determinare Fy[X,] e Vo[ X,].

c¢) Determinare 'espressione della funzione di verosimiglianza del parametro 0, L(6; x,,), associa-
ta a un generico campione osservato, x,, individuare il nucleo della funzione di verosimiglianza
e, se esiste, una statistica sufficiente unidimensionale.

Esercizio 21*. Con riferimento al precedente esercizio, si consideri un campione osservato di n =
20 osservazioni, tale che x(1y =x9) = ... =x14) =0, (15 = 2(16) = 1, T17) = ... = T20) = 2.

a) Determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.

b) Determinare il valore dell’informazione osservata, 12°°, e l'espressione dell’approssimazione
normale, Ly (0;x,), per la funzione di verosimiglianza relativa.

¢) Determinare 'insieme di verosimiglianza di livello ¢ = 0.85, utilizzando 'approssimazione
normale ottenuta al punto precedente.

d) Sulla base dei precedenti risultati, come & possibile stimare la quantita Eg[X,,]?

Esercizio 22*. Si suppone che la durata di funzionamento (X, in decine ore) di una popolazione
di macchinari prodotti da una fabbrica sia una v.a. di Weibull con funzione di densita

fX(x;9)229$e_0’”2, x>0, 6> 0.

In un esperimento si ¢ riscontrato che, per n = 100 pezzi esaminati, la somma del quadrato dei
tempi di durata e pari a 25.5 (decine di ore). Sulla base del campione osservato,

a) Determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.

b) Determinare una stima per intervallo per , utilizzando 'insieme di verosimiglianza appros-
simato di livello ¢ = 0.147.

Esercizio 23*. Sia X1,... X, un campione casuale proveniente da una popolazione con distribu-
zione uniforme nell’intervallo (6,26), con parametro incognito 6 e funzione di densita

1
fx(z;0) = 51(0,20)(55), 0> 0.

a) Verificare che

3 6?2
Ey[X] = 26, Vilx] = 2.

b) Verificare (giustificando tutte le affermazioni) che 1’approssimazione normale della distribu-
zione campionaria della v.a. media campionaria, X,,, risulta essere N (%0, %)

c¢) Sulla base del precedente punto, determinare la probabilitd che la v.a. X, assuma valori

superiori a %9, ponendo 0 = 2 e n = 48.



d) Verificare che, per il modello considerato, una statistica sufficiente & rappresentata dal vettore
(x(l),m(n)), ovvero dalla coppia costituita dal minimo e massimo dei valori campionari.

Esercizio 24*. Sia X1,..., X, un campione casuale proveniente da una popolazione geometrica 2

di parametro incognito #, la cui funzione di massa di probabilita é:
fx(z;:0) =0(1 — 0)*~1, r=1,2,...; 6 < (0,1).

a) Determinare la funzione di verosimiglianza di € associata a un generico campione osservato e
una statistica sufficiente per il modello.

b) Determinare la stima di massima verosimiglianza di 6.
c¢) Verificare che la famiglia delle distribuzioni geometriche costituisce una famiglia esponenziale.

d) In un campione di n = 5 osservazioni, si e rilevato che x; =3, x9 =5, x3 =1, x4 =2, x5 = 4.
Utilizzando la stima di massima verosimiglianza di 6, determinare la probabilita che la v.a.
X assuma valori maggiori di 3.

Esercizio 25*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
distribuzione di probabilita:

T

1
fX(x;H)—m:cexp{—H}, 6 >0, x> 0.

a) Scrivere il modello statistico probabilistico e verificare che fx(z;0) appartiene alla famiglia
esponenziale.

) Determinare la funzione di verosimiglianza L, (0).
) Ottenere, se esiste, una statistica sufficiente per 6.
d) Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza per 6.

Determinare ’espressione dell’informazione osservata di Fisher.

Esercizio 26*. Sia

Xoss = (0.56,0.47,0.30, 0.60,0.22,0.41,0.76, 0.38, 0.08, 0.29, 0.57,0.97,0.81, 0.87, 0.36,
0.20,1.27,0.20,1.38,1.12,0.46,0.52,1.17,0.32,0.21,0.61,0.61, 1.47,0.64, 0.08)

Un campione di numerosita n = 30 estratto da una popolazione distribuita come la variabile
aleatoria X dell’esercizio precedente. Si ha che Y"1 jz; = 17.91, (X0 2;)? = 320.77, (31 x:)® =
5744.96.

Si determini
a) Il valore della stima di massima verosimiglianza émv.
b) Il valore dell’informazione osservata di Fisher.

c¢) L’intervallo di verosimiglianza approssimato di livello ¢ = 0.146.

*La v.a. aleatoria geometrica viene utilizzata per descrivere il numero (aleatorio) minimo di prove, ciascuna
con possibile esito di tipo successo o insuccesso, da effettuare per osservare un successo. Si noti infatti che la v.a.
geometrica assume valori nei numeri naturali e che il valore minimo che puo assumere € pari a 1.



d) Il valore approssimato della seguente probabilita, utilizzando il valore calcolato di 6,,, e
tenendo conto che la variabile aleatoria X ha media E[X] = 20 e varianza V[X] = 262,

P <§:Xl < 10> .
i=1

Esercizio 27*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
distribuzione di probabilita:

3 2 3
fx(z;0) = e—i exp{—;} con >0, 6>0.
1. Scrivere il modello statistico probabilistico per il campione casuale X = (Xi,...X,) e

verificare se fx(x;0) appartiene alla famiglia esponenziale.

2. Scrivere la funzione di verosimiglianza Ly, . (6) ed ottenere una statistica sufficiente per 6.
Spiegare se la statistica sufficiente ottenuta & anche minimale.

3. Determinare la stima di massima verosimiglianza 6,7, per 6 e 'informazione osservata di

Fisher 7 (éM k). Calcolare il loro valore per il campione osservato X,ss = (4,6, 7).

Esercizio 28*. Si consideri una variabile aleatoria X con distribuzione di probabilita
fx(z;0)=260e72%% >0, 6>0

1. Scrivere il modello statistico probabilistico e verificare che fx(z;6) appartiene alla famiglia
esponenziale.

2. Dato un campione casuale di n osservazioni proveniente da fx (x; ), determinare gli stimatori
di massima verosimiglianza per 6 e per v = 2/6. Ottenere le stime di massima verosimiglianza
per 6 e per ~ sapendo che in un campione osservato di dimensione n = 150 si & ottenuto
o x; = 1500.

3. Determinare I’espressione dell’informazione osservata di Fisher ed il valore ottenuto in corri-
spondenza del campione osservato al punto 3.

Esercizio 29%*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con legge
di probabilita:

fX(:B;H):P(X:x;G):(m+1)(l—9)20$ 0<6<1 x=0,1,...

1. Per un generico campione osservato X, si ottenga la stima di massima verosimiglianza 0y;1.g
per il parametro 6, verificando che il valore che azzera la derivata prima e effettivamente un
massimo.

2. Si determini il valore di 0.5 quando Xess = (2,5,8,10,0,20,2,1).

3. Dato il campione osservato al punto 2. stabilire quale valore ¢ preferibile tra 6; = % e
-8
0y = 10°
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4. Assumendo che 6 = éMLE, si calcoli la probabilta dei seguenti eventi: X =0, X = 1. Si
calcoli infine la probabilita di osservare il campione di 3 elementi X3 = (0,1,0).

Esercizio 30*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con legge
di probabilita:

fX(x;e):P(X:x;e):%(x+1)(x+2)93(1_9)x 0<0<1 2=01,..

1. Per un generico campione osservato X,ss si ottenga la stima di massima verosimiglianza 0,15
per il parametro 6.

2. Si determini il valore di 0y quando x5 = (3,1,0,1,2,2).

3. Dato il campione osservato al punto 2. stabilire quale valore ¢ preferibile tra 6, = % e
_ 17
0y = 30

4. Assumendo che 0 = éMLE, si calcoli la probabilta dei seguenti eventi: X =0, X = 1. Si
calcoli infine la probabilita di osservare il campione di 3 elementi x = (0, 1,0).

Esercizio 31*. Si consideri un campione casuale proveniente da una popolazione con legge di
probabilita:
Fx(z;0) = 0(1 + z)~(+0). x>0, 6 >0,

1. Scrivere il modello statistico per il campione casuale X = (X,..., X},).

2. Verificare se il modello appartiene alla famiglia esponenziale ed identificare, se esiste, una
statistica sufficiente.

3. Determinare la funzione di verosimiglianza, il suo nucleo e I’espressione della stima di massima
verosimiglianza 0y per un generico campione osservato Xoss-

4. Ottenere l'espressione dell'informazione osservata di Fisher Zy, . (Oy15).-

5. In corrispondenza ad un campione osservato di numerosita n = 50 e > log(1 + z;) = 106.6
calcolare il valore di Oy, di Zx, .. (OrrLE) € scrivere 'approssimazione normale per la funzione
di verosimiglianza.

Esercizio 32%*. Si consideri un campione casuale proveniente da una popolazione con legge di
probabilita:

72
2 T2
fX(a:;G):ﬁe‘g >0, 0>0
1. Scrivere il modello statistico per il campione casuale X = (X1,...,X,,).

2. Verificare se il modello appartiene alla famiglia esponenziale ed identificare, se esiste, una
statistica sufficiente.

3. Determinare la funzione di verosimiglianza, il suo nucleo e I’espressione della stima di massima
verosimiglianza #y;7,r per un generico campione osservato Xgss.

4. Ottenere 'espressione dell’informazione osservata di Fisher Zy (é MLE)-

5. In corrispondenza ad un campione osservato di numerositdh n = 100 e /> ", mZQ = 29.01

calcolare il valore di Oy g, di Zx, .. (OrnE) € scrivere approssimazione normale per la funzione

Xoss
di verosimiglianza.
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SOLUZIONI

VARIABILI ALEATORIE NORMALI E BINOMIALI

Esercizio 1. X ~ N(4.3,0.2%)
(a) Pr{X > 4.5} = Pr{Z > 4313} = 1 — Fy(1) = 0.16
(b) Pr{X <4} = - = Fy(~1.5) = 1 — F4(1.5) = 0.067
Esercizio 2. S = Y;°, X; ~ Binom(10, 6)
a) P(S > 6) = 3,7 (V)6 (1 - 6)1".
b) P(S = 10) = 010,
c) P(S =0) = (1 —6)'. Inoltre: 019 > (1-0)° =0 >1/2.
Esercizio 3. py = 0.8; pgp = 0.7.
a) S =Y X; ~ Binom(n = 16,0 = 0.8); P(S = 10) = 0.8'6 = 0.028.
b) P(S > 14) = 37,5, (17)(0.8)(0.2)15".
c) E(S) =npa =12.8.
Esercizio 4. Se X ~ Bernoulli(0.7); il numero di pazienti che guariscono ¢ S = Zﬁgl X; ~
Binom(n = 10,0.7).
(a) Pr{S > 8} = P{S = 9} + P{S = 10} ~ 0.121 + 0.028 = 0.149.
(b) E(S)=10-0.7=T1.

Esercizio 5. Numero di laureati assunti S ~ Binom(n = 9,0.65)
(a) E(S) =nf =9-0.65 = 5.85

(b) Pr{S >5} =37 _(?)(0.65)"(0.35)"" ~ 0.83.

(c) Pr{S <2} =-.-~0.011.

Esercizio 6.
X— 245— 245— . . 245—
Pr{X <245} = Pr{=>F < =L} = Fz(=2*) = 0.33 = Fz(—0.44) quindi = = —0.44
Pri{X > 260} = Pr{2t > 2001} — 1 _ [,(201) = (.48
quindi Fyy (22=£) = 0.52 = F2(0.06) e 29— — (.06.

o o -

Risolvendo otteniamo p = 258.5 e o = 30.5.

Esercizio 7. Il numero di mancini nel campione ha distribuzione binomiale di parametri n =
120, P = 0.0235. Le probabilita richieste sono 0.23, 0.54, 0.69.

Esercizio 8. Il numero di cittadini nel campione che ha assicurazione sanitaria ha distribuzione
binomiale di parametri n =5, P = 0.7. La probabilita richiesta e 0.163.

Esercizio 9. E esattamente la stessa dell’esercizio precedente.

Esercizio 10. X; = etnia cittadino i-esimo campionario (1=ispanico, 0=non ispanico);
Y, =31, X; = numero di cittadini ispanici nel campione;
6 = 0.0996
X;|0 ~ Ber(0), Y,|0 ~ Binom(n, 6).
a) FylY,] = nf = (1200) * (0.096) = 119.52.

b) Utilizzando I’approssimazione normale della distribuzione binomiale e ricordando che Vy(Y,,) =
nf(1 — 0) si ottiene

P(Y, < 100) ~ P(Z < (100 — 119.52)/v/107.64) = &(—1.88) = 0.03,

dove ®(-) indica la funzione di ripartizione della v.a. normale standardizzata (Z).
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CAMPIONI CASUALI, STATISTICHE CAMPIONARIE E PROPRIETA

Esercizio 1.

92;’:1 z; o —50 §16,—50

fX1,“',X5 (wla T ,1‘5)9) = W QUindi fX1,"',X5 (2,37 17 5’ 5; 0) = 172800

316

30 =~ 0.000076.

per 6 = 2 la probabilita e 172(;200 =~ (0.000017 mentre per 6 = 3 si ha =55

Esercizio 2. .
FXpm xs (1, w5, 0) = 0O 0 2iz1 % quindi fy, .. x,(1.12,0.88,0.13,0.42,0.36;0) = %~ 2919,
Per 6 = 0.5 vale 0.0073 mentre per 8 = 1 vale 0.054.

w , sappiamo che W ~ Xn ;- Poiché n =5, W = —2 ~

Esercizio 3. Se indichiamo con W =
XZ 2 2
Pr{%; <18} = Pr{%; <72} = F3(7.2) ~ 0.87.

Esercizio 4. Usiamo 'approssimazione normale alla distribuzione della media campionaria X ~

N(100,2%).
Pri{X <104} = Pr{Z < %50} = F7(0.8) ~ 0.79.

Esercizio 5. La popolazione ha distribuzione incognita, ma con valore atteso u = 5.75 e varianza
2 = 0.482. Per n sufficientemente grande, X ~ N(u,0?/n), quindi la somma > X; = nX ~
N(nu,no?). Nel nostro caso Y X; ~ N(207,8.2944).
Pr{202 <> X; <210} = Pr{222%7 < 7 < 20207} — F/(1.04) — F5(—1.74) ~ 0.809.
Esercizio 6. E(X) = E(X) = 1.3 e V(X) = Y& — 061 _ (305,
La tabella di sinistra contiene tutti i campioni possibili, con la probabilita e la media campionaria
corrispondente, la tabella di destra riassume la distribuzione della media campionaria.

(r1,22) | Pr | T
0,00 |004]0
0,1) | 0.06| 0.5 z | Pr
02) |o0.10]1 0 |o0.04
(1,0) | 0.06 |05 0.5 | 0.12
(1,1) | 0.09 |1 1 [0.29
(1,2) |0.15|15 0.5 | 0.30
(2,0) | 0101 2 | 0.25
2,1) |05/ 15
(2,2) | 0252

Dalla seconda tabella si desumono i valori di F(X) e V(X).

Esercizio 7.
Usando ’approssimazione normale si puo supporre Y X; ~ N (1200, 1200).

Pr{1150 < Y X; < 1280} = Pr{%J%g00 <Z< %J%QOO} Pr{-1.44 < 7 <2.31} ~0.91.

Esercizio 8.

Anche qui usando 'approssimazione normale si pud supporre > X; ~ N (1200, 1200).
Pr{1180 < 3 X; < 1270} = Pp{1180=1200 < 7 < 127021200} _ ppf (.58 < Z < 2.02} ~ 0.70.

V1200 V1200
Esercizio 9.
E(T)=EX)=8 V(T)=YX_8_»
E(T) =V(X)=8 V() =V(;Z ZE0) = ot o(n 1) = 2,2 = 1,

E(T3) = E(3T1 + 3T») = E(Th) + 3E(T») = 8
Per I'indipendenza tra X e 52 si ha V(T3) = V(T1 + 3Tb) = £ V(Th) + &V (Th) = 1.
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Esercizio 10. E(%X) = g V(%X) - %
E(2X) +2X, —3) =403 V(2X; +2X, — 3) = 462,

X ~ N(6,%) quindi, nel caso § = 2, n = 25, X ~ N(2, ).

Pri2< X <24} =Pr{0 < Z <141} ~042.
o . vy _ 0 v\ 0
Esercizio 11. F(X) = &7 V(X) = 6T
EQY.X;—-3)=2n;%5 -3 V(Y X;-3) :4n%.
X ~ N(5%, m) quindi, nel caso 8 = 0.2, n = 25, X ~ N(0.16,0.09).
Pri; <X <1} =---~0.13.

Esercizio 12.

a) La distribuzione esatta di Y;, = Y ;" | X; ¢ la distribuzione di Poisson di parametro nf. Quindi
Y, puo assumere i valori y =0,1,...,y... con probabilita

Ty (y;0) = P(Yn = y;0) = enf’y(‘ne)y

La variabile aleatoria U,, = 2Y,,—3 assume di conseguenza i valoriu = 0,—-3,—1,1,3,5,...2y—
3, ... con probabilita

fu, (u30) = P(Uy, = w3 0) = P(2Y;, — 3 = u; ) =

u+3 e~ (ng)(ut3)/2
P(Y, = 10) = 3)/2;0) = .
b) Sono verificate le ipotesi del teorema del limite centrale: le v.a. Xi,..., X, sono ii.d., e

valore atteso e varianza di X; sono finiti. Pertanto,

Y, => X; ~ N(nf,nf) = N(2,2).
=1

Per le proprieta delle v.a. normali, una combinazione lineare di una v.a. normale ha ancora
distribuzione normale. Poiche

EO[U,] =2E0]Y,] —3=2n0—3,  Vy[Up] = 4Vy[Y,] = 4n#,

si ha che
U, =2Y, —3~ N(2n0 — 3,4n0) = N(1,8),
e quindi che
U,—1 -1
> N
V8 VB
NOTA BENE: NON CONFONDERE L’ APPROSSIMAZIONE NORMALE DI UNA DISTRIBU-

ZIONE CAMPIONARIA CON L’APPROSSIMAZIONE NORMALE DELLA F.NE DI VEROSI-
MIGLIANZA.

P(U, > 0) ~ P —P(Z>—-036)=1—®(—0.36) = (0.36) = 0.64.
( )-# (7> o)

VEROSIMIGLIANZA E SUFFICIENZA

Esercizio 1. Per il modello normale considerato, la distribuzione campionaria &

1 n
lef--,Xn(xlv"' ,Tp3 0) = ( > 6_% i}
2760
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quindi per il campione osservato x,, = (1, ,Z,) = (2.52,- -+, —0.27) abbiamo

_ 34.83

fn(xn;0) = L(0;x,,) = 0P 20

La log-verosimiglianza ¢ log L(0;x,) = —5logf — %. Se deriviamo la log-verosimiglianza e

uguagliamo a zero otteniamo come punto di massimo 6 = % = 3.483.
Ponendo 6 = 3 si ha L(3,x,) = 0.000012 mentre per § = 5 si ha L(5,x,) = 0.0000098. Per

confrontarli vediamo che

L(3,x,)
L(5,%,)

quindi, alla luce del nostro campione x,, il valore § = 3 & piu verosimile di 6 = 5.

=1.26

Esercizio 2. Si ha che:
enene
(I ;)0+1
log L(0;%,) = nlogh+nb—(6+1) log(H x;)

L(0;x,) =

(2

0 n
20 log L(0;x,) = 2 +n— log(lZI x;)
é _ n n

log(I[; z:) — n - > logx; —n

Sostituendo i valori campionari si ottiene la stima di massima verosimilianza.

Esercizio 3. Qui il supporto della v.a. X da 6, quindi e bene utilizzare le funzioni indicatrici.
fn(xn30) = e~ (ui i) HI(9,+OO) (i)
i
L(0;x,) = e”el(ojz(l))(G) ¢ positiva solo per 6 € (0,z(y))

che risulta crescente in (0,z(;)). Il massimo si raggiunge quindi nel valore pilt elevato che  puo
assumere, ossia x(q).

Esercizio 4.

ezimie—nﬁ
LOix) = 05w
L(0;x,) = 0% % per questo campione

quindi L(2,x,) = 0.55, L(3,x,) = 2.14, L(4,x,) = 0.30.

Esercizio 5.
faxn;0) = 20" (JJwi)e 0>

L(0;x,) = gre 0T
log L(0;x,) = nlog@—@Zw?

0 n 9
%logL(ﬁ,x) = 5” le
n

>

0 =

15



Esercizio 6.
fn(xn;0) = Qngfn(Hxi)e—(zixi)/e

L(O:x,) = 0 e (Ziw)/o
log L(0;x,) = -nlogh— =Lt

2 logL(6;x,) = -—

D>
|
g
8
<o

Esercizio 7.

fn(xn;0) = (;) ' 9_3n(H x?)e_(zz' 7)/0?

L(0;x,) = f3ne= (s #1)/0° Zx? stat. suff.

>z

log L(0;x,) = —3nlogh —

02
EiglogL(H;xn) _ —?ZL+220:§-$Z2
. T
h — \/327
Esercizio 8.
fa(xn:0) = g% wip—nb

L(0;x,) = 6=i%ief

log L(6;x,) = Y xilogh —nb

2logL(H;xn) = 2:;%_”

i o it

n

Poiché per il nostro campione > x; = 34, 6 = 3.4.
Chiamiamo il nuovo parametro o = P(X = 0) = e~?. Per l'invarianza delle stime di MV
abbiamo che & = e 3% = 0.033. In alternativa, arriviamo allo stesso risultato osservando che

0 = —log o e quindi

(_ log Oz)zz z; gnlog o

fa(xpia) = Lo
L(O‘;Xn) = (— log a)zz z;o—nloga _ (_ log Oz)zz T o
log L(a; x,) = Z x;log(—log a) + nlog «
9 1 1 n
% og L(o;xp) ZZ:.CU 710ga( a)+a
2iT
(3[ = e n — 670



con il nostro campione la stima ¢ & = ¢34 = 0.033

Esercizio 9. Calcoliamo prima

Ovviamente E(X) = E(X) = %9.
Qui il supporto di X dipende da . Conviene quindi introdurre le funzioni indicatrici.

fa(xn;0) = 2”<Hxi!>e—2"HI<o,e)<:ci>

L(0;x,) = 0_2”I(x(n)7+oo) (9) ¢ positiva solo per 0 > ().

La fv. decresce in (z(y),+00) e quindi il massimo si raggiunge nel valore minimo che 6 puo
assumere, 0ssia ().
Esercizio 10. Qui l'insieme dei campioni dipende da €, quindi ¢ bene lavorare con le funzioni

indicatrici.

fn(xn;0) = 2n02n(H ;) H I(G,—i—oo) (z:)

L(0;x,) = 92”1(071(1))(«9) ¢ positiva solo per 0 € (0,z(y))
log L(0;x,) = 2nlogd per 6 € (0,7()
0 2n
20 log L(0;x,) = 5 per 0 € (0,7(1))
0 =

Z(1)

perché la derivata e positiva e quindi il massimo si raggiunge nel valore piu alto che 6 puo assumere,
ossia Z(q).

Esercizio 11.

fn(Xn§ 9) = (

L(0;x,) = 0"(1—0)= = le stat. suff.

['(a + ;) na (1 _ n\o; T
U 1>r<a>> )

i

Esercizio 12. Quin =5¢ > z; = 20, quindi

L(O;xn) = 6°(1—6)*
log L(6;x,) = blogh+ 20log(l—6)
20

o log L(0;x,) = T-9

00

~

H =

Esercizio 13. Calcoliamo prima
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Qui l'insieme dei campioni dipende da @, quindi e bene lavorare con le funzioni indicatrici.
fu(xn;0) = 207" Hl—— HIOQ x;)
)

L(0;x,) = Q—R(H(l - g)l(z(n)7+00)(9) ¢ positiva solo per 0 > x(,).

%

Esercizio 14. E un esperimento bernoulliano, quindi
fn(xn; 9) = 921 xi(l - 9)"‘2, i
L(B;x,) = 62i%(1— g2
log L(6;x,) = Z x;logh + (n — Z x;)log(1 — 0)

0 DT M=y
20 log L(6;x,,) T T {_¢
g o= =

n

Nel nostro campione n = 371 e )z} = 18, quindi 6 = 0.048.

Esercizio 15. a) Svolgimento standard; b) T(x,) = >_.[lnz; — 3% c) 0(X,) = /T(xy)/n; d)
0(xn) = V2.

Esercizio 16. a) Svolgimento standard; L(6;x,) = 6"[[],:]~@*Y; b) segue dal criterio di
fattorizzazione; c¢) 6(X,,) = n/(>;In X;); d) banale; e) h = Vi +1.

Esercizio 17. a) Svolgimento standard; b) T(x,) = 32| X;]; ¢) (X)) = T(X,,)/n; d) 0(x,,) = 2/3;
0.6 & pilt verosimile; e) h = 1/1/6.

Esercizio 18. a) L(#,x,) = (0/Z,)X:%e "0=); 1) [0% = n/z,; c) L & approssimata da una
densita normale di parametri (Z,,Z,/n); d) T, £ k X \/Tp/n, con k = /—21Ing.

Esercizio 19.

a) Sappiamo che le stime di MV sono, in questo modello,

8l

X 49.6 o 1 o 256 .

b) Indicando con Z la v.a. N(0,1) e con ®(-) la sua f. di ripartizione, si ha:

o,
3-3.1

P(X >3)=P <Z > ) P(Z > —0.25)=1—P(Z < —0.25) = 1 — ®(—0.25) ~ 0.6

¢) Xi,...,X, iid. =Y, = Y1, X; ~ N(ng;no?) = (in questo caso) = N(31,10(0.4)%).
Quindi:

35 — 31

0.4v/10

P (Y, < 35) =P (Z < ) =P(Z < 3.17) = ®(3.17) ~ 0.99.

Esercizio 20.
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a) Siosservi che X;|0 ~ Bin(2,0) = Ep[X]= 20, Vo[X] =20(1 —6).
Per il calcolo esplicito si ha:

2
2 2 2

Eg[X] =) afx(w;6) = 0x ( )00(1—9)2+1>< ( >91(1—9)1+2x < >92(1—9)0 = .. =20,

~ 0 1 2
e che )

By[X?] =) a?fx(x:0) = ... =207 + 20,
x=0

da cui

Vol X] = Eg[X?] — (Ep[X])? = 20% + 20 — (20)* = 20(1 — 6).
b) Per le note proprieta di media e varianza campionarie per campioni casuali, si ha che
Ey[X,] = Ey[X] = 20

e che 1 )
Xo] = —Vp[X] = =6(1 —0).
VolXa] = —VolX] = ~0(1 - 0)

¢) Siha L(0;x,) = [H?:l (2)] 62i=17i(1 — )2~ 2Li=1 % Pertanto:

T

L(0;%xy) = h(x,)9(T(x5);0), dove h(x,)= H <2>, 9(T(xy,);0) = g7 (xn) g2n—T(xn)

=1\
In base al criterio di fattorizzazione si ha quindi che T'(x,) = > I, z; ¢ statistica
sufficiente unidimensionale.
Esercizio 21.
a)
d d ~ = S m 20—
25 I L(0:xn) = H[Zz;xilnG—F (2n — ;xi)ln(l —0)] = = - =

Uguagliando a zero e risolvendo rispetto a 6 si trova

n .
Osmo (Xn) = 22—55” = 10/40 = 1/4,

che ¢ punto di massimo in quanto la derivata seconda di In L(;x,,) ¢ negativa V6.
b) Poiche

__W[ ] 1—-0

d* i _ 2n— > i xz] _ D1 T i 2n — 30 %

62 1-032
Si ha
oo i) | = Tim® | 2=Xim 10 40-10 _ 640
n - d92 )N 6:957n’u_ A2 ) 2 B 1/16 9/16 - 3 '
6’smv (1 - esmv)
Quindi

L(0:30) = exp{— 5 (6 — 1/4)°(640/3)}.
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c) Poiche y/—21n(0.85) = 0.57, si ha
Lo(xn) = [1/4 — 0.57,/3/640,1/4 + 0.57,/3/640] = [0.211, 0.289)].

W (Xn) = 1/2.

=
]
s
e
Il
o
=
I

Esercizio 22. a)

frn(xp;0) =2"0" (H:UZ> e 0l 0(0;x,) =InL(0;%,) x nlnf — Qfo
i=1

i=1
Pertanto
n

Z?:Nf%

Poiche la derivata seconda di £(0;x,) & —n/6?, ovvero sempre negativa, la radice trovata & punto
di massimo per ¢ (e per L) e quindi stima di massima verosimiglianza, 6,,,(x;,). Per il campione

osservato si ha: 0,,,(x,) = 100/25.5 = 3.92.

d N o
—Gl0ixn) =0 = 9—;%—0 & 0=

b) Intervallo di verosimiglianza approssimato di livello ¢ é:

O (x5) £ K x \/1/195,

dove

d .
k= /=2Ing =196, I = mLl:%0)g,, ) = 7 E— v = 6.05.

Si ha quindi che 'intervallo richiesto ¢: (3.16,4.68).

Esercizio 23.

a)
20
T 3
Eyp[X] = —df=...=20
ix1= 5 :
20 ,.2
EQ[X2]:/ = =L
g 0 3
Vol X] = Bo[X?] — (Bp[X])* = ... = {50
b)
Segue dal teorema del limite centrale (le cui ipotesi sono soddisfatte) osservando che:
o 3 > Vo[ X] L o
Ep[X,] = Ep[X] = =0, Xp) = = —0".
%] = BalX] =50, ValXa] = 25 =
c)
S 19 19/6 — 3
P(X,>— | ~2P(Z2>—F—— | =P(Z>2)=1—-P(2) =0.023.
<>6) <>1/12) (Z>2) (2) =0.023
d)

Poiche
0<ay <...<xp <260 S0 <z <...<w) <20,
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si ha che [Tl Lg,20) (i) = L9,20)(2(1)) L(9,20) (T (m))- Pertanto

1 4 1
Lt:xn) = 5o 11 2020y (i) = gn L6.20)(21)) L0.20) (2(n)),
i=1
e risultato discende dal criterio di fattorizzazione.

Esercizio 24. a)
La funzione di verosimiglianza é:

L(aa Xn) = en(l — 0)2?:1 Ti—n

Per il criterio di fattorizzazione segue che > ;" | ; & una stat. sufficiente per il modello.

b)
Risolvendo ’equazione di log-verosimiglianza si trova che la soluzione
- n
Omv = S
i=1Ti

che risulta essere effettivamente un punto di massimo per la funzione.

c)
Si ha che:

fx(z;0) = exp(log[f(1 — 0)*~1]) = (propr. dei logaritmi) = exp(z log(1 — 6) + log - 9).

Il modello considerato € quindi famiglia esponenziale con

h(z) =1, T(z) =z, n(0) =log(1 — 0), c(0) = log 1 ﬁ 7
d)
Per un 6 generico si ha:
3
P(X >3;0)=1-P(X <3;0) = 1—ZfX(:c;9) =1-[0+6(1-6)+6(1-6)].
r=1

Il risultato si ottiene sostituendo nella precedente espressione a 6 il valore della stima di massima
verosimiglianza che, con n =5 e > " ;| x; = 15, risulta essere in quest’esempio 0y = 5/15 = 1/3.

Esercizio 25.
a) Modello statistico:

<X” = (RY)™, fu(x;0) = 672 [ﬁmilw (z5)] exp {_Z:”;lx} , 0= R+>.

=1

La distribuzione di X appartiene alla famiglia esponenziale in quanto puo essere scritta come:

Fx(a:0) = exp{—zloge - ;“}IR+ (x) = h(z) expln(O)T(x) — B(©)),

con:

h(z) = zlz+(x) n0) = —- T(x)==x B(6) = 2log¥.
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b) La funzione di verosimiglianza é:

i1
[

L(0;x,) =07 e

c) Una statistica sufficiente & data da T'(x) = > z;.

d) Per determinare lo stimatore di massima verosimiglianza si considera:

i i
0(0) =log L(0;x,,) = —2nlogf — =
che ha derivata prima data da:
2n T . . T
7(6) 5 + 27;9_21 : e quindi Oy = Zé_nl :
Inoltre £/(0) = 2n/0% — 2 37" x;/0° che risulta essere < 0 in 6 = 6.
e) L’informazione osservata di Fisher ¢ data da:
16) = -0y, , - 2o 3
=i = G, (L)
Esercizio 26.
a) Il valore della stima di massima verosimiglianza é:
A Zn—lmi 17.91
O = =—— = = 0.2985.
" 2n 60 0-2985
b) Il valore dell’informazione osservata di Fisher:
8n? 216.000
12 (%) = e = — 673.38.

(7 ) 320.77

c) L’intervallo di verosimiglianza approssimato si ottiene sfruttando 1’approssimazione normale
della funzione di verosimiglianza (DA NON CONFONDERE CON L’APPROSSIMAZIONE
NORMALE DI UNA DISTRIBUZIONE CAMPIONARIA) nell'intorno del punto 6 = Ormo,
da cui si ottiene che, ponendo k = /—2log q = 1.96:

X 1.96
Ly = Oy £ k x [19%5(x,)] 712 = 0.2985 + ——— = 0.2985 =+ 0.0755.

V673.38
e l'intervallo ¢ (0.22,0.37).

d) Le ipotesi del TLC sono verificate: variabili aleatorie i.i.d. con valore atteso e varianza finiti.
Dato che Y"1 | X; ~ N(2nf,2n6?) = (per 0 = 0,,,)= N(17.91,5.34), si ottiene:

n

10 — 17.91

P(in < 10>z IP(Z < 232>: IP’(Z < —3.41)): ®(—3.41) = pnorm(—3.41) = 0.00032.
i=1 ’

NOTA BENE: NON CONFONDERE L’ APPROSSIMAZIONE NORMALE DI UNA DI-
STRIBUZIONE CAMPIONARIA CON L’APPROSSIMAZIONE NORMALE DELLA F.NE
DI VEROSIMIGLIANZA.

22



Esercizio 27.

1. 11 modello statistico probabilistico per il campione casuale X = (Xi,...X,) & costituito
dalla famiglia di distribuzioni congiunte dell’intero vettore campionario (X1, ..., X;,) (scandita dallo
spazio parametrico ) e dallo spazio campionario corrispondente. In simboli

n 3" 7.7’7 [,(;2 n [L'S
{f<x1,...,xn;e>=fo<xi;9>=% exp{—EjQ;} ; 9e@=<o,oo>}
i=1 i=1

A" = (0,00)" = (0,00) x ... x (0,00)

Per verificare che fx(z;0) appartiene alla famiglia esponenziale & sufficiente esibire le funzioni h(x),
n(0), T(x), e B(#) tali che

fx(z;0) = h(z)exp {n(0)T (x) — B(0)}

Nel caso in questione si potevano prendere

h(r) = 32°
1
n() = 93
T(x) = —a2°
B(#) = logf > =3logh

2. La funzione di verosimiglianza &

3" Ly 27 ) 1 ki
LXOSS(G):Tf,:l eXp{_Zag} X Hﬁ eXp{_ZHS} 06(0,00)

i=1 i=1

Notare che il simbolo  (leggasi 'é proporzionale a’) indica che ¢ stato rimosso dalla verosimiglianza
un termine moltiplicativo, costante rispetto al parametro €, che non influisce nella determinazione
del comportamento della verosimiglianza come funzione se non per un fattore di scala e che co-
munque non interviene nella determinazione dell’argomento di massimo o nelle eventuali derivate
prima e seconda della logverosimiglianza. Tutto cio che segue il simbolo  viene denominato nucleo
funzionale della verosimiglianza.

La statistica sufficiente si puo ottenere con una delle due argomentazioni seguenti, entrambe
valide.

La prima e la via piu rapida ed ¢ la seguente: avendo riconosciuto che il modello della singola
osservazione appartiene alla famiglia esponenziale allora ogni funzione biunivoca di

Zn: T(x;) =— Zn: 3
i=1 i=1

¢ una statistica sufficiente (per una nota proprieta delle famiglie esponenziali) e con analoga ar-
gomentazione che sfrutta le proprieta delle famiglie esponenziali & possibile affermare che la stessa
statistica € anche minimale oltre che sufficiente per il parametro 6.

La seconda argomentazione discende dalla definizione di sufficienza attraverso il criterio di
fattorizzazione di Neyman. In tal caso e sufficiente verificare che si ha

n n n 2 n 3
f(wlv 7'%'%79) - HfX(xzve) = ”[ﬂ exXp {_ Z ‘;ﬁé}_ k(xla 7mn)g(5($17 7xn)70)
=1

9371
=1
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per opportune funzioni S(z1, ..., ), k(z1, ..., z,) (funzioni della sola n-upla campionaria) e g(s, #).
Nel caso in questione si poteva considerare

n
S(x1,.yn) = fo
i=1

n

k(zy,...,zn,) = 3" 1_‘[31322

i=1

1 s
g(s,0) = ngexp{_eg}

Verificata la sufficienza in questo modo si doveva verificare la proprieta di minimalita della statistica
sufficiente attraverso il criterio di Lehmann e Scheffé facendo vedere che il rapporto

3n n 2

n n xf’
) (9) it expy — Zizl 63
0SS —_—
0) s, :
voss (0) LV o {— >ie1 ‘Z}

In tal caso il rapporto si semplificava e si poteva dedurre che

L
7 =c((x1y s n)s Y1y s Yn) <= S(x1, .0y 20) = S(Y1s -, Yn)

L. (0 nop2 " (23 -y
L OSS( ) = H’Lil ; eXp {_Z ( )}: C((x:l?"'?xn)? (y17 "‘7y7’L) @

Yoss (0) [T, v; = f
~ (@ -
exp {_ Z (93)}_ (@1, @n), (Y1, 0 Yn) =
=1
> ) =0
=1

S(xla ooy xTL) = S(yla 7yn)

3. - Essendo il modello in questione un modello regolare la stima di massima verosimiglianza si
ottiene dal solito procedimento analitico, considerando la logverosimiglianza e risolvendo ’equazione
di verosimiglianza ovvero quella ottenuta azzerando la derivata prima della logverosimiglianza. Da
cio deriva

a cui corrispondono i valori numerici
0 = 5.921825

Z(0) = 0.7699324

Esercizio 28.

1. Il modello statistico probabilistico & dato dalla terna costituita da: i) spazio campionario, ii)
dalla singola distribuzione (in questo caso densita di probabilita) dipendente da un parametro
e iii) dallo spazio parametrico. Complessivamente fornisce una specificazione esauriente della
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famiglia di distribuzioni che si suppone governi l'aleatorieta della singola osservazione cam-
pionaria. Nel caso in questione il modello per la singola osservazione X si scrive formalmente
come segue:

{x: (0,00); fx(z:0) =20e72%7 he@= (o,oo)}

Il modello appartiene alla famiglia esponenziale dal momento che e possibile scrivere la
funzione di densita (dipendente dal parametro ) nel seguente modo

fx(2;0) = h(x) exp {n(0)T (x) — 5(0)}

per un’opportuna scelta delle funzioni

h(z) = 2

n@) = -26
T(x) = =z

pO) = —logh

. Dall’espressione della funzione di verosimiglianza, a meno di una costante moltiplicativa
(ininfluente ai fini della determianzione degli stimatori)
n
Lx(0) =[] fx(Xi0) = 2m 0™ e 202ima i oc g e 720 i X
i=1

e dalla sua trasformazione logaritmica

(0) =nlogh —260> X,
=1

si ottiene per via analitica 'argomento di massimo risolvendo ’equazione

d n "
—0(0)=—- -2 X; =
dO() 0 ; 0

L’unica soluzione corrisponde a 6 uguale a

A n 1

H(le 7Xn) = 22717){ = ﬁ
1=1“*

che corrisponde allo stimatore di massima verosimiglianza dal momento che il punto stesso e
I’argomento di massimo assoluto della funzione. Infatti cio discende dalla verifica del cambio
di segno della derivata che cambia nel punto di stazionario da positivo a negativo.

Per il parametro v = % si puo rapidamente concludere che, sfruttando la proprieta di inva-

rianza degli stimatori di massima verosimiglianza, lo stimatore di massima verosimiglianza
per v = g(0) = % sara,

A X1y ooy Xn) = 9(0(X1, .y X)) = 1 = 4X.
2X
In corrispondenza dei valori campionari osservati, per i quali risulta z = 1500/150 = 10, si
ottengono le seguenti stime di massima verosimiglianza per 6 e per ~:

0 = ! —1—005
S 2.10 20
5 = 4-10=40
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3. Per ottenere 'espressione dell’informazione di Fisher osservata si deve determinare la derivata
seconda della funzione di logverosimiglianza e cambiarla di segno ovvero

e calcolarla nel punto § = (X1, ..., X,,) ottenendo

n
0(X1,..., Xn)?
= n-(2X)?

I(Xoss) -

In corrispondenza del campione osservato 'informazione osservata vale

I(X 55) = 150 - (2-10)? = 150 - 400 = 60000

Esercizio 29.

1. La funzione di verosimiglianza é:
L. (8) =TTy [ (s + 1) (1 = 0)2 6% )= [TT}, (@i + 1) J(1 — 6)>" 6270,
La funzione di log-verosimiglianza é:

00) =30 log(wi + 1) + 2nlog(l — 0) + >, xilogd, con derivata prima

n . ~
7(0) = —12_719 + Zizﬂfz’ che si azzera per —2n60 + (1 —0)> " ,2; = 0 e cioe per § =
n .
Zi;lnxz. La derivata seconda della funzione di log-verosimiglianza e data da:
2n 4+ 0 x
E//(@) - _ 2n . Z?:l T < 0

(1-0)2 62

per ogni valore di €, quindi # ¢ stima di massima verosimiglilanza.

48 48 _ 3
16+48 64 4

2. Dato che n =8, Y27 | = 48 si ha fyp =

1l valore 61 = % e il piu verosimile.

P(X = 0;0 =) = (1— )% = <1>2 P(X:l;ﬂzé):2(1—9)2é:2<}1)2

P(X;3 = (0,1,0))=2 (DG 3

Esercizio 30.
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1. La funzione di verosimiglianza e:

n

Ly,..(0) = 1:[1 |:; (i + 1) (z; +2) 93 (1-— 0)m1:| — |:1:[1 (i + 1) (z; + 2):| 9" g3n (1— Q)in'

La funzione di log-verosimiglianza é:

n n n
00) = Zlog(wi +1)+ Zlog(xi +2) —nlog2+3nlogf + Z:L’Z log(1 — ),
i=1 i=1 i=1

n
con derivata prima ¢'(6) = 3n _ Zl—l [

A )
3n(1—60)—63"  x; =0 e ciot per § =

, che si azzera per

3n

———=— . La derivata seconda della funzione
3n + Z?:l T;

di log-verosimiglianza ¢ data da:

02 (1-—6)2

EH(Q) — _371/ Zi:l i <0

per ogni valore di €, quindi # ¢ stima di massima verosimiglilanza.

18 _ 18 _ 2
1849 27 3

2. Dato che n =6, Y7 | = 9 si ha Oypp =

3.
18 9
(&) (@)
Ly (0 30 30
ous (01) _ = 5 = 0.877 < 1.
Lx,..(02) 17 13
30 30
I AN .
1l valore 65 = 30 © il piu verosimile.

4.

Esercizio 31.
1 (7 = R o 0) = T (001 +.2) 070 J= 0" TTL, (1420490 = R, )

2. Dato che
fz:0) = 0(1+ ) F0 =

it exp{log& — 0log(1 + x)}
Ponendo h(x) = (1 + z)7Y, n(@) = -0, T(z) = log(x + 1) e B(f) = log¥, si verifica che la

legge di probabilita della variabile di base appartiene alla famiglia esponenziale. Una statistica
sufficiente ¢ data da > ;| T'(z;) = > log(1 + z;)
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3. La funzione di verosimiglianza ¢ data da:
HTL

BN o PP
T (g oy LU T

i=1

onss (9) -

I suo nucleo & la funzione g(7T'(X,ss), 0) = 0" [[1; (1+2;) Y. La funzione di log verosimiglianza

¢ la sua derivata prima sono: £(6) =nlogf—03%""  log(l+xz;) e £'(§) = % -y log(14;).

La derivata della funzione di log verosimiglianza si annulla per % — > log(l+z;) =0 da

n N . . . e e .
, che ¢ la stima di massima verosimiglianza,

> iy log(1 + ;)
dato che la derivata seconda delle funzione di log verosimiglianza ¢”(6) = —n /6% < 0 per tutti
i valori di 6.

questa equazione si ottiene 6 =

4. L’informazione osservata di Fisher & data da:

[0 log(1 + )]

Ixoss (é> = _6”(9)|0:é:
n
5. In corrispondenza al campione osservato si ottiene Oprp = % = 047 e Ixoss(é) =
106.6)*
% = 227.27. Quindi

Ly,..(0) ~ exp{—2272'27(9 - 0.47)2}.

Esercizio 32.

1.
n n 2x; x5 2" [ - 2
<X = (R4) >fn(X1‘9):H[92eXP{—QQHZQQn[HZEi] € 0 7@ZJR+>
i=1 i=1
2. Dato che
0y -T )
x 2 x
f(a;;@)ze—2 e :2xexp{—2log0—92}

Ponendo h(z) = 2z, n(§) = —072, T(x) = 2? e B(#) = —2logh, si verifica che la legge
di probabilita della variabile di base appartiene alla famiglia esponenziale. Una statistica
sufficiente ¢ data da > i T(z;) = > o7

3. La funzione di verosimiglianza ¢ data da:

dic 9%2

Ly,..(0) = [2” Hw,] 672" e 0?
i=1

I1 suo nucleo ¢ la funzione

die %2

2
9(T(Xoss),0) =672 e 0
La funzione di log verosimiglianza e la sua derivata prima sono:

i1 2n 2350, &
0(0) :—2nlog9—T e U(0) =5t =5
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no 2
La derivata della funzione di log verosimiglianza si annulla per —n + 215213% = 0. Da

. S a2
questa equazione si ottiene 6 = %, che ¢ la stima di massima verosimiglianza, dato
che la derivata seconda delle funzione di log verosimiglianza calcolata in 6 = & ¢” (9)| 9—f—
2
n 6 2| o mE 6 4y a? <0
07 T 9t Zvi=1Tilo=0T T (Cal/md  (ap/mt S

4. L’informazione osservata di Fisher ¢ data da:

4n?

Ixoss (é) = _g"(@) 0
oo™ (5
, , - A _29.01 _ 3y
5. In corrispondenza al campione osservato si ottiene fyrp = == = 29 e Ix,..(0) =
4-10* o
W = 0.67. Qulndl

L (0) ~ exp{ 0470 - 297},
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II PARTE: GLI STIMATORI E LE LORO PROPRIETA’

Esercizio 1*. Sia X,, = (X1,...,X,) un campione casuale dalla popolazione con distribuzione di
probabilita
T
Fx(2:0,a) = (a+2) 0°(1—60)*, 2=0,1,2,..., 0€(0,1), a>0.

T(z+1)I(a)
Assumendo che « sia una quantita nota,

a) determinare, se esiste, una statistica sufficiente unidimensionale;

b) determinare il limite inferiore di Cramer-Rao (Sugg.: Ep[X] = a(1 —0)/0).

Esercizio 2*. Sia X,, = (Xi,...,X,) un campione casuale dalla popolazione con funzione di

densita 5
X
fx(@0) =3 (1-%) Iog(@),  0>0.

a) Determinare la funzione di verosimiglianza e stabilire se esiste una statistica sufficiente uni-
dimensionale.

b) Verificare che Ey(X) = g.
c¢) Determinare uno stimatore non distorto di 6, che sia funzione della media campionaria, X.

d) Calcolare la varianza dello stimatore determinato al punto precedente e studiarne la consi-

stenza.
Esercizio 3. Sia X,, = (X1,..., X,,) un campione casuale dalla popolazione con funzione di densita
2x
fx(m;e)zﬁ 0O<x<6 0>0.

a) Calcolare Ey(X), dove X = >"" | X;/n indica la media campionaria.
b) Determinare lo stimatore dei momenti di 6 e stabilire se & non distorto.
¢) Determinare la funzione di verosimiglianza e lo stimatore di massima verosimiglianza del
parametro 6.
Esercizio 4*. Sia X1,..., X, un campione casuale da una popolazione con distribuzione uniforme
nell’intervallo (0, 0), dove 6 & un parametro incognito.

a) Verificare che
92
Eo(X;) = Vo(Xi) = 1

b) Calcolare E(X) e V(X), dove X rappresenta la variabile aleatoria media campionaria.
¢) Determinare uno stimatore non distorto di #, che sia funzione di X.

d) Verificare la non distorsione dello stimatore definito ponendo

-1DX;+ X
7(x,) =2 DX

n

e confrontare la varianza di T(X,,) con quella dello stimatore ottenuto al punto c).
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Esercizio 5*. Sia X,, = (X1,...,X,,) un campione casuale dalla popolazione N(0,0). Verificare
che la statistica S3 = >°1 | X?/n ¢ uno stimatore non distorto di 6. Lo stimatore considerato &
UMVUE?

Esercizio 6*. Siax, = (3,4,2,7,4,5,8,1,0,0) un campione casuale dalla popolazione con funzione
di massa di probabilita

9$
fX(a:;O):e*e—' r=0,1,2,... 0 > 0.
x!

a) Calcolare la stima di massima verosimiglianza del parametro 6;

b) Calcolare la probabilita dell’evento {X; = 1} e, osservando che si tratta di una funzione del
parametro incognito 6, calcolare la stima di massima verosimiglianza di tale quantita.

Esercizio 7*. Sia X7,..., X,, un campione casuale in cui E[X;] = p incognita e V[X;] = 0% nota
e finita. Si consideri la classe di stimatori di u ottenuta considerando una generica combinazione
lineare delle v.a. Xj;:

n
T(Xp) =» aiXi, ;€ R
=1

a) Determinare il valore atteso di T'(X,,) e stabilire la condizione sui coefficienti a; affinche lo
stimatore sia non distorto.

b) Determinare 'espressione di MSE,[T'(X,,)], per uno stimatore non distorto del tipo conside-
rato.

c) Si scriva l'espressione dei due stimatori 77(X,,) e T2(X,,), ottenuti da 7'(X,,) ponendo
Lo i=1,...,n per T1(X,,)

®a; = .,

e as1=...=a,=0 per T»(X,,).

3=

® a1 = —, az = az =
d) Determinare Iespressione di MSE,,[T;(X,,)], i@ = 1,2, e stabilire quale tra i due & pit efficiente.

e) Stabilire se i due stimatori considerati sono consistenti.

Esercizio 8*. Si consideri una v.a. X con funzione di densita
2 22
fx(z;0) = gre’ I(0 400 (), 6> 0.
Si determinini il limite inferiore di Cramer-Rao per gli stimatori non distorti di 6.
(Sugg.: & noto che E(X?) =40.)
Esercizio 9*. Siano X; e X5 le medie campionarie di due campioni casuali indipendenti di
dimensioni rispettivamente uguali a n; e ny, entrambi provenienti dalla stessa popolazione normale

di parametri (u;02). Si consideri la classe di stimatori di u ottenuta considerando una generica
combinazione lineare delle v.a. X;:

T,(Xp)=¢Xi+(1-¢)X2 g€ R
a) Verificare che, per ogni valore di ¢ € IR, lo stimatore T,(X,,) € non distorto.
b) Determinare I'espressione di MSE,,[T,(X,,)].

c¢) Si scriva l'espressione dei due stimatori T1(X,,) e T2(X,), il primo ottenuto ponendo (nell’e-

spressione generica di T,(X,,)) ¢ = nﬂlm e il secondo ponendo ¢ = 1

3"
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d) Determinare 'espressione di MSE,[T;(X,,)], i = 1,2.

e) Stabilire se i due stimatori considerati sono consistenti (al crescere di ny e di ng).

Esercizio 10*. Si consideri una v.a. X con funzione di densita
fx(x;0) =20z et 110, 400) (), 6> 0.

Si determinini il limite inferiore di Cramer-Rao per gli stimatori non distorti di 6.

Esercizio 11. Sia Xi,..., X, un campione casuale da una popolazione N (6, 1). Verificare che lo
stimatore y . ; X; & uno stimatore UMVUE di n#.

Esercizio 12*. Siano X; e X5 le medie campionarie di due campioni casuali indipendenti di
dimensioni rispettivamente uguali a n1 e ng entrambi provenienti dalla stessa popolazione con
media e varianza rispettivamente uguali a 4 e a 0. Si consideri lo stimatore di

o 1 _ 9 _
T(Xl,XQ) = -X; + =Xo.
3 3
a) Verificare se lo stimatore & non distorto.
b) Determinarne la varianza dello stimatore, il suo errore quadratico medio e studiarne la
consistenza.
Esercizio 13*. Sia X1,... X, un campione casuale da una popolazione bernoulliana di parametro

incognito 6. Si considerino i seguenti due stimatori per 6:

o L+>0 X,
(X, =X, e TQ(X,L)ZEZ—;’.

a) Determinare l’errore quadratico medio dei due stimatori (M SEy[T;(X,,)], i=1,2);

b) Studiare, al crescere della dimensione campionaria, n, il comportamento della distorsione dei
due stimatori (By[T3(X,,)], i=1,2)

c¢) Studiare la consistenza dei due stimatori.

Esercizio 14. Sia Xi,...X, un campione casuale da una popolazione uniforme in (0,6), 8 > 0.
Si consideri la statistica campionaria

X(n) = maX{Xl, N ,Xn},

per la quale & noto che, V6 > 0,

n n
- X — 2
a1l o Vel = ooy

a) Determinare uno stimatore non distorto di # basato sullo stimatore di massima verosimiglian-
za, X (n)-
b) Determinare lo stimatore dei momenti.

c¢) Determinare gli errori quadratici medi dei tre stimatori considerati, confrontarli e stabilire se
gli stimatori sono consistenti (in errore quadratico medio).

c¢) Supponendo di avere osservato il campione di dati x,, = (1,9, 3,4,5,3,2,0,10,5), determinare
le stime puntuali di # basate sui tre stimatori considerati.
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Esercizio 15*. Sia X1,..., X,, un campione casuale da una popolazione bernoulliana di parametro
incognito 6. Per ciascuno dei due seguenti stimatori di 6:

T (X,) = X, e Th(X,) = S

a) determinare il valore atteso e la distorsione;
b) determinare ’errore quadratico medio e studiare la consistenza;

c) verificare se esiste un valore di 0 per il quale si abbia che Fy[T>] = 6.

Esercizio 16*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale da una popolazione con valore atteso pari a
6 e varianza pari a o2. Per il seguente stimatore del parametro
Xi+.. .+ Xno X
T(X,) =22 ol o

n—1 n

a) determinare il valore atteso e studiare la distorsione;

b) determinare l’errore quadratico medio e studiare la consistenza.

Esercizio 17*. Siano X,,, e X,,, due campioni casuali indipendenti di dimensioni n; e ny (n1 < na),
provenienti da una popolazione normale di parametri # e 2. Si considerino i seguenti quattro
stimatori per 6:

T =X, Th=Xn, Tp=am e ;X"Q, Ty = "1X7’;i isz”Q.
Di tali stimatori:
a) determinare la distorsione e la varianza;
b) calcolare l'errore quadratico medio e stabilire qual ¢ il piu efficiente;
c¢) studiare la consistenza.
Esercizio 18*. Sia Xj,...,X,, un campione casuale da una popolazione N(6,1). Si consideri la

seguente famiglia di stimatori del parametro incognito 6:
T.(X,) = wn Xy + (1 —wy)a, a€ R,
definita come media ponderata dello stimatore UMVUE, X,,, e della costante reale a, con pesi
wp=n/(n+1)el—w,=1/(n+1).
a) Per gli stimatori T, determinare distorsione, varianza ed errore quadratico medio e studiarne
la consistenza.
b) Stabilire se esistono dei valori di 8 per i quali lo stimatore T, ottenuto ponendo a = 0, risulta
migliore di X,.

c¢) Per i due stimatori considerati al punto (b) (ovvero Ty e X,,), tracciare i grafici (approssima-
tivi) delle due funzioni MSE, al variare di 6 in IR.

Esercizio 19*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
distribuzione di probabilita

6

fx(@;8) = (At 210

x> 0, 0 > 0.
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a) Scrivere il modello statistico-probabilistico associato al campione casuale.

b) Determinare I'espressione della funzione di verosimiglianza del parametro associata a un ge-
nerico campione osservato, x,; individuare il nucleo della funzione di verosimiglianza e, se
esiste, una statistica sufficiente unidimensionale.

c¢) Determinare la stima di massima verosimiglianza di 6 e calcolarne il valore per un campione
di dimensione n = 10 in cui si ha che

10
> In(l+x) =5
=1

d) Verificare se la famiglia di densita F = {fx(+;0); 6 € O} ¢ una famiglia esponenziale.

Esercizio 20*. Sia X1,...X, un campione casuale da una popolazione binomiale di parametri
incogniti (m, @), con funzione di massa di probabilita

Fx(z:0) = <m>0@“(1—9)m9€, z=0,1,2,....m.
xT

Determinare lo stimatore dei momenti di 6, 6 M (Xp).
Determinare distorsione, varianza ed errore quadratico medio dello stimatore 67(X,,).
Studiare la consistenza di 6(X,,).

Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza di # e confrontarne le proprieta con
quelle dello stimatore dei momenti.

e) Stabilire se esiste lo stimatore UMVUE e, in caso di risposta affermativa, determinarlo.

Esercizio 21*. Sia X1,... X, un campione casuale da una popolazione con funzione di massa di
probabilita

Fx(@0) = (20 -2 20" =01, ¢ <; 1) .

1. Verificare che
E[X] =20 -1, VIX] = (20 —1)(2 — 26).

2. Determinare lo stimatore dei momenti di 6, 0 M (X,,), calcolarne distorsione, varianza ed errore
quadratico medio e stabilire se si tratta di stimatore UMVUE.

3. Studiare la consistenza di 0y;(X,,) e determinare 1’approssimazione normale della sua distri-
buzione campionaria.

4. Verificare che lo stimatore di massima verosimiglianza di 6 coincide con lo stimatore dei
momenti.

Esercizio 22%*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni da una popolazione X con
funzione di densita:

2
fx(z;0) = 233? exp {—z/0} 0 >0, x> 0.

Per questa variabile aleatoria si ha che E[X] =36 e V[X] = 362
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1. Scrivere il modello statistico probabilistico per il campione casuale X,,, verificare che fx(z;6)
appartiene alla famiglia esponenziale e ricavare una statistica sufficiente per 6.

2. Scrivere la funzione di verosimiglianza. Ottenere lo stimatore 0y, di massima verosimi-
glianza di # e lo stimatore di massima verosimiglianza di 1 = 8 + #2, funzione del parametro

0.
3. Calcolare il momento primo e secondo della variabile aleatoria X,,, media campionaria.

4. Verificare che ¥/ € uno stimatore distorto di 7, calcolarne la distorsione e stabilire se e
asintoticamente non distorto.

Esercizio 23*. Sia X,, = (X3, X2,...,X,) un campione casuale di n osservazioni estratte da una
popolazione X con distribuzione di probabilita:

Fx(a:0) =01 a0 r>1 6€e(0,1)
Per questa variabile aleatoria si ha che Eflog X] = 0 e V[log X] = 2

1. Determinare la funzione di verosimiglianza Ly, . (0) ed ottenere lo stimatore di massima
verosimiglianza 0y g

2. Verificare che ’espressione dell’informazione osservata di Fisher & 5 5. Scrivere 'ap-
1=

o

1 log z;)
prossimazione normale della funzione di verosimiglianza e spiegare perché utilizzando questa
approssimazione si puo ricavare un intervallo di verosimiglianza approssimato ad un livello

fissato gq.

Parte facoltativa. Scrivere gli estremi dell’intervallo approssimato.
3. Studiare la correttezza e la consistenza dello stimatore éM LE-

4. Verificare se éML g € uno stimatore UMV UE.

Esercizio 24. Sia X1,..., X, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione di
densita di probabilita

3
fX(x;G)zg—?)xQ, 0<z<b, 6> 0.

1. Verificare che

e che lo stimatore dei momenti di 6 ¢

Oy = = X,

ol

2. Determinare I’errore quadratico medio dello stimatore dei momenti e studiarne la consistenza.
3. Determinare la distribuzione asintotica dello stimatore 0/ .

4. Determinare la stima con metodo dei momenti supponendo di avere osservato un campione
. . . _ . n L 3
di dimensione n = 36 per il quale )" ;| x;

=3,
Esercizio 25. Sia Xi,..., X, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione di
densita di probabilita
fx(z;0) L1 0<z<¥ >0
x(z;0) = —=——, x ) .
2V0 V&
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. Verificare che

E[X] = -6 V[X] = —6°
e che lo stimatore dei momenti di 8 e
O = 3X,
2. Determinare 'errore quadratico medio dello stimatore dei momenti e studiarne la consistenza.
3. Determinare la distribuzione asintotica dello stimatore éM.
4. Determinare la stima dei momenti supponendo di avere osservato un campione di dimensione
n = 36 per il quale > | z; = %
Esercizio 26. Siano X{,..., X} e X?,..., X2 due campioni casuali indipendenti, rispettivamente
di ampiezza n; e ng, provenienti da distribuzioni N(61,1) e N(62,1). Si consideri il parametro
incognito
0+ 0
g Nt o
2
e lo stimatore _ _
X1+ Xo
TXn) = =57

dove X7 e X3 sono le medie campionarie dei due campioni.

1.

2.

Verificare che lo stimatore T(X,,) & non distorto e consistente per il parametro 6.

Determinare la distribuzione campionaria di 7'(X,,).

Esercizio 27. Sia Xi,...,X, un campione casuale proveniente da una distribuzione uniforme
nell’intervallo [0, ].

1.

Si confrontino e si discutano le proprieta inferenziali dei seguenti due stimatori per campioni
di ampiezza n fissata:

n+1
T (Xn) = n X(n)7
n—+2
(X, = X
2(X5) I
Suggerimento: si ricordi che
0 n+1
vI[Em] _ n
0 (n+1)2(n+2)

. Determinare T3(X,,) = 0y lo stimatore dei momenti di 6 e la sua distribuzione asintotica.

Dato un campione osservato di dimensione n = 20 in cui
1) =02,  T,=04, SE=01, 24 =09

determinare le tre stime puntuali per il parametro incognito.
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SOLUZIONI

PROPRIETA DEGLI STIMATORI

Esercizio 1.

fn(Xn;Q) = <H . :ElOé + l‘z )) Qna(l B 9)2?:1 x;

=1
L(0:x,) = 6"(1—0)Xizao

log L(0;x,) = nalogf+ (Z x;) log(1 — 0)
i=1

0? na Y@
— log L(6; = —— — ==L
ggz 108 L0 %) 2 (1-0)?
0? no
I,(0) = —FE log L(0;X,) ) = .
O = B (g lonL0:X,)) = o
62(1-0)

La statistica sufficiente & 31" | Xj; il limite inferiore di Cramer-Rao ¢ ——

Esercizio 2.

falxni0) = EH( )HI[OG (2:)
i=1
S [ (s L)

I¥
—

(2

Non esiste una statistica sufficiente di dimensione 1.

o 9 2722 #37% 0
B0 = [ (1-7) o= —9[2‘39} =3

quindi uno stimatore non distorto basato sulla media campionaria ¢ § = 3X.
Per la varianza di 6, si noti che

Vo(0) = Vo(3X) = 9- Vp(X) = %VQ(X).

Troviamo la varianza della popolazione come Vy(X) = Fg(X?) — (Ep(X))?

0 3 490 2

2 2 |z x 0

Eo(X?) = 221N dp=... =2 |2 2| =
o) /0 5(1-5) 9{3 40]0 6

dacui Vp(X) =& —(£)2 = & e Vp(8) = £. Per n — 400 si ha che MSEy(8) = Vy(d) — 0, quindi

0 ¢ consistente.

Esercizio 3. a) Cominciamo col calcolare Eg(X) e Vp(X) (ci serviranno entrambi):

[4
2 20
Bx) = [ o=
0

02 3

6 2

2z 0

Eol 2) B /03:292_ 2



per cui Vp(X) =& — 4 =& Ey(X) = EBp(X) = Z.

Lo stimatore con il metodo dei momenti si ottiene ponendo Fy(X) = X. Nel nostro caso,
indicando con 6,7 lo stimatore di 8 ottenuto con il metodo dei momenti

Ey(X - X
0= 3Ep(X) quindi Oy = 3—
2 2
b) Si vede facilmente che 03 & non distorto.
¢)Si ha che:
) Li
fn(xme) = 92n1 HIOG] xz
1
L(Q, Xn) = QTRI(I("«)’J’_OO) (9)

1L(0;x,) € decrescente rispetto a . Il massimo si ottiene per 6§ = T(n), da cui éMV = T(y)-

Esercizio 4. Ey(X) = Ep(X;) = §; Vp(X) = YolXe) _ 02

n 12n°

Ty = 2X ¢ funzione di X ed ¢ non distorto, infatti Eg(Ty) = 2E¢(X) = 6.
Si ha che MSEy(T1) = Vg(T1) = 4Vy(X) = £.

(n—1)X1+X
2 n1 2

Anche lo stimatore T' = & non distorto ma e meno efficiente di 77, infatti

Eo(T) = E <2(n - 1)X; + X2> _2 ((n—1)Ep(X1) + Eg(Xyp)) = % <(n _ 1)9 + 9) —9

n n 2 2
2 2 2((n — 1)2
WD) = o (0= D)+ V() = o (0= 125+ 0 ) =

e quindi 'efficienza relativa

MSEy(T) Vo(T) (n—12+1

A IIT) = Jrgpies = v = > L

Esercizio 5. Poiché FEy(X) = 0, si ha Ey(X?) = Vp(X) = 0 e quindi Eyp(X?) = 6. Indicando con
= 1% | X7, abbiamo che

1 @& 1
==Y Ey(X})=-nf=0
n “— n

per cui T' & corretto.
Calcoliamo il M SE[T], che coincide con Vp[T|. Poiche X;|6 ~ N(0,80), si ha che %w ~ N(0,1),

2
%\0 ~ X% e, per I'indipendenza delle X; e la proprieta di additivita del chi quadrato,

W= >y X7 2

0 Xn:
Pertanto, Vy[W]| = 2n. Poiche T'= %, si ha che Vy[T] = fb—ng[W] = %. In alternativa:
Vo(X2)  Ep(X}) — (Bp(X?)? 30262 202
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Ora calcoliamo il limite inferiore di Cramer-Rao

L.x)) = 63 BTiaX g3
log L(0,%x,) = —gloge—%
g;logL(H,xn) = %_%
_E (g;logL(G;Xn)> - E <—2”02+T£> = -%%ﬁ = 2%

e quindi I'estremo di Cramer-Rao & 202 /n e coincide con M SEy(T). T ¢ UMVUE.

Esercizio 6. Si ha:
Lixy) = em0gSimm

log L(0;x,) = —n9+2xilog6’
i=1

%logL(Q;xn) = n+zz;1xi

?:1Xi

n

quindi lo stimatore di massima verosimiglianza ¢ 6 = = X. La stima di massima

verosimiglianza relativa al campione osservato e 3.4.
Sappiamo che P(X; =1) = fe~?, quindi la stima di massima verosimiglianza sara

— 5 _p
P(X;=1)=0e" =0.1134691.

Esercizio 7. Si ha:
n n n
Eo(T) = Ep(d aiXi)=> aiEe(Xi)=p) a;
i=1 i=1 i=1

quindi la condizione affiche T sia corretto & > ; a; = 1.
Nel caso di T non distorto,

n

MSEy(T) = Vo(T)=Vp(D>_aiXy) =Y aVa(Xs) =0 al.
=1 =1

i=1
Gli stimatori sono

(n—2)X1+ X2+ X3
n

T, =X Ty =

e soddisfano la condizione trovata al punto (a), quindi sono entrambi corretti. Gli errori quadratici
medi sono

n 2 2 2
1 o (n—2) 1 1 n°—4n+6
_ 2 _ _ 2 9
MSE)(T) =0®Y — ==  MSE)(Ty) =0 <n2 + +n2> =t
i=1

e per n — oo si ha

2 > —4n+6
MSEy(T) =2 50 MSE(Ty) = o2 m "0, 52
n n

39



Si vede quindi che T; e consistente, per 75 sembrerebbe di no. In effetti per n — oo si ha che
To — X4 e quindi T5 non & consistente.

Esercizio 8. Si ha:
L(0;x,) = 0 e b Lim1 T
log L(0;x,) = —nlogf—

9? n Z?:lxzz
@logL(G,xn) = &=t

0? /

92

quindi il limite inferiore di Cramer-Rao ¢ =-.

Esercizio 9. Sappiamo che Ey(X1) = p e Vp(X1) = 02/n1; analogamente, Ey(X2) = p e Vp(Xa) =
02 /ng. Per quanto riguarda T abbiamo:

Ey(T) = Eg(¢X1 4+ (1 — ) X2) = qEg(X1) + (1 — ) Ep(X2) = qu+ (1 — p = p

e quindi 7" & non distorto. L’errore quadratico medio &

MSEy(T) = Vo(T) = Vg(gX1 + (1 = 9)X2) = ¢’Vp(X1) + (1 — 9)*Vp(X2) = T
ni 2 1 1.
T = T,=-X1+-X
T e ny+ng 0 2 1 2
nio’ n3o? o? ni,n2—00
MSE T = 1 + 2 — 1yi> 0
0( 1) ni (nl + 77/2)2 ng(nl —+ 77,2)2 ni + n9
MSENTy) = S O
oLz N 4n1 4n2

quindi gli stimatori sono entrambi consistenti. NOTA: il fatto che la popolazione fosse normale non
¢ servito a nulla.

Esercizio 10. Si ha
L(b;x,) = @re /%

log L(0;x,) = nlog@—@Za}?
i=1
2

0
ETE) log L(0;xy,) = ——

0? n n

02

quindi il limite inferiore di Cramer-Rao ¢ 7.

40



Esercizio 11. Si osservi che il modello considerato ¢ una famiglia esponenziale per la quale )" X;
¢ statistica sufficiente e completa, stimatore non distorto di nf. Pertanto, per i teoremi di Rao-
Blackwell e Lehmann-Scheffe’, Y7 X; ¢ UMVUE. Si puo, in alternativa, procedere utilizzando la
disuguaglianza di Cramer-Rao. Indichiamo con 7' = Y7 | X;, abbiamo che

per cui T' & corretto. Valutiamone il MSE:
MSEy(T) = Vy(T)=nVy(X;) =n.

Ora calcoliamo il limite inferiore di Cramer-Rao

L) = e 2@0? = ~5(-0)
LA xn) = o B(E-2)% _ o (T-3)?
log L\, xp,) = 7%( )
;jglogL(A,xn) - _%
-F <68922log L(G;Xn)> _ %

e quindi l'estremo di Cramer-Rao ¢ n e coincide con M SEy(T). T ¢ UMVUE.

Esercizio 12. E del tutto analogo all’esercizio 9, con ¢ = % Li avevamo l'ipotesi di normalita che
pero non usavamo (svolgendo i conti si verifica che il risultato ¢ lo stesso). Quindi 7" & non distorto,
ha MSE(T) = Vp(T) = & + o 127>

=50t 903 0 ed ¢ consistente.

Esercizio 13. Ricordiamo che Ey(X) =60 e Vy(X) = 6(1 — ). Studiamo prima T7:

Eo(Th) = Ep(X)=0 T, & corretto
B(T1) = 0
Vo(X 6(1—0
MSEy(Ty) = Vp(Th) = o(X) = ( ) -0 T} & consistente
n n
Consideriamo ora T5.
1+nEg(X) 1+4nb
Eo(T2) = n+2 - n+2
1+nb 1—-26
B(Ty) = tno_ 0 = —0 T5 e asintoticamente corretto
n+2 n+2

nVp(X) | (1—26)?
(n+2)° " (n+2)

MSEy(Ty) = Vy(Tp) + B(Tz)? = —0 Ty & consistente.

Si osservi che E[T5] = 6 per 6§ =1/2.

Esercizio 14.
Ty = X(y) stimatore di massima verosimiglianza (MLE)
T, =2tlx (n) Stimatore non distorto funzione di MLE (infatti Ey(7T2) = ol By (7)) = 0)
0

T3 = 2X stimatore dei momenti (perché Ey(X) = §) & non distorto.
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2
MSEy(Th) = Vo(Th) + (Bp(Th) — 6)* = n +< - ) =t a

(n+1)2(n+2) n+1 1)(n+2)
(n+1)? no? 62
MSEy(Ty) = Vo(Ty) = . _
SEo(T2) Vo(T2) n? (n+1)2(n+2) nn+2)
Vo(X) _ 67
MSEy(T) = Vi(Ts) =4 _
SEy(Ts) Vo(T5) - 3
92
MSEy(T») n(nt2) n+1
eff(Th/Tz) = = gz = <1
MSEy(T) 22"
quindi Ty ¢ piu efficiente di T3
MSEy(Ts) L (n+1)(n+2)
= = 7 = >
(n+1)(n+2)

quindi 73 e piu efficiente di T3. Di conseguenza anche T € piu efficiente di T5.
Gli stimatori sono tutti e 3 consistenti perché i MSE tendono a 0 per n — oo.
Relativamente al campione osservato T4 (xy,,) = 10, Ta(x,) = 11 e T3(x,) = 8.4.

Esercizio 15. Ricordiamo che Fy(X) = e Vy(X) = 90-9) ber cui Ty & non distorto, MSEy(Ty) =

n
90=9) ,0e quindi 7T ¢ consistente.

Eo(Ty) — nEy(z) ++/n/4 _nb+\/n/4

n+n n+n
nb + \/n/4 Vn/d—0yn  /n(3—0)
Ey(Th)—0 = ———— —0= =
n++/n n+n n+n
2 1 2
6(1—0) V(s —0)
MSEy(Ty) = Va(Ty) + (Ee(Tz) — 6)? = n 2
SENT) = VolT) + (Ea(T) - 0 = () 2 +< e
0(1 — 1 9)?
_ala-0+ G-
(n+/n)?
quindi 75 & consistente.
Per 6 = 1 si ha Ey(T») = 6 (per ogni n, non solo se n = 4).
Esercizio 16. Per ognii = 1,---,n si ha Ey(X;) = 0 e Vy(X;) = 02, quindi
FEy(X s Eo(X— FEy( X, —-16 0 1
Eyry = Do) B Xa) | Bp(Xn) _(n= )6, 6y 1)
n—1 n n—1 n n
0
EyT)—6 = 2
o(T) — 0 -
9 o2 o2 62 . .
MSEy(T) = Vo(T)+ (Ep(T)—0)" = — + 2 + 3 0 per cui T' & consistente.

Esercizio 17. Caso particolare di quanto visto nell’esercizio 9, fissando rispettivamente

1
q=1per T} q =0 per Ty q = — per 1; q=

er T,
2 n1+n2p 4
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quindi tutti e quattro gli Stlmatorl s0n0 non distorti.
In generale MSEy(T) = q o? 4 (100" q) , quindi

2 2 2 2 2
MSEy(Ty) =2 MSEy(Th) =2  MSEy(Ts) = — + ~ MSEy(Ty) = —2

ni n9 4 4n2 ni + N9

sono consistenti tutt e 4. Per D'efficiennza, T4 € ovviamente piu efficiente di T e T5. Quindi basta
confrontare Ty e T3:

2

MSEQ( )_ nlc;nz o 4n1-n2
MSEy(T3)

= <1
(n1 +mn2)? ~

ef f(T3/Ty) =

2
4n1 + 4(:7,2
quindi T} ¢ piu efficiente di T3 e quindi il piu efficiente di tutti.

Esercizio 18.

a)
1
B[T,| =E[T,)—0 =wp0+(1—wp)a—0 = —0(1—w,)+(1—wp)a=(1—wy)(a—0) = - 1(a—9),
1 n? 1 n 1 n
VT, =wi- = — = MSE[T,] = —0)? 0
Quindi gli stimatori sono consistenti in media quadratica.
b)
n _ 1 n . 1
To(X,,) = X, MSE(Tp) = 2 MSE(X,,) = —
0Xn) =+ (Tb) CESAARN T (Xn) =~
Quindi Ty ¢ migliore di X per
o1, 1
(n+1)*  (n+1)
Esercizio 19. a) Il modello statistico é:
(R+)n o ﬁl(o +oo)($z) ]R+ .
T, (1 + )00 L
b)
o - [T 1 70, 400) (1) o
0 ’I’L 27 - n I oo i) — n ; n .
* HfX (v Tz (1 +93i)](1+0)i1_[1 (Orte0) () [ (@) T (1 + @)

da cui si evince che L si fattorizza nel prodotto h(xy)g(T(xy),6), dove il nucleo della funzione di
verosim. ¢

0’(1,
[T (U4 2)

Pertanto, per il teorema di fattorizzazione si ha che T'(x,) =

g(T(Xn), 9) =

[T 1 (0, 400) (4)
i1 (1)
[Ti=,(1+ z;) & stat. suff. unidimensionale per il modello considerato.

mentre h(x,) =

c¢) Consideriamo la f.ne di log-verosimiglianza:

0(0;%,) =nlnh — 02111(1 + ;).

i=1
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er trovare la stima di massima verosimiglianza consideriamo 1’equazione di log-verosimiglianza:
Per t la st d 1 d I dil 1

d n n
@E(Q,Xn) =0 ovvero 7 Z:ln(l + z;) = 0,

la cui unica radice e Poiche la derivata seconda di £(6;x,) & —n/6%, ovvero sem-

n
i In(14a;)
pre negativa, la radice trovata ¢ punto di massimo per ¢ (e per L) e quindi stima di massima
verosimiglianza, 6,,,(x,). Per il campione considerato si ha 0,,,(x,) = 10/5 = 2.

c¢) Si tratta di famiglia esponenziale. Infatti, osservando che

[x(z;0) =

1
exp (—0In(1+z) +1n0),
x

le funzioni di densita per il modello considerato possono essere scritte nella forma generale

fx (2;0) = h(x) exp (n(0)T (x) — c(0)),

con

h(z) = , n@)=-60, T(x)=In(1+z), c@)=-—Inb.

Esercizio 20.

a) Si osservi che:
Ey[X] =mb, Vo[ X] =mb(1 —0).

Pertanto dall’equazione m1(X,,) = Fy[X] discende che X,, = m#, da cui

. X,
O = —.
m
b) Egl0n] = LE[X,] = LEy[X] = %9 =6, V0. Lo stimatore dei momenti ¢ quindi non
distorto (By = 0). Pertanto
R ~ 1 - mo(l—0) 6(1—46
MSEg[0um] = VolOum] = —5 Vol Xn] = ( 5 ) _ & )

m nm nm
c) Poiché

. 1—

lim MSEylfy] = lim o1 -6) =0
n—-+oo n—-+oo nm

lo stimatore dei momenti & consistente in media quadratica.
d) Si ha che le funzioni di verosimiglianza e logverosimiglianza sono

L(6;x) = 2= 7 (1 — g)"m—Xim @

x)= (> _x)In0+ (nm — > x;)In(1 —0).
=1 =1

Derivando e risolvendo I’equazione di logveros. si ottiene che
X X
GMV — J.
m

(Si verifica facilmente che trattasi effettivamente di un punto di massimo). Lo stimatore di
MYV coincide con quello dei momenti e quindi i due stimatori hanno le stesse proprieta.
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e) Si puo rispondere al quesito in due modi.

I modo. Poiché il modello bernoulliano ¢ una famiglia esponenziale (fatto noto, ma comunque
semplicemente verificabile), uno stimatore non distorto di 6, che sia anche funzione di una
statistica sufficiente e completa, ¢ UMVUE (teoremi di Rao-Blackwell e Lehmann-Scheffé).
In questo caso >, X; ¢ stat. sufficiente e completa, e quindi X,,/m, esssendo non distorto,
e UMVUE.

IT modo. E’ sufficiente verificare che il limite inferiore di Cramer Rao risulta pari a
che quindi coincide con la varianza di X,,/m.

0(1—6)

nm

[§]

Esercizio 21.

1 — Osservando che il supporto della v.c. X; & costituito dai soli valori 0 e 1, si deduce che
siamo in presenza di una variabile casuale bernoulliana con probabilita di successo

p=20—-1
per la quale & immediato verificare che
E[XZ]:p:29*1

e che
Var [X,] = p(1— p) = (20— 1)(2 — 20)

2. — Risolvendo in € 'equazione che uguaglia il primo momento teorico (il valore atteso) di X;
con il primo momento empirico (la media campionaria) si ottiene

- X+1
29—1:3&;¢9:—§;
e dunque la soluzione dell’equazione determina lo stimatore dei momenti
A X +1
M= 5

Dalla linearita dell’operatore valore atteso e dalla proprieta della media campionaria per cui E[X]| =
E[X;] =20 — 1 si deduce che

. X +1 E[X]+1
sliu] = 2[5 =55

20-1+1
=

e dunque siamo in presenza di uno stimatore non distorto per il parametro 6 e quindi la distorsione

0 Vo € ©

B; (6)=0 Vo € ©.

élbl
In tal caso, essendo lo stimatore dei momenti non distorto, si ha che la sua varianza coincide con
I’errore quadratico medio e si puo calcolare come segue

MSEy (0) = Var

Ww)::vm[X+1]

2
1 = 1
= ZVar [(X] = %Var [X]

(20 —1)(2 — 20)
4n
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grazie alle ben note proprieta della varianza di trasformazioni lineari, nonché alla proprieta della
varianza della media campionaria, valida per tutti i modelli statistici.
Ora per verificare se lo stimatore ¢ anche UMVUE sono possibili due strade alternative:

e avendo gia verificato che lo stimatore € non distorto ed avendo calcolato il suo errore qua-
dratico medio potrebbe verificarsi che la sua varianza raggiunge il LICR (Limite Inferiore di
Cramer Rao). Nel caso in cui cio si verificasse avremmo potuto dedurre la relazione richiesta.
Nel caso pero in cui invece il LICR non fosse ragiunto non potremmo dedurre alcunché.

e avendo gia verificato che lo stimatore € non distorto si potrebbe cercare di verificare se tale
stimatore & funzione di una statistica sufficiente e completa per il parametro 6

La seconda strada sembra piu agevole in quanto lo stimatore ¢ funzione della statistica S(X1, ..., X,,) =
X che, in un modello bernoulliano, appartenente alla famiglia esponenziale, & noto essere una sta-
tistica sufficiente e completa per p. Quindi, dalle proprieta delle statistiche sufficienti e delle
statistiche complete, se S(Xi,..., X,,) € sufficiente e completa per p lo & anche per una funzione
biunivoca del parametro p nel nostro caso per

3. — Dal momento che la media campionaria € consistente per p = 20 — 1
X —p
sia in senso debole [convergenza in probabilita] che in senso forte [convergenza quasi certa], invo-
cando il teorema di continuita per entrambe le forme di convergenza e immediato dedurre che una
funzione continua della media aritmetica converge alla corrispondente funzione applicata nel limite
p = 20 — 1 ovvero

X+1 CpHl 20141

O = —— = g(X) — g(p) 5 5 9  Voeo.

Inoltre, considerando 1’espressione precedente derivata dell’errore quadratico medio si ottiene che

(26 —1)(2 — 20)
4dn

e dunque lo stimatore € consistente anche in media quadratica.

MSE; (0) = —0

4. — Avendo gia osservato che il parametro usuale della distribuzione di Bernoulli p € (0,1) &
in relazione al parametro di interesse 6 € (3, 1) attraverso la relazione

p=20+1

& vero anche il viceversa ovvero che il parametro di interesse 6 € in relazione con p attraverso la
relazione inversa ]

0=yg(p) = 1%
e dunque ¢ immediato argomentare che dalla nota proprieta di invarianza (equivarianza) dello
stimatore di massima verosimiglianza e dal fatto che pysy = X si ha che

puv+1 X +1
2 2

Orrv = g(harv) =

Esercizio 22. Il modello statistico-probabilistico e:

(X” = (R4)", fa(x:0) = g,{;;f exp{— Y x;/0} 0", © = R+>
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La distribuzione delle popolazione X appartiene alla famiglia esponenziale e puo essere scritta
come:

2
fx(z;0) = % exp{—z/0 — 3log 20},

con: h(x) = %2, P(0) = —1/0, T(z) = =, B(#) = —3log26. Si ottiene quindi che una statistica
sufficiente ¢ data da T'(Xess) = Y iy (@) = Y ;.

2. Le funzioni di verosimiglianza, di log-verosimiglianza e le derivate prima e seconda della funzione
di log-verosimiglianza sono:

Ly, (0) = gon© 2 wiff, 0(0) = —3nlog— Z@ : 0(0) = 9 292 ; "(0) = 92_%)’.

Da (/(0) = 0, si ottiene —3n0 + S az; = 0 da cui 0y = X/3 & lo stimatore di massima
verosimiglianza. Infatti

"(Orrre) = 9(3n/2%) — 27(2n/32) = —27n/z2 < 0.

Per la proprieta di invarianza, lo stimatore di massima verosimiglianza per ¢ e:

. R R X, X?
wMLE = GMLE + 0]2\4LE = ?n + ?n

3. I momenti primo e secondo della media campionaria sono:

S 1 ¢ o2 o e 1\2_ Lyrv o lopo 02 o1+ 3n
E[ X, ]= nz;X =30; E[X7]=V[ X\ +E([X0]) =~ V[X,]+96° = ~36°+96° =30 ——.
1=
4. La media dello stimatore zﬂM LE €
. . . X X271 1. - 1 .- 1+3n

Quindi lo stimatore zﬁM LE € distorto. La sua distorsione ¢ data da:
D(nrir) = E[$]-0 - 6> = 6% /3n,

e questo implica che lo stimatore e asintoticamente corretto perché la sua distorsione tende a 0 al
crescere di n.

Esercizio 23.
1. La funzione di verosimiglianza é:

n n 1 4
LxOss<9>:H9—1x;$‘1:e—n(ﬂxi) "

La funzione di log-verosimiglianza e le sue derivate sono:

n n n n ;L: 10 xX;
0(0) = —nlogf + (—% - 1> logx; U0)=—-4+ #Zi:l log x; 0'(0) = = 229173g.
Z?:1 log z; n__ 22?:1 logw;
== L

Si ottiene quindi: 6,(9) =0= éMLE = , infatti gﬂ(éMLE) =

OrLe Orire
(i logai)?
. . 3
2. L’informazione osservata di Fisher & I(0ypp) = —0"(Opre) = n Nell’intorno

(Z?:l log xi)z'

di @ si puo approssimare la funzione di verosimiglianza di un qualsiasi modello statistico con una
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distribuzione normale di media 6 e di varianza I _1(9) e l'intervallo di verosiniglianza approssimato
di livello ¢ si ottiene come l'intervallo di verosimiglianza di livello ¢ di una distribuzione normale.

Parte facoltativa. L’intervallo di verosimiglianza di livello ¢ della dlStI‘lbUZIOl’le normale L

xass

N(@MLE,I* (GMLE)) che approssima Ly, () & dato da: <0MLE + /1" (HMLE V=2 log q >
I, ~ <Zz Liz1 0871

quindi, sostituendo i valori trovati per éMLE e I(éMLE) si ottiene che:

" logx;)?
(Ez—l 3g ) \/m)

n

3. La media dello stimatore di massima verosimiglianza e

E[frrr] = [ E:ng} E:E [log X;] A%E:a 6.

E quindi OpLE © uno stimatore corretto. Si ha che

~ 1 n 92
MSE(QMLE) = V[QMLE ZlogX ZV [logXi] = ? 202 = Z
i=1 i=1

Cio significa che Opp © uno stimatore consistente perché per n — oo, si ha MSE(éMLE) — 0.

4. Il limite inferiore di Cramer Rao per la varianza di uno stimatore corretto & dato dall’inverso
dell’informazione attesa di Fisher. L’informazione attesa di Fisher risulta essere:

1(0) = —nE[ o [log fx (; 9)]]: —nE{ o [ log 6 — (1 + 1)> logm] }:
002 002 0

1 2logx 1 26 n

7z 93]: ‘”[92 - 93]: 7

L’informazione attesa di Fisher e pari all’inverso della varianza di éM L che risulta quindi essere

uno stimatore UMV UE.

~nE|

Esercizio 24. 1.

0
2 23 2 3 (2] _ 3
E[X]—/Oxesa:dx 7 50—50
3 3\ 3
X =E[X? —(E[X])? =262 (= = 292
VIX] [X] — (E[X]) 59 <49> 809

Per determinare lo stimatore dei momenti, si eguaglia la media campionaria al valore atteso:

_ _ 3 . 4
X, =EX] <= X, = Z9 — Oy = an.

2.

Si verifica facilmente che lo stimatore dei momenti ¢ non distorto, quindi 1’errore quadratico
medio ¢ uguale alla varianza:

WBV(X) 1613, 6

X S .
n) = 9 n 9 n&0 15n

JWSE@My:V@M):mwg
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Poiché l'errore quadratico medio tende a 0 per n — oo possiamo concludere che lo stimatore
dei momenti & consistente.

3.
Ricordando che X,, ~ N (IE[X 1, %) (Teorema del Limite Centrale), si ricava facilmente la
distribuzione asintotica dello stimatore dei momenti:

R 4 _ 4 16 V[X 2
Oy =-X,~=N fE[X],—GE ~ N 9,9—
3 3 9 n 15n

4.

La stima dei momenti ¢

4

AT w4311
= _&iEll = — =0.056.
3 n 3236 18

Esercizio 25.
1.

o 1 1 1 217 o
EX:/xda:: ——| =
N VNG QQ;MO 3
0
o1 1 1 |22 e
E[X? :/ P ——dr = — | =
) 0o 2V0VE 23 | 5 5

VIX] = E[x? - (E[x])? = & (‘))2 _ A

Per determinare lo stimatore dei momenti, si eguaglia la media campionaria al valore atteso:
_ _ 0 . _
Xn:IE[XM:»Xn:§<:>9M:3Xn.

2. Si verifica facilmente che lo stimatore dei momenti € non distorto, quindi ’errore quadratico
medio e uguale alla varianza:

2
MSE(@y) =V(0y) =V(3X,) = g VLX) g4 lp 40

n__ 4bn 5n

Poiché l'errore quadratico medio tende a 0 per n — oo possiamo concludere che lo stimatore dei
momenti & consistente.

3. Ricordando che X,, ~ N (E[X], %) (Teorema del Limite Centrale), si ricava facilmente la
distribuzione asintotica dello stimatore dei momenti:

R _ X 462
Oy =3X,~N <3E[X],9V[]> ~ N <9, ) .
n 5n

4. La stima dei momenti

Esercizio 26.
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1. Lo stimatore & non distorto in quanto, per le proprieta del valore atteso, si ha:

E[Xi] +E[Xa] 61 +6;

E[T] = 2 2

-0, VIcR.

Dall’ipotesi di indipendenza dei due campioni discende che
X1+ Xo R _ 1/1 1
V|i——| ==(V|X ViXo)=-| —+— ).
S| =i v = § (o o)
Pertanto, essendo 1" uno stimatore non distorto di 6, si ha che
1/1 1
MSE[T|=V[T] =~ < + > .
4 ni 9

Lo stimatore & consistente poiche, al divergere di n; e na, MSE[T] — 0, Vo € R.

2. Per le proprieta delle medie campionarie nei modelli normali, si ha che

nq

Xi|9i~N<9,~,1 ) i=1,2.

Ricordando che una combinazione lineare di v.a. normali ha distribuzione normale, abbiamo
che: _ _
X1+ X 1/1 1
MtA oyl (L)),
2 4\n1  no

Esercizio 27.

1. Per le propr. di valore atteso e varianza e dal suggerimento dato, si ha che:

n n 9

E[X(n)] = "t 19, V[X(n)] - (n + 1)2(n + 2)

Si ha quindi che, V0 € (0, 1):

o E[T}] = 6;

o V()] = MSE[T)] =

o E[T)] = 220;

o V1] = HR6?,

o MSE[T) = (B[] — )+ V[T = ... = &

(n+1)2-
Pertanto:
e T ¢ stimatore non distorto di ¢ e funzione di statistica sufficiente e completa, X(,). Si
tratta quindi dello stimatore non distorto di minima varianza (UMVUE).
e T} & consistente in errore quadratico medio, dal momento che, V0 € (0, 1),
02
lim MSE[T)|= lim —— =0.

n——+00 n—+00 n(n + 2)
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e Lo stimatore T, e stimatore distorto di € con distorsione negativa e pari a

0
B[l = ——.
& (n+1)2
Tuttavia lo stimatore risulta consistente (e dunque asintoticamente corretto), in quanto
V8 € (0,1),
02
lim MSE[T;]= lim ——— =0.
n—-—+00 n—-—+00 (n + 1)

e Lo stimatore Ty ¢ piu efficiente di 17 poiche:
MSE[T) < MSE[TY] & (n+1)*>n(n+2) < 1>0,
condizione che risulta essere ovviamente verificata per ogni valore di n e di 6.

Da quanto verificato si evince che, in base al criterio delle errore quadratico medio, lo stimatore
T5 benche distorto, € migliore dello stimatore non distorto 73 (peraltro anche UMVUE).

. Poiche il primo momento di X & u1(f) = E[X]| = g e il primo momento campionario &
m1(X,) = X,, l'equazione dei momenti(u1(6) = m1(X,)) diventa:

da cui si ottiene lo stimatore dei momenti:
Orr = 2X,,.
Per le proprieta della media campionaria e dal momento che Xi,...,X, sono v.a. i.i.d.

con valore atteso e varianza finiti vale il teorema centrale di convergenza e si ha che X,, ha
distribuzione asintotica normale. Pertanto, osservando che

R B R B _ 92 92
Elfy] =E[2X,| =10 VOy] =V[2X,|=4V[X,|=4— = —
u) =E2%) =6, Vidar) = VI2X,) = 4VK] =4 = o
possiamo affermare che, per un qualsiasi 0
O — 0
L N(0,1)
V(0]
ovvero che
. _ 02
QMIQXTL%N<9 >
3n
. Sostituendo i valori indicati, si ottiene:
21 22 A
T = 2—0*09 ngﬁ*O.Q, Oy =2%x0.4=0.28.

Si noti che il dato fornito relativamente alla varianza campionaria S2 risulta inutile ai fini
della soluzione al quesito posto.
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IIT PARTE: INTERVALLI DI CONFIDENZA E TEST

Esercizio 1*. Sia X,, = (X1, ..., X,,) un campione casuale dalla popolazione N(0,6).
a) Verificare che la statistica S3 = Y"1 | X2 /n ¢ uno stimatore non distorto di 6.

b) Determinare la generica espressione di un intervallo di confidenza per 6, in funzione della
statistica Sg.

¢) In un campione di dimensione n = 15 si & osservato che lo stimatore S3 assume il valore 3.232.
Determinare I'intervallo di confidenza per 6 al 95%.

Esercizio 2. In una fabbrica di generi alimentari si vuole determinare il valore medio di “grasso
totale” (in grammi) in una confezione regolare di patatine. Si analizzano n = 101 confezioni e si
ottengono i seguenti risultati: Z,, = 18.2 g, s2 = 0.56 g2. Assumendo che le osservazioni ottenute
siano i valori osservati di un campione casuale da una popolazione normale di media p e varianza
o2 entrambe incognite, determinare:

a) lintervallo di confidenza al 90% per u;

b) Tintervallo di confidenza al 90% per o2.

Esercizio 3*. Un campione di 100 transistor viene estratto da una grossa fornitura e sottoposto
a controllo di qualita. Il risultato & che 80 pezzi superano il controllo. Si determini un intervallo di
confidenza al 95% per la percentuale p di transistor idonei nel lotto considerato.

Esercizio 4*. In un processo di controllo di qualitd emerge che, su 371 pezzi controllati, 18 sono
difettosi. Trattando il campione considerato come un campione casuale,

a) determinare la funzione di verosimiglianza e calcolare il valore della stima di massima verosi-
miglianza di p, proporzione dei pezzi difettosi nella popolazione da cui proviene il campione;

b) determinare un intervallo di confidenza al 90% approssimato per il parametro p;

c) stabilire, alla luce dei dati osservati, se risulta piu verosimile per p il valore 0.07 oppure il
valore 0.037

Esercizio 5%*. Si consideri un campione casuale X,, = (Xi,...,X,) da una popolazione
bernoulliana di parametro incognito, p, e le due ipotesi

Hy: p=0.2 Hy: p=04.

a) Verificare che la generica regione di rifiuto del test basato sul rapporto delle verosimiglianze
risulta essere:

R={x,: y:inZk}.
i=1

b) Determinare il valore della probabilita di errore di prima specie, «, che si ottiene ponendo

n=4ek=2.
Esercizio 6. Sia X,, = (X1,...,X,,) un campione casuale dalla popolazione con distribuzione di
probabilita
T
Fx(2:0,a) = (a+2) 0°(1-60)*, 2=0,1,2,..., 0€(0,1), a>0.

T'(z+ 1)l (a)

Si supponga che aw = 1 e si consideri il campione x,, = (3,2,7,3,5).
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a) Determinare la funzione di verosimiglianza di 6 per il campione considerato.

b) Verificare se, alla luce dei dati osservati, risulta pit verosimile per 6 il valore #; = 0.3 oppure
il valore 6y = 0.6.

Esercizio 7*. Viene estratto un campione casuale di dimensione n = 16 da una popolazione
normale di parametri incogniti ;1 e 0. Sapendo che la media campionaria ¢ T, = 27.9 e che la
varianza campionaria ¢ s2 = 3.232, determinare l'intervallo di confidenza al 90% per i parametri
incogniti.

Esercizio 8*. Il seguente campione si suppone proveniente da una popolazione con distribuzione
normale con varianza o = 16 e valore atteso p incognito:

23, 32, 22, 31, 27, 25, 21, 24, 20, 18.
a) Sottoporre a verica le seguenti ipotesi:
Hy: p=20 Hy: p>20
al livello oo = 0.05.

b) Supponendo che il valore vero di u sia pari a 25, calcolare la potenza del test.

Esercizio 9*.  Si consideri un campione casuale X,, = (Xi,...,X,) da una popolazione con

funzione di densita

fx(x;0) = 00, x>0, 6>0.

Si considerino, per il parametro incognito 6, le ipotesi
H0:9:1 H1:9:2.

a) Verificare che la generica regione di rifiuto del test basato sul rapporto delle verosimiglianze
risulta essere:

R={xy,: nf:in<k}.
i=1

b) Determinare il valore della probabilita di errore di prima specie, «, che si ottiene ponendo
n =36 e k = 2/3. [Sugg.: Si ricordi che la somma di v.a. esponenziali indipendenti ha
distribuzione gamma. In alternativa, utilizzare 'approssimazione normale, ricordando che

Ep(X) =1/6 e che Vy(X) = 1/62. ].

Esercizio 10*. Si suppone che il tempo di azione di un anestetico sia una variabile aleatoria

normale di valore atteso p e varianza o2, entrambi incogniti. In un esperimento, i valori osservati

per un campione casuale di dimensione n = 10 della media e della varianza campionaria sono pari
a = 9.28 min e s2 = 0.1619? min.

a) Determinare un intervallo di confidenza all’ 80% per il parametro incognito .

b) Si sottoponga a verifica il seguente sistema di ipotesi, assumendo un livello di significativita
a = 0.01:
Hy: p= po=10.5 min

H;: p < pp=10.5min

Ripetere assumendo a = 0.025.
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¢) Determinare graficamente il valore p per il test di cui al punto precedente.

Esercizio 11*. Si suppone che la dimensione delle ali di un insetto tropicale sia una variabile
aleatoria normale di valore atteso p e varianza o2, entrambi incogniti. In un esperimento, i valori
osservati per un campione casuale di dimensione n = 20 della media e della varianza campionaria
sono pari a 7 = 3.23 mm e s2 = 0.214? mm?.

a) Determinare un intervallo di confidenza al 90% per il parametro incognito p.

b) Si sottoponga a verifica il seguente sistema di ipotesi, assumendo un livello di significativita
a = 0.05:
Hy: p=po=314mm

Hyi: p>po=3.14 mm

¢) Determinare graficamente il valore p per il test di cui al punto precedente.

Esercizio 12. Si suppone che la dimensione delle ali di un insetto tropicale sia una variabile
aleatoria normale di valore atteso p e varianza o2, entrambi incogniti. In un esperimento, i valori
osservati per un campione casuale di dimensione n = 20 della media e della varianza campionaria
sono pari a Z = 3.23 mm e S? = 0.214% mm?.

Costruire con il metodo del rapporto delle massime verosimiglianze il test per la verifica del

seguente sistema di ipotesi, assumendo un livello di significativita o = 0.05:
Hy: p=po=3.14 mm

Hy: p# pp=3.14 mm

Esercizio 13*. Sia X1,..., X,, un campione casuale di dimensione n dalla popolazione di Poisson
di parametro incognito #, con distribuzione di probabilita:
01’
fX(:c;H):e_QE, rz=0,1,2,... 60>0.

Si consideri il sistema di ipotesi:
Hy: 0 =0 Hi: 06=20,.

Assumendo 0y > 61, la regione di accettazione del test basato sul rapporto delle verosimiglianze
risulta essere

A={xy: Tn>k}.

a) Verificare che, per n sufficientemente elevato, la variabile aleatoria X,, ha, approssimativa-
mente, distribuzione N (6,60/n).

b) Calcolare la potenza del test, 1 — 3, che si ottiene ponendo 1 =5, n =25 e k = 5.5.

(Sugg.: utilizzare 'approssimazione normale per la distribuzione di X,,)

c) Verificare che, effettivamente, la regione (1) definisce la regione di accettazione del test di
Neyman-Pearson.

Esercizio 14*. Sia Xi,...X,, un campione casuale da una popolazione uniforme in (0, 6), 6 > 0.

Si consideri la statistica campionaria X(,) = max{Xj,..., Xy}, per la quale ¢ noto che, V0 > 0,
n n
EXp)] = —— VX = 2,
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a) Sapendo che un intervallo di confidenza di livello 1—« per il parametro 6 & fornito dal seguente
intervallo aleatorio:

1
verificare che il valore atteso della lunghezza aleatoria di /C(X,,), indicata con £,(X,,), risulta

essere
1— al/n]

al/n

n

E[Ea(Xn)] = n+1

b) Supponendo di avere osservato il campione di dati x,, = (1,9, 3,4, 5, 3,2,0, 10, 5), determinare
la stima per intervallo di 6 (assumere 1 — « = 0.95).

Esercizio 15%*. Sia Xi,...,X, un campione casuale di dimensione n da una popolazione
bernoulliana di parametro incognito €, con distribuzione di probabilita:

fx(z:0) =61 -0 z=0,1 6 (0,1)>0.
Si consideri il sistema di ipotesi:
Hy: 6=00=0.5 Hy: 6=60; =0.35.

La regione di rifiuto del test basato sul rapporto delle verosimiglianze risulta essere
n
R={x,: Y X;<k}. (1)
i=1

a) Verificare che, per n sufficientemente elevato, la variabile aleatoria ) ; X; ha, approssima-
tivamente, distribuzione N (nf,nf(1 — 0)).

b) Calcolare le probabilita di errore di I e di II specie che si ottengono ponendo n = 144 e k = 60.

(Sugg.: utilizzare 'approssimazione normale per la distribuzione di ) . ; X;)

c¢) Verificare che, effettivamente, la regione (1) definisce la regione di rifiuto del test di Neyman-
Pearson.

Esercizio 16*.  Si considerino due campioni indipendenti di numerosita n1 = 14 e no = 12,
estratti da due popolazioni normali di varianze note, 02 = 40 e o3 = 100 e valori attesi incogniti
w1 € po. Nel primo campione il valore osservato della media campionaria e pari a 44, nel secondo &
pari a 50. Calcolare un intervallo di confidenza con livello di confidenza pari a 0.95 per la differenza
p1 — peo. In base al risultato ottenuto € possibile escludere che 11 e ps siano uguali tra loro?

Esercizio 17*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale da una popolazione esponenziale di para-
metro 0, per la quale E[X;] = 0 e V[X;] = 02. Si consideri il seguente intervallo di confidenza di
livello 1 — « per 6:

(2 Z?:l Xi 2 Z?:l Xi >

2 ’ 2
X1-g2n X2 on

a) Per la v.a. Lo(X,,), lunghezza dell'intervallo considerato, determinare il valore atteso e la
varianza.

b) Supponendo di avere osservato un campione di n = 10 osservazioni dalla popolazione con-
siderata, in cui la somma campionaria ¢ pari a 1740, calcolare gli estremi dell’intervallo di
confidenza di livello 0.95 e la lunghezza osservata.
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Esercizio 18*. Si suppone che, in una citta, il consumo di acqua al giorno per abitazione sia una
v.a. normale di media p e varianza o? incogniti. Per un campione casuale di dimensione n = 20
si e rilevato che Z, = 353.8 galloni e S = 21.85 galloni. Sottoporre a verifica le seguenti ipotesi,
ponendo o = 0.05:

Hy: p =350 Hy @ p # 350.

Si calcoli infine il p-value, lo si rappresenti graficamente e si commenti il risultato.

Esercizio 19*. Si suppone che Daltezza dei cittadini maschi di un centro urbano sia una v.a.
normale di media y e varianza 02 = 300 cm?. Per un campione casuale di dimensione n = 20 si &
rilevato che Z,, = 177.5 cm.

a) Si calcoli un intervallo di confidenza di livello 1 — o = 0.95 per p.

b) Sottoporre a verifica le seguenti ipotesi, ponendo o = 0.05:

Hy: p=175 Hy: pu>175.
c¢) Si calcoli infine il p-value, lo si rappresenti graficamente e si commenti il risultato.

Esercizio 20*. Una casa farmaceutica € interessata a stabilire la riduzione di peso corporeo in
grammi legata alla somministrazione di un determinato farmaco. Supponendo che la “riduzione
di peso” sia una variabie aleatoria normale con varianza pari a 900% ¢2, determinare il numero di
individui che devono essere considerati nello studio, al fine di ottenere un intervallo di confidenza
di livello a = 0.01, la cui semi-lunghezza non sia superiore a 200 g.

Esercizio 21*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale di dimensione n = 20 da una popolazione
N(p,0?) con 02 = 300. Per il sistema di ipotesi
Ho: p=po=175
Hyi: o> po,
a) determinare la funzione di potenza del test di livello 1 — «;

b) calcolare il valore della funzione di potenza in p = 178, ponendo 1 — o = 0.95.

Esercizio 22*. Si ipotizza che il tempo medio di attesa dei clienti di una banca nell’ora di punta
sia una variabile aleatoria normale di varianza nota pari a 4. Per un campione casuale di 16 clienti
si e rilevato un tempo medio di attesa di 5.5 minuti.

a) Sottoporre a verifica l'ipotesi che il tempo medio di attesa 6 sia inferiore 5 minuti contro
I'ipotesi che 0 sia maggiore di 5 minuti, ad un livello & = 0.01 e rappresentare graficamente
la regione di rifiuto del test.

b) Determinare il valore p e rappresentarlo graficamente.

Esercizio 23*. Sia Xi,..., X, un campione casuale da una popolazione di Poisson di parametro
0. Per la quantita g(0) = e=?:

—

a) determinare lo stimatore di massima verosimiglianza, g(6);

b) verificare che
— . . 0p0

9(6) ~ N’ V[g()]), dove  V[g()]=e >~

n

56



— —

c¢) determinare una stima per V[g(6)], varianza asintotica di g(6);
d) determinare un intervallo di confidenza approssimato al 95%.;

e) determinare la stima di massima verosimiglianza e gli estremi dell’intervallo di confidenza al
95% per il seguente campione osservato:

1'1:...:1'5:2, .1‘6:...:.1‘10:1, 1'11:...:1‘15:3, x16:...:x25:4.
Esercizio 24*. Un prodotto viene commercializzato con due confezioni diverse, A e B. Si assume
che, in un periodo di riferimento, il ricavo delle vendite (in migliaia di euro) del prodotto con

confezione j (j = A, B) sia una v.a. normale di parametri (6;,02). Si considerano due campioni
casuali e indipendenti tra loro di ricavi relativi a n = 9 punti vendita. Indichiamo con

X4 xA x4 e XB...xP .. .XP

i due campioni casuali considerati. I valori osservati dei ricavi nei due campioni sono riportati nella
seguente tabella.

Punto Vendita 33;4 :zf
1 1.72 | 1.17
2 0.50 | 1.73
3 1.01 | 1.42
4 1.14 | 2.20
5 1.13 | 1.21
6 1.55 | 1.11
7 2.32 | 0.84
8 0.71 | 1.51
9 0.94 | 1.75

a) Determinare un intervallo di confidenza al 95% per il parametro incognito A = 64 — 0p,
assumendo che 02 = 0.16. Sulla base dellintervallo che si ottiene con i dati assegnati, ¢
lecito supporre che il diverso confezionamento non determina una differenza statisticamente
significativa nei ricavi?

b) Si sottoponga a verifica il seguente sistema di ipotesi, assumendo un livello di significativita
pari a a = 0.05:

H() :A=0
H1 A 75 0
e commentare 1’esito del test.
Esercizio 25*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale di dimensione n = 3 proveniente da una
popolazione di Poisson di parametro incognito 8, con distribuzione di probabilita:
91’
fX(:C;H):e_QE, rz=0,1,2,... 6>0.

Si consideri il sistema di ipotesi:
H019:00:2 H129:91:1.

a) Verificare che la regione di rifiuto del test basato sul rapporto delle verosimiglianze risulta
essere
R={x,: 1 +x2+ 23 < k}. (2)
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b) Calcolare la probabilita di errore di I specie, «, e la potenza del test, 1 — 3, che si ottengono
ponendo k = 1.

[Sugg. Ricordare che se Xi,...,X,, sono n v.a. i.i.d. distribuite secondo la legge di Poisson
di parametro 6, la loro somma ¢ una v.a. di Poisson di parametro nf.]

Esercizio 26*. Si consideri un campione casuale di dimensione n proveniente da una popolazio-
ne bernoulliana di parametro 6 incognito. Siamo interessati a effettuare inferenza sul logaritmo
naturale della varianza di tale popolazione, ovvero sul parametro ¢g(#) = In[f(1 — 0)].

—

a) Determinare lo stimatore di massima verosimiglianza di g(0), g(0).

—

b) Determinare la varianza asintotica di g() e uno stimatore di tale quantita.

¢) Determinare I’approssimazione normale della distribuzione campionaria dello stimatore di
massima verosimiglianza di g(f) e I’espressione generica di un intervallo di confidenza appros-
simato per g(#).

d) Supponendo di avere osservato in un campione di n = 100 osservazioni un valore della media

campionaria pari a 0.6, determinare un intervallo di confidenza al 95% per g(@).

Esercizio 27*. Dato un campione casuale di n osservazioni estratto da una popolazione X con
funzione di densita:

fx(z:0) =0 (1—x)"71, z € (0,1), 6> 0,

lo stimatore di massima verosimiglianza per 6 € Oy = —W.
=1 K&

1. Si utilizzi il test di Neyman-Pearson per il confronto tra le ipotesi
Hy:0=20 Hy:0=0¢ (00<61)
e si mostri che la regione di accettazione e

RA={X e X": by < K}. (3)

2. Verificare che asintoticamente si ha MLE ~ N (0, Gn—z)

3. Ottenere l'espressione dell’intervallo di confidenza approssimato per 6 di livello 0.80 e calco-
larne gli estremi supponendo di avere osservato un campione di n = 225 unita, per il quale
Orpipe = 1.5.

4. Si consideri il campione osservato di cui al punto precedente. Si vogliono confrontare le
ipotesi:
H() : 90 =13 H1 : 91 = 1.6.

Calcolare il valore approssimato della potenza del test (1), ottenuto ponendo K = 1.464.

Esercizio 28*. Si consideri un campione casuale di n osservazioni estratte da una popolazione X
con distribuzione di densita di probabilita:

fx(z:;0) = (0 +2) 2T, 0<z<1, 0> —2.

- - 6+ 2)2
1. Verificare che la distribuzione campionaria asintotica di ;g € Oprp = N (9, (+n)>

Parte facoltativa. E necessario conoscere esplicitamente ’espressione di 0,57 Spiegare
perche.
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2. Ottenere un intervallo di confidenza approssimato di livello 0.95 per # assumendo che in un
campione osservato di numerosita n = 144, il valore della stima di massima verosimiglianza
ottenuto sia Oy, = 1.6.

3. Per il confronto tra le ipotesi
Hy:0=09vs Hi :0 < 0y,

si consideri il test con la seguente regione di rifiuto
RR={x€ X" :Opyrp <k}

(test di Wald). Utilizzando I’approssimazione normale per OniE, si verifichi che la regione
di rifiuto per un test con probabilita di errore di prima specie pari ad « si ottiene ponendo

OpmLe + 2
n

k = z, + 6y, dove z, indica il percentile di livello « della distribuzione normale

standardizzata.
4. Per il campione osservato della domanda 2, si esegua il test per 8y = 1.5 a livello a = 0.05.
Esercizio 29*. La tabella seguente riporta i punteggi medi (Z e ) riportati da due docenti (A e

B) valutati da due campioni distinti di studenti, di dimensione rispettivamente pari a n = 229 e
m = 243. Sono anche riportati gli scarti quadratici medi dei punteggi nei due gruppi (s; e sy).

A B
n=229 | m=243
T, =214 | j=421
sy =094 | s, =0.83

Si supponga che i due campioni siano indipendenti e provenienti da popolazioni con uguale varianza,
2
o°.

1. Determinare la stima congiunta di ¢ basata sui dati campionari disponibili.

2. Determinare stima puntuale e stima per intervallo (al 95 %) per il parametro “differenza tra
i punteggi dei due docenti”.

3. Verificare se € pit plausibile I'ipotesi che i punteggi siano uguali o se il punteggio del primo
docente risulta inferiore a quello del secondo.

4. Stabilire se, nel problema trattato, & necessario ipotizzare che i dati siano realizzazioni di
variabili aleatorie normali.

Esercizio 30*. 3 Sia X7,...,X,, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione
di densita di probabilita

fx(:v;ﬁ):e%m?, 0<z<4, 0 > 0.

1. Verificare che

3Parte di questo esercizio & stato proposto nella sezione sulle proprietd degli stimatori.
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2. Determinare 'errore quadratico medio dello stimatore dei momenti e studiarne la consistenza.

3. Determinare la distribuzione asintotica dello stimatore @ v e Uintervallo di confidenza asinto-
tico per 6, assumendo come stima di V[X] la quantita ottenuta sostituendo a # lo stimatore
dei momenti.

4. Determinare la stima dei momenti e I'intervallo di confidenza asintotico di livello 1 —a = 0.95
supponendo di avere osservato un campione di dimensione n = 36 per il quale > | x; = %

Esercizio 31*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione
di densita di probabilita

fx(x;0) = 0%xe™ 0", x>0, 0 >0,

con 5 5
EX]=- X =—.
X] =5 VIX] = o
Si consideri il sistema di ipotesi
Hy: 6 =0, Hy: 6=04, (90>01).

1. Verificare che la regione di accettazione del test di Neyman-Pearson risulta essere 'insieme

A={xeX": =z, <k}, k>0

2. Determinare la distribuzione asintotica di X,,.

3. Verificare che, utilizzando la distribuzione asintotica di X,, il valore di k per il quale la
probabilita di errore di I specie del test (vedi il punto 1.) ¢ pari ad « &

2 2

ko =+~
00+ nﬁg

Z1—a-

Determinare il valore di k., per a = 0.05, 6y = 2 e n = 25.
4. Determinare la potenza del test considerato per 61 = 1.
5. Stabilire se, per un campione osservato di dimensione n = 25 e con media campionaria pari

a 1, 'ipotesi nulla viene accettata o rifiutata.

Esercizio 32*. 4 Sia X,..., X,, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione
di densita di probabilita

fx($;9)=2\1/§\/15, 0<z<6,  0>0.
1. Verificare che i . .
(X] = 59, VIX] = 69
e che lo stimatore dei momenti di 6 ¢
Orr = 3X,

2. Determinare 'errore quadratico medio dello stimatore dei momenti e studiarne la consistenza.

4Parte di questo esercizio & stato proposto nella sezione sulle proprietd degli stimatori.
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3. Determinare la distribuzione asintotica dello stimatore @ v e Uintervallo di confidenza asinto-
tica per 6, assumendo come stima di V[X] la quantita ottenuta sostituendo a 6 lo stimatore
dei momenti.

4. Determinare la stima dei momenti e I'intervallo di confidenza asintotico di livello 1 —a = 0.95

supponendo di avere osservato un campione di dimensione n = 36 per il quale > " | x; = %
Esercizio 33*. Sia Xi,...,X,, un campione casuale proveniente dalla popolazione con funzione
di densita di probabilita

1 1
fx(z;0) = e, x>0, 0 >0, dove E[X] =3 V[X]:ﬁ.
Si consideri il sistema di ipotesi
Hy: 6 =0, Hy: 60=0, (00>91).

1. Verificare che la regione di accettazione del test di Neyman-Pearson risulta essere 'insieme

A={xeX": z,<k}, k>0

2. Determinare la distribuzione asintotica di X,,.

3. Verificare che, utilizzando la distribuzione asintotica di X,, il valore di k per il quale la
probabilit di errore di I specie del test (vedi il punto 1.) & pari ad « ¢

by =~ L,
“ 7 B, ng2 e

Determinare il valore di k., per a = 0.05, 6y = 2 e n = 25.
4. Determinare la potenza del test considerato, assumendo 61 = 1.
5. Stabilire se, per un campione osservato di dimensione n = 25 e con media campionaria pari

a 1.5, l'ipotesi nulla viene accettata o rifiutata.

Esercizio 34*. ° Siano Xll, . ,X}Ll e X12, .. .,X,QL2 due campioni casuali indipendenti, rispet-
tivamente di ampiezza n; e ng, provenienti da distribuzioni N(61,1) e N(62,1). Si consideri il
parametro incognito

0 — 01 + 02
2
e lo stimatore _ _
X+ X
T(X,) = %’

dove Xi e X5 sono le medie campionarie dei due campioni.

1. Verificare che lo stimatore T'(X,,) € non distorto e consistente per il parametro 6.
2. Determinare la distribuzione campionaria di 7'(X,,).

3. Sulla base del precedente risultato, determinare un intervallo di confidenza di livello 0.95 per
il parametro 6 avendo a disposizione due campioni di dimensione n; = ng = 10 per i quali si
ha T1 =2 e Ty = 3.

SParte di questo esercizio & stato proposto nella sezione sulle proprietd degli stimatori.
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Esercizio 35*. % Sia X1,...,X,, un campione casuale proveniente da una distribuzione uniforme
nell’intervallo [0, 6].

1. Si confrontino e si discutano le proprieta inferenziali dei seguenti due stimatori per campioni
di ampiezza n fissata:

n+1
Tl (Xn) = n X(n)v
n+ 2
TQ(Xn) = nr 1X(n)
Suggerimento: si ricordi che
E [X(”)} S
0 n+1
vI[Em] _ n
0 (n+1)%2(n+2)

2. Determinare T5(X,,) = 0y lo stimatore dei momenti di 6 e la sua distribuzione asintotica.
Attraverso quest’ultima si ottenga il corrispondente intervallo di confidenza asintotico per il
parametro 6 al generico livello 1 — a.

3. Dato un campione osservato di dimensione n = 20 in cui
z1) = 0.2, Ty, = 0.4, S22 =0.1, T(ny = 0.9

determinare le tre stime puntuali e 'intervallo di confidenza approssimato ponendo 1 — o =
0.90

Esercizio 36*. Sia X una v.a. assolutamente continua con funzione di densita
fx(z;0) =021  ze(0,1), 6>0.
1. Determinare la funzione di verosimiglianza e lo stimatore di massima verosimiglianza.
2. Si consideri il sistema di ipotesi
Hy: 6<1 vs. Hy: 6>1.

ed il test con regione di rifiuto basata su una singola osservazione (n = 1) e definita da:

1
R:{xEX:x>2}.

Determinare la funzione di potenza del test e calcolarne il valore in 6 = 2.

SParte di questo esercizio & stato proposto nella sezione sulle proprietd degli stimatori.
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SOLUZIONI
INTERVALLI DI CONFIDENZA E TEST
Esercizio 1. Poiché E(X) = 0, abbiamo che E(X?) = Var(X) = 0 e anche E(X?) = 0. Quindi

BT — B X S B

n

n N2
Sappiamo che se X ~ N(u,0?) allora Z’:ﬁ# ~ x2;: quindi nel nostro caso

nT
o

¢ una quantita pivotale. Possiamo usare questa per costruire I'intervallo di confidenza per un livello
fissato 1 — a:

nT nT nT nT?
L—a=Pla <5 <0) =P0Gp < 5 <Xiapa) =Plz—— <0<— ).
lea/Q;n X a/2n

Per n = 15 e un valore osservato di 7' = 3.23%, I'intervallo al 95% per 6 ¢

[156.49 156.49

T = 5.69,24.99]
27.49 6.26] 569, 24.99)

Esercizio 2. Possiamo utilizzare la quantita pivotale % ~ t,_1 per costruire l'intervallo per

(n—1)S3

7~ x2_; per o2. Gli intervalli sono dati dalle relazioni

<a/2n 1< S /\f <ti-a/2n— 1) =P (X + tajom-15n/Vn < < X +t1_a/2-150/v/1)
=P (X - tlfa/Q;nflsn/\f n<p< X+ tlfa/Z;nflsn/\/ﬁ)
(Pultima uguaglianza ¢ giustificata dalla simmetria della distribuzione t) e

(n—1)S2 (n—1)S2 (n—1)S2
l—-a = P <X§</2;n—1 < 2 ~ < X%_a/gm_l =P 5—+"< o < —— .
Xl—a/?;n—l Xa/?;n—l

l—a =

Dalle tavole si ha: ¢;_ a/2m—1 = = tp.95,100 = 1.66, Xl a/2in—1 — X095100 = 1243 e Xa/Qn 1 =

Xo.05;100 = 77.9. Gli intervalli al 90% relativi al campione osservato sono
per p : [18.08,18.32] per o2 : [0.45,0.72].

Si noti che, in quest’esempio, la numerosita campionaria € elevata. Si puo pertanto ricorrere
all’approssimazione normale delle v.a. t e x2.

Esercizio 3. Non abbiamo una quantita pivotale per p, pero’ possiamo utilizzare I’approssimazione
normale per la distribuzione dello stimatore di massima verosimiglianza. Sappiamo che lo stimatore
MLE di p ¢ p = >, X;/n (la frazione di successi). Sappiamo anche che, per n grande p ha
distribuzione approssimativamente normale con valore atteso p (il parametro incognito) e varianza
1/L,(p) (il limite inferiore di Cramer-Rao). Quindi possiamo costruire l'intervallo di confidenza
usando la quantita pivotale

p—0p

e O
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e lintervallo al livello 1 — o ¢

pP—0p

z < ——— < Z1_,/2.
a/2 = l/In(p) = <l—a/2
In questo caso la varianza e
L _ 1 _..._rd=-p
In(p)  _E (%bg L(p;Xn)) "

che rende difficile esplicitare 'intervallo rispetto a p. In questi casi si fa una ulteriore approssima-
zione considerando l'informazione di Fisher osservata invece di quella attesa, quindi

1 1 I ()
L@ [ 2o LpsXa)| "
p=p
L’intervallo approssimato ¢ (considerando anche che z, /o = —21_4/2)
pP—p o R p(l—p R p(1—p
—21_a/2 S —F/——= < Z1-q/2 e quindi D— Z1-qa/2 ) Sp<DP+zi_an g
p(1—p) n n

n

Relativamente al campione osservato (con n = 100 e p = 0.8), l'intervallo al 95% &
0.16 0.16
[0.8 —1.964/ 100" 0.8 +1.964/ 100] = [0.7216,0.8784].

Esercizio 4. Si ha che: L(p;x,) = p2i=1%i(1 — p)"~2i=1%; relativamente al campione osservato
(con n = 371 e Y., x; = 18), la funzione di verosimiglianza & L(p;x,) = p'8(1 — p)®53. Per
Iintervallo di confidenza le argomentazioni sono quelle fatte all’esercizio 3, e 'intervallo &

) p(1—p)

p(1 —p)
P—21-q/2 .
n

§p§ﬁ+21—a/2 n

Il valore della stima di massima verosimiglianza e p = 31—781 = 0.048 e quindi I'intervallo al 90% ¢
[0.029,0.066]. Inoltre, L(0.07,x,) = 1.22-1073%,  L(0.03,x,) = 8.29-10733. Quindi il valore 0.07

¢ piu verosimile. Infatti il rapporto tra le verosimiglianze e é(o.ozm’) ~ 1.47, da cui si vede che 0.07

S ) (0.03,27)
ha verosimiglianza piu alta.

Esercizio 5. Il rapporto delle verosimiglianze:

L(po,Xn) _ pozz':lfci(l _po)nfzzz:lzi _ (m)z?_1$i (1 _p0>n—2?_1$i _ (po)T <1 _p0>n—T
n

L(p1,%n) plz?:1 ] pp)r T P1 1—p1

avendo posto T = Y | ;. Tale rapporto ¢ monotono rispetto a 7. Infatti, essendo py < p; e
1—po>1—pq,siha:

T
(po) decresce al crescere di T'
b1
1—po\" " )
1 decresce al crescere di T
— D1
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e quindi il rapporto di verosimiglianze ¢ decrescente rispetto a 1. Di conseguenza la regione di
rifiuto

nM sy =4x . S
{xneX .L(phxn)s } {xp € X" :T > g(s)}

¢ del tipo {x, € X" : T > k}. Se fissiamo n = 4 e k = 2, la regione di rifiuto diventa R =
{X4 cxt: Z?:l T > 2}. Ricordando che > 7 ; X; ~ Binom(4,p), la probabilita di errore di

prima specie e

4
Pr(Rlp) = P(>_X;>2|py) = P(Binom(4,pg) > 2)
=1
= <;1>p3(1 —po)’ + (3);08(1 —po)t + Ct)pg(l — po)°® = 0.1808.

Esercizio 6. Per a =1siha'(a) =1 eT'(a+z) =T(x + 1), quindi
fx(z;0,a=1)=0(1—-6)".

La funzione di verosimiglianza & L(6;x,) = 6"(1 — 6)2i=1% che nel campione osservato diventa
L(0;(3,2,7,3,5)) = 6°(1 — 0)?°. Rispetto ai due valori da confrontare, abbiamo

L(0.3;(3,2,7,3,5)) = (0.3)°(0.7)* > L(0.6;(3,2,7,3,5)) = (0.6)°(0.4)%°.
e quindi #; = 0.3 & piu verosimile.

Esercizio 7. La costruzione & analoga a quella dell’esercizio 2. Questa volta, pero, la numerosita
non & molto alta e quindi dobbiamo necessariamente usare le tavole della v.a. t15 e della v.a. Y35
senza ricorrere all’approssimazione normale. Gli intervalli di confidenza al livello 1 — a sono

per p: (X - tlfa/Z;nflsn/\/ﬁ Sps X+ tlfa/Q;anSn/\/ﬁ)
— 2 _ 2
ber o ( (-1S} _ 2 (0 1>sn)
lea/Q;nfl Xa/Z;nfl

Relativamente al campione osservato gli intervalli sono

per p: [26.48,29.32] per o2: [6.26,21.55].

Esercizio 8. Trattiamo prima il test con due ipotesi semplici
Hy:p=20 contro Hy:p=p1 (con pp > 20).
La funzione di verosimiglianza e
Lip,x,) = e 277

quindi il rapporto delle verosimiglianze e

L{po,Xn) = 32al@—po)—(@—m)?) _ — 2@ o)+ —n3)
L(ulvxn)

Essendo w1 > o, il rapporto & decrescente rispetto a Z, quindi la regione di rifiuto &

L(,Uf()vxn) _
=<{x, €X": —"—= < ={x, € X": 12> .
R {X € Tlnx) = k {xn € z>g(k)}
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2

ps )

Troviamo g(k) attraverso la condizione sull’errore di prima specie, ricordando che X ~ N(

0.05 = P(R|po) = P(X > g(k)|uo) = P(i/_\/%o = g(fix;ﬁ'uo)

quindi g(k) & tale che (/)\/’10 = 1.65 (e quindi g(k) = po + 1.650//n).

La regione di rifiuto e:
R={x, € X": X > o+ 1.650/\/n} .

La regione di rifiuto non dipende dalla scelta di p; (purché rimanga py > o). Quindi possiamo
considerare la stessa regione di rifiuto per il test con ipotesi composte (il test risultante ¢ UMP)

Hy:p=20 contro Hy:p > 20.

In particolare rifiuteremo (con a = 5%) se & > 20 + 1.65 - 4//10 = 22.08. Nel campione osservato
la media campionaria ¢ 24.3 > 22.08 e quindi RIFTUTTAMO Hj.

La funzione potenza ¢
- X —p _ 2208 —pu 22.08 — 11
P(R|p) = P(X >22.08|u) =P > et
(Blu) = B(X 2 22.080) = P70 = = A 4/VT0

dove ®(-) ¢ la funzione di ripartizione della v.a. normale standardizzata. In p = 25 la funzione

potenza vale 1 — @(21';)\8/}55) =1-®(-2.30) = 0.99.

)=1-9(

),

Esercizio 9. Il rapporto delle verosimiglianze e

n ,—0 nox; n
Lo, xn) _ OBe™2i™ (00" o)y o
L(61,x%,) Ore=tr imi 61

Poiché nel nostro test 6 — 61 < 0, il rapporto di verosimiglianze ¢ funzione crescente di )" | ;,
la regione di rifiuto e

L(907xn) -
n. < » n . ;< )
R—{XnEX 71;(917 ) k}—{x eX E T k}

i=1

Dobbiamo calcolare P(R|§ = 1) avendo fissato k = % e supponendo che n = 36. Ricordando che
Yoy Xi ~ Gamma(\ = 0, v = n) (e quindi sotto 'ipotesi nulla )" | X; ~ Gamma(\ = 1,v = 36))
abbiamo

2 -
PR =1) = le_f = FGamma,3s) (3) = 64310 W0

Utilizzando lapprossimazione normale alla distribuzione di X (con valore atteso E(X) = 1/6 e
(X)

= n92 , abbiamo

varianza

- 2 - 2
MM&:M::PQ:&§§W:D:MX§§7%W:)

2

1 £
w/1/3 1/1/3

=P(Z < —5.89) ~ 0.

Esercizio 10. a) L’intervallo di confidenza (basato sulla quantita pivotale 5 ”/?/%) al livello 1 —« e

_ Sn, _ Sn
L= tl—a/Q;n—lﬁ Sps T+ tl—oa/?;n—l%'
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Per a = 0.2 e n = 10, si ha t;_, /9., = 1.38 e quindi l'intervallo diventa (con i dati osservati)
[9.20,9.35].

b) Ricordiamo brevemente di seguito le regioni critiche dei test con ipotesi nulla semplice (sulla
media), e ipotesi alternativa unilaterale, sia nel caso di varianza nota che incognita.

Varianza nota: Hy : p = po contro Hy : u > pg (vale anche se Hy : p < i)

T — po
R = X" > 2y
{xe o/ = }

Hy : p= po contro Hy : pu < po (vale anche se Ho : > pip)

n T — o
= X" < Zo ¢ -
" {"’”e a/wﬁ—z}

Varianza ignota: Hy : p = po contro Hy : pu > po (vale anche se Hy : pu < pp)

= {IKGX”: S Ztl—oc'n—l}'

Hy : pp= po contro Hy : pu < po (vale anche se Hy : 0 > o)

T — Mo
R= cXx": < ton_1¢ -
{$ sn/vn o 1}

Il test che ci interessa in questo esercizio € il quarto. Con n = 10 e a = 0.01, quindi la soglia &
to.o10 = —2.82;

Topo _ 928105 .o
Sn/v/n " 0.1619/1/10 '

che fa rifiutare decisamente l'ipotesi nulla.
In questo caso il p-value & P(tg < 23.82) ~ 0.

Xn—n
Sn/

Esercizio 11. L’intervallo di confidenza (basato sulla quantita pivotale ) al livello 1 — v &

B

_ S, _ S.
Xn — tl—a/2;n—17% <p< Xp+ tl—a/Z;n—lj%-

Per a = 0.05 e n = 20, si ha tg.975,190 = 2.093 e quindi I'intervallo diventa (con i dati osservati)
[3.130, 3.330].

Il test € del terzo tipo tra quelli elencati all’esercizio precedente, quindi la regione critica e

T — o
R=<x,€ X": > t—an—1 ¢ -
{X . }

3.23 —-3.14

Per n = 20 e a = 0.05 la soglia ¢ tp.95,19 = 1.73; la statistica test —————— = 1.88 ¢ piu grande
0.214/+/20

della soglia e quindi si rifiuta I'ipotesi nulla.
3.23 —3.14

Per n = 20 e o = 0.025 la soglia ¢ tg.975,19 = 2.09; la statistica test = 1.88 ¢ piu piccola

0.214/+/20

della soglia e quindi si accetta ’ipotesi nulla.
I1 p-value ¢ uguale a P(t19 > 1.881) = 0.037 < 0.05.
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Esercizio 12. La funzione di verosimiglianza e

L(p. 0% ) = (o) 277 Bl

Se pt = pi, la verosimiglianza ha massimo se 02 = s3 = 2 3" | (z; — po)?, quindi al numeratore
2. _ 2.

avremo sup,,_ . ,2~0 L(#, 0% %n) = L(fio, 555 Xn)-

Sappiamo che la verosimiglianza & massima per (u = 7,02 = s2) (dove s? & la varianza cam-

pionaria non corretta), quindi al denominatore metteremo sup,cg y2~0 L(p, 0% %) = L(Z, s*; Xp).
Ricordando che sg = 52 + (2 — p)?, il rapporto delle massime verosimiglianze &

2. —-n 221 1(1, /—LO) _n  qn n

SUPj=110,02>0 L, 075 %p) . L(po, 8%; Xp) _ 5% 2¢ 29 _ 8% 2e77 S% 2
= ~ - I i, _ (%
SUPLER,02>0 L(p, 0% %) L(z, 5% %,) 827%6_ 552 2im1 (2 —T)? 27272 52

. . . T—p\2 . .. .. N .
che ¢ funzione decrescente di (*>£)”. La regione critica quindi sara del tipo

_ 2 —_
R:{xneX”:<H> Zk}:{xneé\,’":x M k:oppure

S S

>f}

Per trovare le soglie +v/k usiamo la condizione sulla probabilita di errore di prima specie Pr(R|Hg) =

«. Non conosciamo la distribuzione di =g, Dero sappiamo che SN tn_1. Poiche 5 =

X—u . 1
Sn/v/n /n—1’

la regione critica puo essere espressa in termini di ——~—:
NG

T vy

(dove k' = vk v/n —1). Per la condizione Pr(R|Hy) = a, k' non pud che essere t1—a/2;n—1 € quindi
la regione di rifiuto

R = {Xn e X" —k' oppure

Kl

— K Tn — H
R= {Xn cx": ST n < —t1_q/2;n—1 OpPpUre sn/\/ﬁ > tl_a/gm_l} .

Con i dati dell’esercizio, Si/;\/“ﬁ = 1.88, mentre la soglia £ 975.19 = 2.093. Quindi accettiamo I'ipotesi
nulla per a = 0.05.

Esercizio 13.

a) Segue dal teorema centrale di convergenza, osservando che Xi,..., Xp... sono iid. e che:
E(X,) =0,V (X,)=0/n. B
b)1-8=P(x, € RI# =60,) =P(X,, <550 =5)~P(Z < (5.5—-5)/1/5/25) = ®(1.12) = 0.87.

c¢) Posto y = Y27 | @, si ha che A(x,) = e ™%=01)(gy/6,)¥. Poiche 6y > 91, )\ ¢ una funzione
monotona di y e quindi, per 'arbitrarieta di k, si ha: A = {x, € X" : y > k}.

Esercizio 14.

a) Si ha che:
1 1—al/n
L(Xp) = Un(Xp) = Ln(Xp) = (m - 1)X(n) = _1/n (n)
Pertanto, per la linearita del valore atteso,
1—al/r 1—a'/"n+1



b) Per z19 = 10 si ha: IC(x(,)) = (10 ) = (10,13.7).

10
» (0.05)

Esercizio 15.

a) Segue dal teorema centrale di convergenza, osservando che Xi,...,X,... sono ii.d. e che:
EQTN X)) =n0, V(3 I, X;) =nb(1—0).
b)
- k— TLH()
a = Py X;<klf=0) P72 < ————)
; n90(1 — 90)
® (60 _ 72) = ®(—2) = 0.02.
V36
Analogamente,
- k — n91
1—5 = IP)( Xi<k‘|9:91)2P(Z<—)
; n91(1 — 91)

o 60 — 144(0.35) 0053,
1/144(0.35)(1 — 0.35)
Pertanto: 8 = 0.047.
fo

y n
c) Siay =Y., z;. Il rapporto delle verosimiglianze &: A(x,) = (—) (1790

-y . N
1_91) . Tale funzione e

01
monotona in y. Pertanto: A(x,) <k & > ", x; <k

Esercizio 16.

Per l'indipendenza e la normalita dei due campioni casuali, si ha che la v.a. X, — X, ~
Xﬂl_XHQ_(/'I’l_I'I‘2)
(72 0'2
1 2
TR

2 2
N (1 — po, % + 22). Da quanto scritto discende che

P € una quantita pivotale per

il parametro p; — pe. Pertanto

2 2 2 2
= = g g — — g a.
X, X, 1 2 1 2
ni no 1-5 ) ni ng 1-5
z o + X X —|— Z [e% +
2\ n1  ng 2V nm no

¢ un intervallo di confidenza al livello 1 — « per il parametro considerato. Sostituendo i valori
campionari si ottiene: (—12.56,0.55). Poiche tale intervallo contiene lo zero, al livello di confidenza
considerato non possiamo escludere che p; e uo siano uguali.

Esercizio 17.

a) Si ha che
- 1 1 .
EIL(Xn)] = Un(Xn) = Ln(Xn) =2)_ Xi | - — =cx Xy,
i=1 Xl—g;Qn X%;Qn
— _ 1 S K
con ¢ = 2n (xf o XQg;zn)' Quindi:

E[‘C(Xn)] = cf, V[E(Xn)] =Cc—.

2x1740 2><1740> —

b) Per il campione osservato, si ha (utilizzando le tavole della v.a. x?): IC(xn) = (3710 “orer

(101.84, 362.88).

Esercizio 18. Vedere soluzione esercizio 10 b).
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a) Qui si ha: tn—1;1-2 = t19;0.975 = 2.09. Per il campione assegnato, la statistica test assume il

valore .55 = i”/?/%o = gi’?ég/_j‘;% = 0.78. Si accetta pertanto Hy.

b) Il p-value € qui uguale a 2 P(t,—1 > |toss|) = 2[1 — Th—1([toss|)] = 2[1 — T19(toss)] = 0.445, dove
T,—1 indica qui la funzione di ripartizione di una v.a. ¢ di Student con n — 1 gradi di liberta. Il
p-value e elevato: i dati a disposizione forniscono una evidenza forte a favore di Hy.

Esercizio 19.

a) IC risulta: X,,£2;_,/90/y/n. Per il campione osservato e per I'a considerato si ha: [169.9,185.1].

b) R={xn: /n(ZTn — 110)/0 = toss > 2z1—a}- In questo caso il valore osservato della statistica test
& Woss = (177.5 —175)/4/300/20 = 0.645 < 1.644 = zp95. Si accetta quindi Hy.

c) Il p-value € Py, {Z > wyss = 0.645} = 1 — ®(0.645) = 0.259. Si accetta quindi I'ipotesi nulla.

Esercizio 20. La semilunghezza dell'lC e £ = Zl_a/Qﬁ. Si ha che £ > 200 < n > (zl_a/gﬁ)Q =

(2.57 X %)2, da cui si ottiene che n* = 134.

Esercizio 21. La funzione di potenza ¢ (u) = P(i’;?/%o > 21q) = P(X,, > zl_aﬁ + po). In

generale, X,, ~ N (p, ﬁ) Pertanto, S(n) =P(Z > M +21-q)=1-— @(M + 21-q). Si

: o (175-178) _
ha in questo caso che 5(178) =1 — ®(v/20 Voo T 1.644) = 0.19.

Esercizio 22.

a) Il test e del tipo:
Hy: 0<60y=5, Hi: 60>60y=5,
da cui,
R = {Xn : T(Xn) > Zl_a}; a = 0.01, 20.99 = 2.32
Tp—0p 55-5 05

Toa) = m = 2 T

=1<z1_q =232
Si accetta quindi Hy.

b) Il valore-p si ottiene calcolando:

Pr{T(X,) > 1|0 =6} =1 — ®(1) =1 —0.84 = 0.16.

Esercizio 23.

a) Per I'equivariana SMV:

b) Per il Delta method:

Dato che
n _
1(9) = 57 g/(9) = —¢ 67 [g/(e)]Q =€ 29a
si ha p
9(0) ~ N(eg, -2 n)
c)
? —2X X
Vig(0)] ~ e o



~

ICH_o)(X) m g(0) £ 212 \/V[g(®)] = e " £1.96¢ "

Dato che z = 2.8, 'intervallo &: IC = (0.021,0.101).

Esercizio 24.

a)

Per i noti risultati sulle statistiche medie campionarie per popolazioni normali, si ha che
XA —XB ~N<9A—93 2"2>.
A np 4
Si ottiene cosl la seguente quantita pivotale :
X, - X8, A

L’intervallo di confidenza per A ¢ quindi:

_ 2 , 2
A A
X; - X - zl_ga\/;, X3 -XP + zl_;a\/;],

indica il percentile di livello 1 — § della v.a. N(0,1). Assumendo 1 —a = 0.95 si

~ N(0,1).

dove Zi-g
ha zg.g75 = 1.96. Poiché ;1:;;‘ L, =122 e :Z‘EB = 1.44, si ottiene che 'intervallo osservato risulta
essere [—0.59,0.15]. Dal momento che tale intervallo include lo zero (valore che indica 1'ugua-
glianza dei due parametri 84 e 6p), sulla base dei dati disponibili non possiamo concludere

che il confezionamento determini una differenza statisticamente significativa nei ricavi.

Si puo rispondere al quesito in due modi.

I modo. L’intervallo di confidenza osservato contiene tutti i valori che corrispondono a ipotesi
nulle accettate dal test bilaterale di livello «, condotto con i dati a disposizione. In altre
parole, se l'intervallo di confidenza di livello 1 — « osservato contiene lo zero, l'ipotesi nulla
A = 0 contro lalternativa A # 0 viene accettata nel test di livello @ condotto con gli stessi
dati che si sono usati per determinare 'intervallo. (IMPORTANTE: notare la corrsipondenza
tra livello di confidenza (1 — «) e livello del test («)).

II modo. Il valore osservato della statistica test per il confronto tra un’ipotesi nulla semplice
e un’ipotesi alternativa bilaterale

(zd —zB)Y—-0 0.22

e ~ /(016 x2)/9

Si accetta pertanto Hy.

=117 <1.96 = z;_a.

Esercizio 25.

a)

La funzione di verosimiglianza per il modello di Poisson e
L(0: %) — e~ 0g5 I,

da cui si ottiene il rapporto delle verosimiglianze

DT
Ax,) = e 00=01) (g?) .
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Per il Lemma di Neyman e Pearson, osservando che X & funzione crescente di ) ;" ; z; (dal
momento che §p =2 > 1 = 0;), si ha che

R= {Xn:)\(xn) Skz'} ={xp : &, < k}.
Per n = 3 si ottiene quanto cercato.

b) Osserviamo innanzitutto che Y3 = X1+ X2+ X3 ~ Poisson(36). Per definizione, « = P{R; 0 =
6o} el — 5 =P{R;0 =0;}. Assumendo k =1, si ha

a=P{YV3<1;0=2} =P{Y3=0;0 =2} + P{YV3 = 1,0 =2} =e % + 6 ¢ =0.017,

1-B=P{Y3<1;0=1}=P{Y3=0,0=1}+P{Y3=1;0=1} =e 3+ 32 =0.2.

In questo problema la distribuzione della statistica test e nota, e non € quindi necessario
ricorrere alla distribuzione asintotica che, per n sufficientemente elevato, risulta N(n#,nf).
Si noti inoltre che, in questo caso, essendo n = 3 molto piccolo, i valori che si ottengono
utilizzando ’approssimazione normale sono piuttosto imprecisi. Infatti

~p (L0 g _
a~@<m) ®(—5/v6) = 0.0207,

~ 1—7191 . o
15~<1>< N ) = ®(—2/V3) = 0.124.

Esercizio 26.

a) Per la proprieta di equivarianza degli stimatori di MV si ha

—

b) Per il Delta Method (le cui condizioni di applicabilita sono qui soddisfatte) si ha che Vy[g(0)] ~
[9'(0)]%1,,(0) 1, dove, nel problema qui considerato, ¢'(f) = £ 1nf(1 —0) = 9%177_22) e I,(0) =
ﬁ ¢ 'informazione attesa di Fisher per il modello bernoulliano. Si ha quindi che

_ _ (1—26)2
Volln X,,(1 — X)) = —=—.
olin Xel1 = X))~ =g
Inoltre, ricordando che l'informazione osservata risulta I2°%(x,) = —d% In L(9§Xn)‘9:éMV =
Fal-z) 5 DA
——= . 1-2X,)?
V. N ~ [d' (0 2[055 . -1 _ (_ n;__

—

c) Per il Delta Method si ha che g(f) ha distribuzione approssimativamente

N (9(0), [g" ) In(6)~",)

da cui si ottiene l'intervallo di confidenza di livello 1 — @ approssimato

—

906) & 215\ g (B ) 21725 ()]
In questo esercizio si ha quindi che

1—-260
InX,(1-X, ~N (ln@(l —0), ||>

v/no(1—6)
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e che l'intervallo approssimato e

- - 1-2%

In Xp(1— Xp) 4 2q o122l
2 \/nZn(l —Zy)

Per i dati a disposizione si ottiene quindi:

0.2
V100 % 0.6 0.4

In(0.6  0.4) = 1.96

da cui si ottiene l'intervallo [-1.51, —1.35].

Esercizio 27.
1. Per il test di Neyman-Pearson, la regione di accettazione &: RA = {x € X™ : A\(x) > k}, dove
AX) = fu(x:0 = 0p)/ fn(x;0 = 01) = Lx(00)/Lx(61), e dove k & tale che P(X € RR|H,) = «, con
s 0—1
o [T1(1 —=:)]™

« fissato. Dato che
6() n n 6o—01
-3 i
si ha che A(x) > k quando:

n(log 6y —log 61) + (6o — 61)> 1", log(1 — z;) > log k e, dato che 6y — 6, < 0, si ottiene

n o log k—n(log 6o —log 1) .. n n(6o—61)
Zi:l log(l xl) < 0o—061 ; da cui: > log(1—x;) > log k—n(log 0g—log01)

.. A 0o—0
Quindi RA={X € X" : OyiLg < K}, con K = _logk—Z((lc?gOol—)logel)'

Ax) = B NEEEDI

2. Oyrrp ~ N(0,171(0)), dove I(0) = nE [—g—; log fx (x;6)] ¢ I'informazione attesa di Fisher. Dato
che log fx(z;0) =logf + (6 —1)log(1l — x) e 88—922 log fx (x;0) = —072, si ottiene che I-1(0) = % e
quindi éMLE ~ N(@, %)

3. L’intervalle di confidenza approssimato di livello 1 — « si ottiene utilizzando lft distribuzione
asintotica di 0,1, dove il valore di 6 nell’espressione della varianza ¢ sostituito da 6,7 g. Nel caso
di distribuzione campionaria N (0, V?), per uno stimatore 7'(X), l'intervallo di confidenza ¢ dato
da:

IC = (T(X0ss) = 21—as2 V', T(Xoss) + 21—a/2 V).

In questo caso T(X) = @y p con distribuzione campionaria asintotica & N(6,6%,, /n) ed il valore
di zo/2 = 29 = 1.28. Quindi l'intervallo di confidenza approssimato é:

IC ~ (Oprre—29 Orvre/vVn), Ovre—29 Ovre/vn))= (1.5-1.28(0.1) , 1.54+1.28(0.1))= (1.372, 1.628).

4. Il valore approssimato della potenza del test e:

. Orie — 0 K—90
1-8 = IP’(RR;Gl):IP(GMLE>K;01):IP’(AMLE L ! )
Ovre/vn  Oure/vn

1.464 — 1.6
~ IP(Z > 01): P(Z > —1.36) = 1 — ®(—1.36) = 0.913.

Esercizio 28.
1. Oyre ~ N(6,171(0)), dove I(0) = nE [—88;210g fX(Q:;G)] ¢ l'informazione attesa di Fisher.
Dato che

0? 1

log fx(z;60) =log(0+2)+ (0 +1)logx , e che Wlogfx(x;ﬂ) :_(9_1_2)27
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. 2
si ha I(0) = W, quindi Oy ~ N(Q, (0";2)>

Parte facoltativa. No, non e necessario. Perche I'approssimazione campionaria asintotica dello
stimatore di massima verosimiglianza non dipende dalla sua espressione matematica. Dipende solo
dall’espressione matematica dell’informazione attesa di Fisher, il cui inverso ¢ la varianza asintotica.

2. Per costruire un intervallo di confidenza approssimato per Opp si deve usare la distribuzio-
ne campionaria asintotica ottenuta al punto precedente, dove il valore di 6 nell’espressione della
varianza ¢ sostituito da éM LE-

L’intervallo € dato da

_ . 3.6
IC( o) = (9 t2 a }): (1.6 +1.96 12): (1.6 4+ 0.588) = (1.012 , 2.188)
2

3. Dato che, come al punto 2, la distribuzione campionaria asintotica di e 0~ N <9,
si ha:

]P’{RR]G—GO}—P{é<k!9—00}—]P{Aé_eo < _F=b }mp(ff—‘)o)_
0+2)/y/n  (0+2)//n 0 +2)/vn

k — 6o 0+ 2
——————=2z4 € k=12,
0+2)/vn Vn

Da cui si ottiene che + 6o

4. Dato che § = 1.6 e che 2, = 2005 = —1. 64, si ottiene che k = —1. 64326 +1.5=-1.64(.3)+1.5 =

—0.49 + 1.5 = 1.01 si ha dunque che 0=16>k= 1.01, il valore di 6 non appartiene alla regione
di rifiuto e si accetta Hy.

Esercizio 29.

1. Dalla ben nota formula della varianza congiunta 6% (pooled variance)

o Sa(ng — 1) +s7(ny — 1)
Op =

Ng +ny — 2
si ottiene numericamente (”}123 =0.78

> (0.9472%(229-1)+0.8372%(243-1)) /(229+243-2)
[1] 0.7833502

2. Per la stima puntuale si ottiene immediatamente che
A=X-YV=z-—3j=214—-429=-215

Ricordando che per determinare la stima per intervallo per il parametro A = pu, — p, si
utilizza la statistica pivotale

X-Y-A

vty —2
[ 1 1 ~2
(nf + TT)
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e che la distribuzione T di Student, per valori elevati dei gradi di liberta ¢ ben approssimata
da una distribuzione normale

Pr¢—z_a<

da cui si ricava

- 1 1 - 1 1
X—-Y -z oy —4+=)62, XY +z_a4/| —+—)6?
2 Ny Ty P 2 Ny Ty P

e quindi per i valori campionari osservati

[Amf,Asup] = [~1.99, ~2.31]

> (2.14-4.29)+1.96%sqrt (0.78%(1/229+1/243))
[1] -1.990576
> (2.14-4.29)-1.96%sqrt (0.78%(1/229+1/243))
[1] -2.309424

. Per rispondere al quesito ricorriamo ad una procedura formale di verifica di ipotesi del sistema
Hy: A=0
{H 1: A<O
Per la costruzione della regione di rifiuto, ci si affida alla statistica test
X-Y
o+ a) o

di cui & noto che, quando A = 0 (ovvero sotto Hy), si distribuisce come una distribuzione di
tipo T' di Student e precisamente T, n,—2. La regione di rifiuto ¢ data da

T(X1, e, Xy, Y1, Yy, ) =

R={(X1,.s X, . Y1,..Y5,) : T(X1, .0, Xy, Y1, .. Yn,) < tnptn,—2.0 )

Dal momento che n;, +n, —2 = 470 > 100 la distribuzione T di Student n, 4+ n, — 2 con
gradi di liberta ¢ molto ben approssimata da una distribuzione normale standard Z ~ N (0, 1)
considereremo i seguenti quantili ¢, 1,24 = 2o = —1.64. Dal campione osservato si ha

> t.08s=(2.14-4.29)/sqrt (0.78%(1/229+1/243))
> t.oss
[1] -26.43267

per cui T = t,5s = —26.43267 < —1.64 e dunque, ad un livello di significativita « = 0.05,
concludiamo in favore dell’ipotesi alternativa che il punteggio medio del primo docente e
inferiore a quello del secondo.

. Da quanto gia argomentato ¢ evidente che l’elevata numerosita campionaria e il teorema
centrale del limite consentono di utilizzare la distribuzione normale come approssimazione
della distribuzione delle media campionarie X e Y e dunque & possibile utilizzare la stessa
quantita pivotale e la stessa statistica test con gli stessi quantili anche in assenza di esplicita
ipotesi di normalita delle singole osservazioni campionarie.
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Esercizio 30.

1.
0 479
3, 3 [z 3
E[X2] /9 23 2d 3 $5 0 302
= xr —X €Xr = — _— = —
M |5, 5

V[X] =E[X? — (E[X])? = 202 - (20) = %92

Per determinare lo stimatore dei momenti, si eguaglia la media campionaria al valore atteso:
_ _ 3 . 4 _

2.
Si verifica facilmente che lo stimatore dei momenti ¢ non distorto, quindi ’errore quadratico

medio e uguale alla varianza:
5 ; 4 16V(X) 1613 , 62
SE{B) = Vi) V(3 ) 9 n 9 n 80 15n

Poiché 'errore quadratico medio tende a 0 per n — oo possiamo concludere che lo stimatore

dei momenti e consistente.

3.
Ricordando che X,, ~ N (E[X], % (Teorema del Limite Centrale), si ricava facilmente la

distribuzione asintotica dello stimatore dei momenti:

s Ao (4 16 VIX]\ 0?

. . 62 . . . . .
Assumendo come stima della varianza 2%, possiamo trovare I'intervallo di confidenza asintotico

per 8:
- A |03, 4, (4X,)2
ICl_a(e) = QM + sza 157” = an + ZkTa 150
4.

La stima dei momenti ¢
Lo dlimm 431 1 00

9/\:7 pr— p—
M= g3t =3 3236 18

e l’intervallo di confidenza asintotico a livello 0.95:

- 1 1/18)2
IC o (0) = g =196 (15/. 3)6 = [0.051;0.06]

Esercizio 31.
1.
Applicando il Lemma di Neyman-Pearson, la regione di accettazione sara del tipo
L(eg X)
A={xeXx": — > c}.
{x L(01;x) — c}
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Per il modello considerato la verosimiglianza risulta essere

L(6;x) = ﬁ (92301-6_9“) x 6%"exp {—Qixz}
i=1

i=1
e quindi si ha:

L(0o;x) 98”61’]7{—002?:1 zi} (b 2n -~ '
L)~ Freap 05 a1~ \ar exp s —(6o 01);:& .

Dal momento che —(6p —61) < 0 il rapporto delle verosimiglianze ¢ funzione decrescente di y ;" | z;
(o equivalentemente di Z,) e dunque possiamo concludere che la regione di accettazione ¢ del tipo

A={xe&x": > m<k}={xe&x": z,<k}

i=1

X, ~N <E[X],VLX]> ~ N <Z’n292>
3.

Fissando « e utilizzando la regione di accettazione di cui al punto 1 si ha
(X:P(XER:AC‘H()) :P(Xn > k?w:@o)
Sotto Hy vale la distribuzione asintotica di cui al punto 2, e standardizzando si ha:

X -2 -2 L— 2 L— 2
a=p| Lt " bl plz<—B]e=1-a=0

o
2 2 _2_ _2_
neg neg n@% n@%

Applicando la funzione inversa alla funzione di ripartizione si ottiene:

2
k=%

= Z1_
\/z -
1198

da cul si ricava

Per a = 0.05, 0 = 2 e n = 25, si ha

[ 2
=1+1.64y/ —— =1.23.
Fa +1.6 25-4 3

4. La potenza, in corrispondenza dell’ipotesi alternativa semplice #; = 1, risulta essere

2
1.23 - 2
2

25

1-B=P(XcR=ANH) =P(X, > ko0 =06,)=1—-0 =1—®(-2.72) = 0.997

5. Poiché il valore osservato della media campionaria Zo5 = 1 < ko = 1.23 cade nella regione
di accettazione, non si puo rifiutare 'ipotesi nulla a livello o = 0.05.

77



Esercizio 32.

1.

(4
EIX] /9 11 1 [a22 0
= X €Tr = —_— = -

0 2 2

1 1 1 |[=z2 0

B[ X? —/ R — - —-—| =
X 0 20 Vx 29;[;]0 5

2. Si verifica facilmente che lo stimatore dei momenti € non distorto, quindi I'errore quadratico
medio e uguale alla varianza:

5 A . V(X) 41 , 467
MSE(fy) =V(0y) =V(3X,) = —9 g2 =""
SE(Owm) (6n) (3Xn) =9 n 945n 5n

Poiché l'errore quadratico medio tende a 0 per n — oo possiamo concludere che lo stimatore dei
momenti & consistente.

- ) (Teorema del Limite Centrale), si ricava facilmente la
distribuzione asintotica dello stimatore dei momenti:

Op =3X, ~ N <3E[X]’9VE~5(]> - N( 492)

3. Ricordando che X,, ~ N (]E[X l, YiX]

Rk 0, —
5n
. . 462, . e . . .
Assumendo come stima della varianza =X, possiamo trovare ’intervallo di confidenza asintotico
5n

per 6:
" A 462 _ 4(3X,,)2
IC1_a(0) =0y + 21-a M :3Xnizl—a\/ﬁ:
2 on 2 on

4. La stima dei momenti

Doy T ol

A 1
=3, = - = — = U. 2
Ov =3z, =3 - 3336 36 0.028

e l'intervallo di confidenza asintotico a livello 0.95:

- 1 2
IC1-o(0) = 52 + 1.96\/4(15/.3;2 = [0.0197;0.0359)

Esercizio 33.
1. Applicando il Lemma di Neyman-Pearson, la regione di accettazione sara del tipo

L(0y;x)

= " > c}.
A={xeX L(Ql;x)_c}

Per il modello considerato la verosimiglianza risulta essere
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e quindi si ha:

L(6o;x) Opexp{—00 ; , xi} (b " - ,
(1) — Dy (=0, Z?:l o =\ exp (6o 91);% .

Dal momento che —(6y—61) < 0 il rapporto delle verosimiglianze ¢ funzione decrescente di " | z;
(o equivalentemente di Z,) e dunque possiamo concludere che la regione di accettazione e del tipo

A={xeXx™: in<k'}:{xe)€”: Ty < k}
i=1

n 0 n- 62

XH%NEXM%Nll
(=00 55) *~ (53

3. Fissando « e utilizzando la regione di accettazione di cui al punto 1 si ha
Oé:P(XER:AC|H0) :P(Xn>k'|9:00)
Sotto Hy vale la distribuzione asintotica di cui al punto 2, e standardizzando si ha:

X -+ -1 E— L E— L
U hl=1-rPlz< hle=l1-a=29
2

< >
1 1 1 1
n9§ nog n9(2) n9(2)

Applicando la funzione inversa alla funzione di ripartizione si ottiene:

a=P

0o
= Z _
1 e
nOS
da cul si ricava
1 1
ko = — + 21— —.
« 00 @ n98

Per a =0.05, g =2 e n = 25, si ha

1 [ 1
ko = 5 +1.64 SRV 0.664.

4. La potenza, in corrispondenza dell’ipotesi alternativa semplice 61 = 1, risulta essere

. 0.664 — 1
1 -f=P(XE€R=AH)=P(Xy>kalf =61) =1 - @ | ———— | =1 B(~L68) = 0.9535

25

5. Poiché il valore osservato della media campionaria o5 = 1.5 > k, = 0.664 cade nella regione
di rifiuto, si rifiuta I'ipotesi nulla a livello o = 0.05.

Esercizio 34.
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1. Lo stimatore & non distorto in quanto, per le proprieta del valore atteso, si ha:

E[X1] + ]E[XQ] . 01 + 05
2 2

E[T] = =0, Vo € R.

Dall’ipotesi di indipendenza dei due campioni discende che

v [Xl‘gX?] = (VK + VX)) = (;1 + ;) .

Pertanto, essendo T uno stimatore non distorto di 6, si ha che

1/1 1
MSE[T]=V[T] = - ( + ) .
4 ni no
Lo stimatore & consistente poiche, al divergere di n; e na, MSE[T] — 0, Vo € R.

2. Per le proprieta delle medie campionarie nei modelli normali, si ha che

_ 1
Xi|6; ~ N <9i, ) . i=1,2.
nq

Ricordando che una combinazione lineare di v.a. normali ha distribuzione normale, abbiamo

che: _ _
X1+ X 1/1 1
At R2 g i),
2 4\n1  no
3. Per la normalita dello stimatore % si ha che, per a € (0,1),

X1+)_(2_0
l—a=P —21-g < — <zi-g

1 1 1
z(niﬂz)

dove Z1-g ¢ il percentile di livello 1 — § della v.a. N(0,1). Con gli usuali passaggi si puo
quindi facilmente verificare che 'intervallo aleatorio

X1+ Xo 1 [ng+ne X1+ Xo 1 /ni+no
s — _Zlfﬁf 3 +Z17£7 3
2 22 nino 2 22 nin2

¢ un intervallo di confidenza di livello 1 — o per #. Per a = 0.05 si ha inoltre che zi_g =
20.975 = qnorm(0.975) = 1.96. L’intervallo osservato risulta essere:

2+3 1 /2 243 1 /2
—— —1.96-4/ —, —— + 1961/ — | =(2.06,2.94).
( 2 962 0 2 + 962 10) (2.06,2.94)

Y

Esercizio 35.

1. Per le propr. di valore atteso e varianza e dal suggerimento dato, si ha che:

n n 9

EXol =07% Vel = aimmTy

Si ha quindi che, V0 € (0, 1):
° E[Tl] = 9;
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o V[T1] = MSE[T\] = 2

e E[T5] = n(n+2)9'

(nt1)?
o V1] = TR0
o MSE[Ty] = (B[Ty] — 0)2+ V[Iy] = ... = &

(n+1)2"

Pertanto:

e T ¢ stimatore non distorto di e funzione di statistica sufficiente e completa, X ;). Si
tratta quindi dello stimatore non distorto di minima varianza (UMVUE).

e T} ¢ consistente in errore quadratico medio, dal momento che, V0 € (0, 1),

92
lim MSE[T\]= lim —— =0.
n——4o0 n—-4o0 n(n + 2)

e Lo stimatore T e stimatore distorto di € con distorsione negativa e pari a

0
Bl = ————.
Tl =~y
Tuttavia lo stimatore risulta consistente (e dunque asintoticamente corretto), in quanto
Vo € (0,1),
92
lim MSE[T]= lim ——— =0.
n—+o00 n—-+o0o (n + 1)

e Lo stimatore T5 & piu efficiente di T} poiche:
MSE[Ty) < MSE[T]] < (n+1)?>n(n+2) < 1>0,
condizione che risulta essere ovviamente verificata per ogni valore di n e di 6.

Da quanto verificato si evince che, in base al criterio delle errore quadratico medio, lo stimatore
T5 benche distorto, ¢ migliore dello stimatore non distorto 77 (peraltro anche UMVUE).

. Poiche il primo momento di X & p1(0) = E[X] = g e il primo momento campionario e
mi1(X,) = X, Pequazione dei momenti(ui(0) = m1(X,,)) diventa:
da cui si ottiene lo stimatore dei momenti:
O = 2X,.
Per le proprieta della media campionaria ed il Dal momento che X1,..., X, sono v.a. i.i.d.

con valore atteso e varianza finiti vale il teorema centrale di convergenza e si ha che X,, ha
distribuzione asintotica normale. Pertanto, osservando che

A <> A Y Y 92 02
— pu— - = :47:7
Elfy] = E[2X,] =0, V[ly) = V[2Xy] = 4V[X,] = 4 = o,



ovvero che
R _ 62
QM:2XH%N(0,>.
3n
Da quanto appena determinato discende che, per un qualsiasi « € (0, 1),

Orr — 0
\/ Vo]

dove z;_g indica il percentile della v.a. N(0,1). Pertanto, sostituendo a V0] = % il suo
stimatore,

l—ax~P| —2z_a < <zi_a
2 2 |’

2 02, 4X?2
VM= gt = 2

I'intervallo di confidenza asintotico per 6 &

~

éM + Zl_% V[Aj\ﬁ],

OVVero

2X, + 21 X,.

2
V3an
3. Sostituendo i valori indicati, si ottiene:

21 22 A
Ty :%*0.9, ngﬁ*o.g, O =2%0.4=0.8.

Poiche Z1-g = 2095 = qnorm(0.95) = 1.65, l'intervallo osservato risulta essere:

2%x04
V3 %20

Si noti che il dato fornito relativamente alla varianza campionaria S2 risulta inutile ai fini
della soluzione al quesito posto.

0.8£1.645

= (0.66,0.94).

Esercizio 36.

1. La funzione di verosimiglianza di 6 ¢

n

n 0
L(6) = H <9:Ci_13??> ox " (HH:Z) .

i=1

La funzione di log-verosimiglianza risulta quindi essere:

(0) = L(0) =c+nlnf+0> Inz;
i=1
L’equazione di log-verosimiglianza
7(0)=0
e quindi:
n n
7 + ; Inz; =0,
n

by = —
B )
> e Ina;

(NB: si tratta proprio del punto di massimo in quanto £”(0) = —nf=2 < 0,V > 0).

da cui si ottiene
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2. La funzione di potenza, per definizione, e:
() = PlR:6] = PIX > 1/2:0] = [
1/2

Si ha quindi che:
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