Teoria statistica delle decisioni — a.a. 24-25 - Esonero 1 - 06-12-2024 [SI CORREGGONO SOLO QUESTI
FOGLI]

Cognome, nome e n. di matricola:

Problema A. Sia Sa la porzione del primo quadrante cartesiano limitato inferiormente dalla retta y = 2,
superiormente dalla retta y = 4 e lateralmente dagli archi della parabola v di equazione y = (z — 2)2, ovvero
I'insieme convesso chiuso (frontiera inclusa) di vertici A, C, D e E con: A, C punti di intersezione di v con y = 2
(con A avente ascissa inferiore a C') e D, E punti di intersezione di vy con y = 4 (con E avente ascissa inferiore a
D).

1. (a) Determinare le coordinate di A, C, D e E
(b) Rappresentare graficamente 'insieme Sa.

Soluzione
(a) A=(2-+2,2); C=(2++V2); D= (4,4); E = 04)
A e C si trovano come soluzioni di zi (256 ; E e D si trovano come soluzioni di

{y 51 -2
y

(b) La parabola ha vertice in V' = (2,0). Il grafico della parabola e quindi Sa si ottengono facilmente
analiticamente. Verifica con R usando il seguente codice:

y=function(x){(x-2) "2}

curve(y(x) ,from = 0, to=4,xlab="x", ylab="y",ylim=c(0,5))
abline (h=2)

abline(h=4)

abline(0,1,1lty=2)

text (x=0.5,y=1.8,labels=expression(A))

text (x=3.5,y=1.8,labels=expression(C))

text (x=4,y=4.5,labels=expression(D))

text (x=0,y=4.5,labels=expression(E))

text (x=2,y=1.6,labels=expression(P))

2. (a) Determinare gli insiemi Sx+, Sg+ e Sp e rappresentarli graficamente.
(b) Determinare Sax , insieme delle decisioni ottime rispetto al criterio del minimax, e rappresentarlo
graficamente.

Soluzione

(a) Sa+ = Sp+ = arco AE estremi inclusi; Sp = arco AE unito al segmento AC estremi inclusi

(b) La bisettrice y = x interseca la frontiera inferiore di Sa nel punto P = (2,2). Pertanto Sa» = AP
(il solo ottimo minimax ammissibile ¢ quindi il punto A).

3. (a) Determinare il valore del criterio del valore atteso K,, nel punto-decisione A di Sa in corrispondenza
della generica distribuzione (p,1 — p), con p € (0,1) assegnata ai due stati di natura.
(b) Calcolare il valore di p € (0,1) tale che il valore del criterio K,, in A sia pari a 1.

Soluzione

(a) Il valore di K, in A = (2 —+/2,2) per la distribuzione proposta ¢ (2 —v/2)p+2(1 —p) = 2 —/2p.

(b) Kye in A vale 1 < 2 —v2p =1 ovvero se p = @




Problema B. Siano Xj,..

., X, le risposte aleatorie a un trattamento medico somministrato a n pazienti. Per

ciascun paziente le risposte sono dicotomiche: il trattamento puo avere o non avere successo. Sia 6 la probabilita di
successo nella popolazione da cui provengono i dati, ovvero la probabilita che, nella prova i-esima, il trattamento

funzioni, i = 1,...,n.

Si dispone di informazione pre-sperimentale e sperimentale sulla probabilita di successo oggetto di interesse.
Informazione sperimentale: su 10 osservazioni sperimentali, le risposte positive al trattamento sono 8.
Informazione pre-sperimentale: basandoci su dati storici & lecito supporre che la probabilita di successo abbia

distribuzione con valore atteso pari a 1/2 e con prior sample size pari a ng = 5.

1. (a) Formalizzare opportunamente il problema per mezzo di un modello bayesiano, ovvero: indicare quali
sono le distribuzioni di X;|0 e di © da utilizzare e i valori da associare agli iperparametri della densita a

priori.

(b) Scrivere le espressioni generiche (formule) e specifiche (valori numerici) della distribuzione a posteriori

di ©.

Soluzione

a 1
dal sistema atp 2 otteniamo o = 3 = 2. Pertanto
{ a+pB=5 p=s

o[

(a) X;|0 ~ Ber(0) e © ~ Beta(w, 8). Dalle informazioni sperimentali sappiamo che s, = > 7" jz; = 8
e n = 10. Ricordando che nel modello considerato la prior sample size € ng = a+ ( e che E[O] = ﬁ,

2. (a) Fornire una stima puntuale §B per 6 basata sulla distribuzione a posteriori di tale parametro [formule

generali e valori numerici in frazioni].

(b) Determinare I'insieme di stima C' per 6 che si ottiene con la formula O + 24/ @ [formule generali

e valori numerici in frazioni.

Soluzione

() B = Elot] = 225 = 3 = § =07

_ @ af 0.7x0.3 __
(b) C = a+Bi2 G157 =0.7£2/ = =...

3. (a) Determinare la distribuzione a posteriori di © che si ottiene ponendo ng = 0 (caso non informativo).

(b) Per questo caso non informativo, determinare stima puntuale e intervallare di 6.

valori numerici in frazioni.

[formule generali e

Soluzione

(a) np=a+pB=0 = a = =0. Pertanto
a=s, =28
€

B=n—s,=2.
Abbiamo quindi che O|z,, ~ Beta(s,,n — s,) = Beta(8,2).

Tn(1-Zn) _ 0.8x0.2 __
% _0.812,/570 =S

(b)fp=% =%, =8 =08eC=F,£2




Problema C. Siano Xi,...,X,|0 ~ Pois(f) iid con ciascuna X; avente funzione di massa di probabilita

Py (z;) = 67;6!%,x:0,1,2,...60€R+.

b) Per il confronto tra Hy : 0 = 6y vs Hy : 0 = 0, determinare 'espressione di Ag1(z,) in funzione di

1. (a) Determinare l’espressione di py(zy,).
(
t

n =y w1 X; (realizzazione di T), = Y ;" 1 X;).

Soluzione

() Po(an) = [Ty (21) = e gy, con by = To(z) = Siy i

Zn tn _ .
(b) >‘01(Zn) = izsgzn; = (%) e—(60—061)

2. (a) Verificare che In \g1(Z,,) puo essere scritto nella forma ¢17}, + c2 e specificare a cosa corrispondono ¢; e

Co.

(b) Determinare le espressione di Eg,[In \o1(Z,)] e Vg, [In Ao1(Zy)]. [Sugg.: usare valore atteso e varianza

di X;|00].

Soluzione
(a) In /\Ol(Zn) = Tn 111(90/(91) — TL(QQ — 91) = ClTn + Cy Ccon Cc1 = ln(90/01) € Cy = —n(@o — 91)
(b) Per le proprieta di valore atteso e varianza di somme di v.a. iid (in questo caso Poisson), si ha

Eg, [ln M\o1(Zy,)] = c1Eg, [Z?:le] + co = nec1by + co
Vo [In Ao1(Zin)] = ¢V, [327, Xi] = ncibo

3. (a) Determinare 'espressione di A\g; che si ottiene ponendon =1, 6y =1¢ 6; = 2.
(b) Verificare che Ag1(z) > 1 <= = < k e determinare il valore di k.

Soluzione

(a) Per n = 1 abbiamo che T, (z,) = = (una sola osservazione). Pertanto A1 (z) = (%)w e

b) doi(z) >1 &= (3)’e>1 = ... &= <5




Problema D. Siano Xi,...,X,|6 ~ EN(f) un campione iid con ciascuna X; avente funzione di densita
Py (z) = Be=* x> 0ef > 0. Sian(d) = c x 0%, ¢ > 0 e z, un generico campione osservato. Determinare
quanto segue.

1. (a) Funzione di verosimiglianza ¢(0;z,) e stima di massima verosimiglianza d,,(2y).
(b) Distribuzione a posteriori di © e espressione di E[O|z,].

Soluzione

(a) £(0;2,) = 0™ =% 6 > 0. Si verifica che d, = %

(b) m(0|zy) = ¢ X 0% x g% e=on? = ¢ x gn—D-lg=snd g > 0,
Quindi ©|z,, ~ Ga(a,rate = ) con@=n—1e = s,. Pertanto E[O|z,] =

2. (a) Espressione di E [©7![z,].
(b) Espressione di E[0F|z,], & > 0.

Soluzione

(a) O|z, ~ Ga(a,rate = @ = 07!z, ~ InvGa(@,rate = ) e quindi E[@~!|z,] = % = 2=
(ricorda che @ = n— 1 e f = s,). Se non si ricorda questo risultato, il valore atteso si calcola
ricordando l’integrale gamma, in base al quale, per a,b > 0,

ba
Si ha quindi che E[@~}|z,] = f w(0|z,)d0 = ... = % = Sn.,
(6) E{OH|zn] = 56 x m(Blzn)db = .. = [° 6% x FogTlePdp = ... = LD _ Forthoy

(anche in questo caso si sfrutta 'integrale gamma).

3. (a) Espressione di m(y|z,) (densita marginale a posteriori di una osservazione futura Y).
(b) Espressione di C;, = (y € RT : m(y|z,) > h), h > 0, insieme HD marginale a posteriori per Y
nel caso in cui n = 2.

Soluzione
0 B" ga-1,-Bogg_ (i ap”
(a) m(ylzn) = [y po(y) ©(0]zn)dd = Ge=¥ X a0 le=P9dh = ... (integrale gamma). . . Ty
ot Y20

Notare che si tratta di una funzione di densita definita in [0, 00) che in y = 0 vale 1 e poi decresce a

Per n = 2 si trova m(y|zn) =

zero al crescere di y.

(b) Per quanto appena osservato, 'insieme HD C} deve essere del tipo [0, K], con K; > 0 da

determinare. Poiche m(y|z,) > h <= (Snsf"y)Q < (sn +y)? > 2, risolvendo la disequazione

rispetto a y e ricordando il vincolo y > 0, troviamo che Cj, = [0, K3] con Kj, = /3> — s5.




