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Questa parte è sostanzialmente tratta dal libro “Analisi Matematica II” di Enrico Giusti, di cui si allegano due pagine qui sotto
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Pagine tratte da:
Enrico Giusti: “Analisi Matematica Il”

Se le variabili x, y e z sono legate tra loro dalle due relazioni

{F(x,y, z)=0
G(x,y,2z)=0

[5.13]

¢ naturale supporre che due delle variabili possano essere espresse localmente come
funzioni della terza; ad esempio

y=f(x) e z=g(x)

Per vedere sotto quali condizioni questo & effettivamente possibile, supponiamo
che Py =(xo, Y0, 2o ) sia un punto tale che

F(Po)=0, G(Po)=0.

Se poi risulta F, (Py) #0, in un intorno W di P, l'insieme Zg degli zeri della fun-
zione F & grafico di una funzione

z=9(x,y).
Un punto di Zp N W apparterra a Z; se e solo se
G(x,,9(x,9))=0.
Si consideri ora la funzione
P (x,7)=G(x,y, ¢(x, ),
definita in un intorno del punto (xo, ¥ )..Si ha

®(x9,70)=0

<I>y=Gy+GZpr=Gy-Gsz/EZ. [5.14]
Se risulta ®,, (%o, ¥0) #0, la y si pud scrivere localmente come funzione di x
y=f(x),

cosicché in definitiva esiste un intorno di P, dove il sistema [5.13] ¢ equivalente
alle equazioni esplicite:

y=f(x), z=po(x,f(x))=g(x).
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310 : Capitolo settimo

Le condizioni sotto le quali una tale esplicitazione & stata possibile soﬁo
F,(P)#0 ¢ ®,(xo,70)#0. |
Quest’ultima & equivalente alla condizione
Gy F,~G,F,#0 in P,. [5.15]
Se si pone

o, G) (Fy Fz)
3(y,z) G, A

fa [5.15] equivale alla

A(F, G)

30,9

#0 in Py: [5.16]

Osserviamo che la [5.16] & sufficiente da sola ad assicurare la possibilitd di espli-
citare le variabili y e z come funzioni di x (in altre parole 'ipotesi £, (Py) #0 & super-
flua). Infatti se la [5.16] & verificata non si puo avere

F,(Po)=G,(Py)=0,

cosicché o risulta F, (Pg)#0, e si pud ragionare come sopra, o deve essere G, {FPy) #0,
e si giunge alla stessa conclusione scambiando tra loro le funzioni Fe G.

Osservazione 5.5. Se invece della [5.16] si avesse

d a(F’G);& in P
etm 0 in Py,

allora, ripetendo il ragionamento precedente, si concluderebbe che in un intorno del
punto Py ¢ possibile esplicitare le variabili x ¢ y in funzione di z. Analogamente, la
condizione

3(F,G)

det _—_Ma(x, )

#0 in P,

implica la possibilita di esprimere le variabili x e z in funzione di y, in un intorno di
P, . In conclusione, se in un punto P, risulta

F(Py)=G(Py)=0,
¢ se la matrice

3(F,G) (Fx(Po> Fy(Po)  Fa(Po) sl

3(x,y,72) Gx(Po)  Gy(Po)  G(Po)
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ha caratteristica 2, allora in un intorno di P, due delle tre variabili X,¥, z §i possono
esplicitare in funzione della terza.
In altre parole, ¢ possibile trovare un intorno W di P, tale che, posto

Z={(x,y,2)ER® : F(x,,2)=G(x, y,2)=0},

Pinsieme Z N W ¢ sostegno di una curva regolare.

La condizione che la matrice [5.17]abbia caratteristica 2 ha un notevole significato
geometrico. Cominciamo con Posservare che essa si pud scrivere in modo equivalente
nella forma

&4
grad F(Py) Agrad G(Py)#0 [5.18]

la quale esprime il fatto che i vettori grad F (P, ) e grad G(P,) sono linearmente indi-
pendenti. Cid implica in primo luogo che sia il gradiente di F che quello di G sono
diversi da zero in Py, ¢ quindi in un intorno di P, le equazioni F(x, y,z)=0e
G(x, y, z)=0 individuano due superfici regolari; queste si intersecherano lungo
Pinsieme Z, che sara sostegno di una curva regolare se & verificata la {5.18], ovvero,
ricordando P'osservazione 5.4, se i versori normali nel punto P, alle superfici F=0 e
G =0 hanno direzioni diverse, cio? se le due superfici non sono tangenti.



