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Misura di Lebesgue in R ( R2
,
RN)

Vorremmo associate ad ogni elements E C Run a
"

Misura
"

, Wei

un numero m#£[ o , too ] verificante he
segment popneto

 intuitive :

1) se E e- an interblh
,

alba MCE ) e- lbrolinana "

lunghetaa "

dell
' intervals ( cioi mkaib )) = b- a ) .

2) Se En} e- una succession di insiemidisgiunti ,
Ilona

A

m(n§, En ) = Ee
'

men )
h = 1

3) m e
'

invariant per traslasione :

m (E) = mftty ) Hyer ,
dove E+y={ xty : xee } .

Purtroppo si pub dimostbre che una miser verificante i ) , 2) , } )
mon peo esser definite per tutti I possibili soltoinsiemi di R

.

⇒ L
'

obbiettivo e- quelled ' definite una nisus per una Iasse

mottoampia M di sothsinsiemi di R
.

Questa Hasse dare ebere
" china "

rispetto a motte opeoazioui
insiemistiche

,
in particular dene epeoe china rispett a :

. Union e intersession numerable '

di insiemi

. different di insiemi
.



Misura di Lebesgue in R
.

I = ( a , b) interval apart ⇒ poniamo l CI ) = b- a

Misura esterna

Sia ECR
.

Poniamo

m*fE) = inf { Ein KIN ) : E C §
,

In , In intense apeti }
.

01 m*C¢ ) = o

m*({x } ) = o ComoD

m* (E) = o F E finito °

numerable
Cfacile ! )

.

In partial are m*(Q ) = 0
.

se Ec F
,

atlas m*te ) e mi' (F) .

n

m* e-
,
al moments

, definite HE CR
.

Sipes dimostrrche : e) e
' invariant per trslazione

2) m*(I ) = left ) se I e- un intervals
( apeoo ,

china  o semi apeto ),

[
e

'

an Teorema

,
non onto

.

E numerable E  = { xn }

tfxn proud unintermittentin ×u di lunghesme teen{l(In ) = ZI, Eg = E
.

Macao eiarbitbrio

⇒ m*#=o



TEOREMFT m* e
' sub additive :

m*HI€n ) £ ⇐,m*# .

Dim owia se une degli En he misua estema oo
.

se invece m4ED< a
,

atlas tea F urea succession / In, :} ,
oh'

intense apatite
En c ¥ Inn e Illini ) < m*CEn ) tax

on cousideniamo la famiglia ( mumeskk ) ( In . : i
,
new }

Quests nicopre Un En .

auindi

m*HEn)± Film . ) .

- E Eton . )< E .Cm*#+£) .

= ? m*#D + E

E arbitrary ⇒ latest MK



DEI E si dice miserable seconds hebesgue se

HFCR si ha m*#=m*CFnE)+ m*CFnE9
.

01 Per la subaddilivibi si he seen pre

m*CF)⇐ m*CFnE)+ mtfnec )
.

Duindi bask probe he dis
"

-2
"

.

PRI se m*CE)=o ⇒ E e- miserable .

Dim m*CF ) hm*CFnE ) +m*CFnE ' ) or
.

I
-

- periamntonia .

:

PRT se E , , Ezsono miserable '

,
alter ENEZ e

' misurbik

Dim
.

Sia Fun qualunque insieme
.

Dew prove che

m*HnfE,uEf)+m*CFnEeueif ) £ m*F )
.

on
. m*HnfE,uEf)+m*HnENEDY s⇒Fnelufnesnei )] Fneinei

qui also la subadditivita '

£m*CFnE ,

)+m*CFnEinEz)+m*HnEinE÷per la def .
dimisurabiuta ' oh '

Ez ,

can FNEII foot d't
,

e- agude a m* ( Frei )
= m*enEe ) + mtcfnei ) = m*#

tper la misurbilib '

di Es

Fed



Quin11201 I '
union di Wu numero finito di insiemi miserable '

e
" miserable

.

PROP L
'

intersezionedi un numero finito di insiemi miserable '÷miserable
.

Dim Basta osseroare che

Eeriest #iuEi )
-

D

⇒ La famiglia degli insiemi misurabili i an
'

algebra ,
an

'

e
'

china rispeth I passaggio al complements e rispethalle
lmionilintersezioni finite .

CAUB)
'

= A 'nB '



In realtsi si dimoshr che la chasse degli insieoni misurbili e
'

una or - algebra ,
doe

'

e
' chiusa auche nispett ate union

( e oniamerte intersession ) numerabili

TEOREMA_ L
'

union di una succession di insiemi miserable
'

misurbik

CR a

En misurabili
,
n€N ⇒ U En e-

miserableh= 1

Dirt ( da fare )
.







Or si tralta di safer quali insiemi sons misurabili
.

PROP Lafemiretta ( doo ) e
' miserable

.

Dim
.

Sia FCR un qualsiasi insane

Poniamo Fs = Fn (a ,+a ) ; E = Fn C-a ,
a ]

Dobbiamo prove m*lF, ) + m* CFz ) E m*CF )
,

se m*F ) =P
,

non de
' Mille da probe

se m* (F) < oo
,

allow HE Z una succession { In ) oh'

interval apeoti che rice promote t.cn
.

?lCIn ) = m*H+ e.

Poniamo In
'

= Inn @, too )
, In

"

= In .too ,
a ] .

Allon Ii , In
" sonoiwtenslli@ppuremtij.q mind '

l C In ) = LCIN ' )+l( In " ) = m*(In ' )+ MYIn " )
tperchi per gli intense abbiamgia

'

pronto che la m* e
' la higher .

D
'
attn

pasteU In ⇒ m*# ) < m*CμIn' )£§m*CIi )
subadditvits '

della m*

Ec Y In
"

⇒ m* (E) = En m*fIn' ' )

Sommdndo

m*#+m*CE ) = En (m*CIn' )+m*#n"D s

< [ LCID = m*H+ e

Ma e e- arbitrary ⇒ la tesi #h



( a ,
too ) miserable ⇒ Coe,

a] miserable

⇒ [ a ,+a ) = n ( a - In , too ) miserable
n

=) too ,
a ) miserable

. Fia

( a ,b ) = Cato ) nfoo ,b) miserable
.

In

D '

attn parte ogni apart e- union di una famiglia numerable

di interval
ogvi apart e- miserable

⇒ ogui china e- miserable

Oruindi la dasse degli insiemi misurdsili e
'

una T . algebra
aeuteneute gli apeti ( eichiuni )

.

D¥ . ( miser di Lebesgue )
Se E CR e- an insieme miserable , poniam

m CE ) = m*CE )

Emi sun di Lebesgue di E
.



Ttorema ( r . additinta ' della Misura di Lebesgue ) .

Sia {En } una succession di insiemi misurbili
.

Allen

.

m ( YEN ) = [ m Cen )
.

Se gli En some a due a due disgiwnti ,
vale lluguagliantd .

Exner=¢ ⇒ mfuEn )= E men )
.

An ,k can nfk



PROT Sia [En } una succession
" decoescente " di insiemi

misurbili
,

ossia Eno End .

Se m CE, ) too
,

atlas

m#oEn)= nbjn .
men )

.

Dim ( da fare) .
01 L '

ipohesi me ,) an i foudamentde .

lufalti , se En - 4, too ) atlas tent
,

MCEN) =  too 4h
,

ma

m ( §
,

En ) = m ( ¢ )=o
.



T.RO#siz0E ( Measurable sets are
"

near
" to nice sets )

.

Sia EER
.

Actors he segments
' affermaziowi sons equivalent .

i ) E e- miserable ;

ii ) HE >o F apart AOE
,

con m*(AiE)< E

iii ) He >o 7 china CCE tc
. m*CE\C)< E

.



Funzioni misurabili
.

Sia ECR miserable
,

sia

f : E - R*= Ru { to }u f a }
.

Ppd
.

Le segueutiaffermawoui son equivalent

i ) Haer llinsieme { x€E : fcx ) >a } e
'

miserable

ii ) HXER
" { 2 }

"

iii ) "
" { < } a

iv ) " " [ £ } "

✓) F Aapetock ,
llinsieme feet: fcx )€A } e- miserable

vi ) FC chiusoelk ,

" { "

fc⇒€C}
" "

e tutte implicanovii) FXER l '

ihsieue { HE : fa=d } er miserable
.

Dim
.

÷ ii ) { faxon ] = A { fi > a- In }
econ

'

via .

seconds hebesgue
DEI f : E - R* si dicemisestimatedprecedent

'

i ) - vi ) .

ET Sia f@= { 1 ×€Q la

funaionedioxeRn@Dinicheetemisurabik.Ognifuusiomefi.R
- R continua e miserable

.



PROT Sia ECR miserable
.

Siano f , of : E - R
,

CER
.

Alba fefunzioui ftc , of , ftg , f- of , fg , gk
sons misursbili ( quest

' ultima sell
'

inside En {gto } )



PREP Se fn : E - R sono misusbili
, atlas

snupfncx )
, inffcx )

, him fncx )
,

limsupfncx )
, bminffnxl

sono trite funzioui misurabili
.

DEF Diremo che unapropriety e
'

veoa quasi oouxuque (¥a .e )
.

se I punti in an"Efalsa costituisono un insane di

Misura miller
.

Esempio Sia fcx )= { 1 ×€Q la

funaionedioxeRn@DinicheetAI1obfA-
.

Esempio La succession fncx ) = ÷
+ nsxz

converge a zero

q÷*



PRT Se f e- miserable
,

e f=g . go . ,
atlas

g
e

' misusbite
.

DEI Se E C R
, definiamo la funzioue caratkoishica di E

=X[ cx ) = / ×€E

=--0xeRE _¥#JR=
01 Xe

miserable
# E misurabik

DUE Una funzione y si dice semplice see
' miserable e

assume un mumero find di blow
,

in attu parole se

qa= II xiXenadove Eisouo disgiunti eEi - { x : goad ; }
.

=÷
-



Integrate di Lebesgue

1) Per funuioni semplice :

| € miserable
.

Sia qcx) = IM di X€
,
G) con MCED < a

Definiamefq@dx_IidimEDSeEcR.poniamof.qCxsdx-fq.X

.[
dx



2) Per funsioni positive :

Se f : E - IO ,
to ] E miserable

, f miserable
.

Allen definiamo

fefcxsdx = sup {feyidx ; q fuuzioue semplice te
.

O < QCD < fcx ) that }
.

Come avxiene in concrete quests approssimazione can furious'

semplice ?

Si divide it range di f in intemallini sempre pit piccoli .

In altre parole ,
si fissa new e si consider no gh

'

insieni
Ann ={ xee : nd =fc×) < kit } K IN

.

#*"attention
a

poi si precede
Akin

MZ

Ii In MCAkm ) '

K = 0

17

÷±l¥iI#F¥fEE¥e
All Mln

Arm
- in



Rieman

besgue



3) Per funzioni miserable a sego qualsiasi :

f ; E R* E miserable
, f miserable

Definiam fta = max { o
, fcx ) }

f- a = max { o ,
-

few' "

#
"

.

!Anf*
,

Alter fcx) = fin - fin
lfcnl = ftcx ) +fin

PRI f misurbik # ft , f- miserable
.



Paiamo

f. fμd×= fgftcndx - { find

Porche
'

non did hiogo ad una f. i. to - A
,

ciee
'

se almeuo

who dei due integral a olestra e- finite .

Diremo che fi integrate seconds hebesgue see E se

ehtrambigli integral a olestra Somo fimti ,
ossia se

f.
,

lfexydx < a
.

In tal case saiveoem brevemeute fe HCE )
.

01 se f £ t#
,

alba

{ x€E: fcx ) - ± a } ha misusenulle


