Esercizio 1 - 10 febbraio 2026, fila

Data la funzione

f(w) = log (M)

studiarne: dominio, eventuali simmetrie, insiemi di continuitd e di derivabilita, limiti significativi, asin-
toti; crescenza e decrescenza, estremi relativi e assoluti, eventuali punti di non derivabilitd; concavita,
convessita, flessi. Disegnare un grafico qualitativo di f(x).

Dominio e continuita: D = R\ {0,2} = (—00,0) U (0,2) U (2,+00). La funzione non presenta
simmetrie ed & continua nel suo dominio.

Limiti significativi e asintoti:

0+
. lir% f(z) =log (4) =log(0t) = -0 = asintoto verticale in x = 0.
g

1
. 111112 f(z) = log <0J6r> = log(4+00) = +00 = asintoto verticale in x = 2.
—

o lim f(z)= lim 1og<(f42)2>+oo.

r—+o0 r—too

24
e lim M: lim 10g<(x_2)2>: lim 10g(9€2(1+0(1))) = lim

=0
r—+oo I r—+o0 €T r—+o0 xT r—+o0 ’
per la gerarchia degli infiniti. Quindi non esistono asintoti obliqui oppure orizzontali.

2log |z| + o(1)

Derivata prima e monotonia: La funzione é derivabile in tutto il dominio. Calcoliamo la derivata
usando la forma semplificata f(x) = 4log|z| — 2log |z — 2|:

o fll1)=0 <= z=4
o fllr) >0 <<= z€(0,2)U(4,+0);

o fllx) <0 <= € (—00,0)U(2,4).
Quindi

e f ¢ strettamente crescente in (0,2) e (separatamente) in [4, +00);
e f ¢ strettamente decrescente in (—o00,0) e (separatamente) in (2, 4];

e r =4 ¢é un punto di minimo locale.

Derivata seconda e concavita/convessita

w4 2 4 2 —2(z*-8z+38)
f(x)_<x a:—Q)_ 2 (r—2)2 22(z—2)2

o ") =0 <<= (r=4-2V2~12)V(z=4+2/2~6.8);
o f"(2) >0 <= x€(4-2v2,2)U(2,4+2V2);



o () <0 <= x€(-00,0)U(0,4—2v2)U(4+2V2,+00).
Quindi

e f ¢ strettamente convessa in [4 — 21/2,2) e (separatamente) in (2,4 + 2v/2];
e f ¢ strettamente concava separatamente nei tre intervalli (—o0,0) (0,4 —2v/2] e [4 +2v/2, +00);

e x =4+ 22 sono punti di flesso.
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Esercizio 2 - 10 febbraio 2026, fila

Trovare e disegnare le soluzioni complesse delle seguenti “equazioni”:
w

(2=1)*+ (> -1)+1=0, 3

w — 29

Prima equazione: Ponendo t = 22 — 1 (ma si potrebbe anche porre s = 22), si ottiene un’equazione di

secondo grado nella variabile ¢:
t?+t+1=0,

che con 'usuale formula per ’equazione di secondo grado fornisce

—-1++-3 —1+1v3
t12 = ZF: 21\[, da cui 22:t+1:T.

V3 ix - 1
= = ¢'3, le radici sono z;, = ¢'6F™ per k=0, 1:
2

1
Se 22 = +i
e Se z 2+z

z—e’%—éJrli z—ei%ﬂ—féfli
0T T T T T T e
oSez2:§—i§:e*’§,leradicisonoék:e’%*k”perk:0,1:
g—e—i%—é_li 2—ei%——£+lz’
o T2 27 TR T e T

V3

1
In definitiva la prima equazione ha 4 soluzioni: z = iT + 52’, con scelte indipendenti dei segni.

Seconda equazione: Bisogna subito imporre w # 2i. Ponendo w = x + iy con z,y € R, si ha

w T+ 1y T+ 1y r—ily—2) x?+y?—2y+2ix

w—2i_$+i(y—2)_£C+i(y—2).x—i(y_2)_ 22+ (y — 2)?

Poiché il denominatore é reale, I'ultima frazione scritta é reale se e solo se 2x = 0, cioé x = 0. In definitiva,
le soluzioni sono tutti i numeri immaginari puri w = yi, escludendo w = 2i, cioé y = 2.
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Esercizio 3 - 10 febbraio 2026, fila

Dire per quali a € R il seguente integrale converge, e calcolarlo per oo = 0:
/ Heo arctg x
T o 4T
0o (IT4+x)(z+2)

Studio della convergenza: La funzione é continua in [0, +00), quindi I'integrale ¢ improprio solo per

x — +00. Poiché
arctg x s 1

(1+2)%(z + 2)2 g pate

per il criterio del confronto asintotico 'integrale converge se e solo se

per x — 400,

a+2>1 <<= a>-1.

Calcolo dell’integrale per a = 0: Dobbiamo calcolare

7= /+°° arctanﬁ .

Risolviamo l'integrale indefinito integrando per parti.

/arctanx do — _arctanm +/ dzr
(x+2)2"  x+2 (z+2)(1+22?)

Per I'ultimo integrale scomponiamo in fratti semplici. Si trova

/ dx _1/ dx _i 2x da:—i—g/ dx
(x+2)(1+22) 5) x+2 10/ 1+a2 5/ 1+a2

Llog 2+ 2| — = log(1+ ) + > arctgx +
= — log |T — — 10, x — arctgxr C.
508 108 58

Quindi

@+22" " zt2

L’integrale improprio vale

arctan arctanz 1 1 oy 2
77+610g|z+2\ - 1—Olog(1+:17 )+garctanx+c.

t 1 1 2 i
- L Dogle +2) — gglop(1+ ) + 2 arctans

z+2 5 10 o

t 1 1 2 1
= lim <W+5log(w+2)wlog(1+w2)+5arctanw>510g2

w—+oo w+2
_1 w2 N
—0 =z log el —0 5
m—log?2
5



Esercizio 4 - 10 febbraio 2026, fila

Trovare, se esiste, 'ordine di infinitesimo di ciascuna delle seguenti funzioni, per x — 07:

f(x):sinx_ T g(m):xtgz—l.

x sinz’

Studio di f(z): Si ha

2
(sinz)? = (m - g + 0(:63)) =2 - %4 + o(z*)

Quindi

4 4 4

ina)? o = (22 5 oleh)) —a? = =T ofat) v -

e dunque

1.4 1

f(z) ~ 52 = —ng per x — 0T,

pertanto f(z) ¢ un infinitesimo di ordine 2 per z — 0T,

Studio di g(z): Si ha
— etanmlogz -1

g()

Poiché, per x — 0T,
tanxlogz ~ zlogx — 0,

sfruttando lo sviluppo asintotico e —1 ~ ¢ per t — 0 si ha
g(x) ~ tanxlogx ~ xlogx.

Quindi per x — 07 g(z) non ammette un ordine di infinitesimo: ¢ un infinitesimo di ordine inferiore
a x, ma di ordine superiore a z“ per ogni o < 1



Esercizio 5 - 10 febbraio 2026, fila

Studiare la convergenza delle seguenti serie:

i(—l)k sinh (ﬂ

> 1 3 1
2 ) ;[ﬁg(@ﬂ)‘\/ﬂ-

Prima serie: Si tratta di una serie a segni alterni del tipo > (—1)¥ay, dove

k?

———

vVEkZ2+3
ap = sinh (+) — 0.

N%_>0+
Ricordando lo sviluppo asintotico sinhx ~ z per x — 0,

VEZ+3 1
2Tk

ap ~

La serie asintotica ) % ¢é la serie armonica, che ¢é divergente. Di conseguenza, la serie data non converge
assolutamente.

Poiché la serie ¢ a segni alterni, proviamo ad applicare il criterio di Leibniz:

e lim ap =0 (gia verificata).
k— o0

e Dobbiamo verificare che ax11 < ai definitivamente. Poiché sinh(x) & crescente, basta verificare se
il suo argomento ¢ decrescente. Sia f(x) = ¥ af;r?’. Allora

—2? -6
f/(ilf):m<0 peras>0.

Quindi f(x) & decrescente per z > 0, e di conseguenza la successione aj, & decrescente
La serie converge semplicemente ma non assolutamente.

Seconda serie: Poiché L

\/EJF%Ho,etgx:er%SJro(zS)pera:%(),siha

(G d) v (D) sl D) (G i)) =
—o(1/k)

3\VE Kk
=o(1/k)
EERNEATNE
"k N\k) T w
diverge a +o0.

Pertanto la serie ¢ definitivamente a termini positivi e ha lo stesso carattere della serie armonica, cioé




Esercizio 1 - 10 febbraio 2026, fila &

Data la funzione

x4

f(x) =log ((“”2) |

studiarne: dominio, eventuali simmetrie, insiemi di continuita e di derivabilita, limiti significativi, asin-
toti; crescenza e decrescenza, estremi relativi e assoluti, eventuali punti di non derivabilitd; concavita,
convessita, flessi. Disegnare un grafico qualitativo di f(x).

Dominio e continuita: D =R\ {-1,0} = (—o0,—1) U (—1,0) U (0,+00). La funzione non presenta
simmetrie ed ¢ continua nel suo dominio.

Limiti significativi e asintoti:

r——1

+
o lim f(x)=1log (01) =log(0t) = —c = asintoto verticale in z = —1.

x—0

1
e lim f(z) =log (O*) =log(+00) =+00 = asintoto verticale in z = 0.

T—Foo T—Foo .T4
—

—0t
(z+1)°
e lim M: lim M: lim 10g($_2(1+0(1))) = lim

rx—Foo I x—Foo x x—rFoo x xr—rFoo x
per la gerarchia degli infiniti. Quindi non esistono asintoti obliqui oppure orizzontali.

o lim f(z)= lim 1og<W>OO.

—2log |z| + o(1)

:07

Derivata prima e monotonia: La funzione é derivabile in tutto il dominio. Calcoliamo la derivata
usando la forma semplificata f(x) = 2log |z + 1| — 4log|z|:

, 2 4 x4 2
- 2 g rTe D.
f(z) x+1 =z x(x+1) Vo e

o fllx) =0 <= z=-2
e fl(x) >0 <— z€(—00,—-2)U(-1,0);
o fllx) <0 <<= z€(-2,-1)U(0,+00).

Quindi

e f ¢ strettamente crescente in (—oo, —2] e (separatamente) in (—1,0);
o f ¢ strettamente decrescente in [-2, —1) e (separatamente) in (0, +00);

e r = —2 ¢ un punto di massimo locale.

Derivata seconda e concavita/convessita

f,,(x):< 2 4)’: 2 4 o xl4dx+2

r+1 =z (x+1)2+ﬁ_ z2(z +1)2

o ') =0 <= (z=-2-V2~-34)V(z=-2+V2~—06);
o ') >0 <= 1z (-00,—2—2)U(-2++/2,0)U(0,+0c0);



o f'(x)<0 <<= zc(-2-V2,-1)U(-1,-2+2).

Quindi

e fé&strettamente convessa separatamente in ciascuno dei tre intervalli (—oo, —2—v/2], [-2++/2,0)

e (0, +00);

e f ¢ strettamente concava in [-2 — /2, —1) e (separatamente) in (=1, —2 + v/2[;

e x=—24++/2 sono punti di flesso.

-2-+2

—2

-2+ V2



Esercizio 2 - 10 febbraio 2026, fila &

Trovare e disegnare le soluzioni complesse delle seguenti “equazioni”:

w

2+ 12— (2+1)+1=0, cR.

T —w

Prima equazione: Ponendo t = 22 + 1 (ma si potrebbe anche porre s = 22), si ottiene un’equazione di
secondo grado nella variabile ¢:

?—t+1=0,
che con 'usuale formula per ’equazione di secondo grado fornisce
1+vV=3 1+iV3 , ) ~1+iV3
t10 = = , da cui Z=t—-1= ———.
' 2 2 2
1 3 2n [
o Se 22 = —3 +i§ = ez%, le radici sono z, = €*5 5™ per k =0, 1:
0T Tt g R T
3 s 27 . T
e Sez?=—-— zg = e "%, le radici sono 3, = e *5TFT per k =0, 1:
50— ¢~ t5 l_ﬁz z —ei%ﬂ——l—i—@'
o 2 2 R T T

1 3
In definitiva la prima equazione ha 4 soluzioni: z = i§ + gi, con scelte indipendenti dei segni.

Seconda equazione: Bisogna subito imporre w # i. Ponendo w = = + iy con z,y € R, si ha

wo x4y B x4y —r—i(l—y) —a2?+y—y®—ix

i—w  —z+i(l—y) —a+i(l—y) —z—il—y) a2+ (1—y)?

Poiché il denominatore é reale, 'ultima frazione scritta é reale se e solo se x = 0. In definitiva, le soluzioni
sono tutti i numeri immaginari puri w = yi, escludendo w = 1, cioé y = 1.




Esercizio 3 - 10 febbraio 2026, fila &

Dire per quali a € R il seguente integrale converge, e calcolarlo per oo = 0:

/+°° (14 ) arctgx p
0 (x+3)?

Studio della convergenza: La funzione é continua in [0, +00), quindi I'integrale ¢ improprio solo per

x — +o00. Poiché
(1+x)* arctge =« 1

(x4 3)? T2 g2

per il criterio del confronto asintotico 'integrale converge se e solo se

per x — +00,

2—a>1 << a<l.

Calcolo dell’integrale per o = 0: Dobbiamo calcolare

I /+°O arctan:;: de.
0 (z+3)

Risolviamo l'integrale indefinito integrando per parti.

/arctanx B 7arctanx +/ dx
(r+32  x+3 (x+3)(1 + 2?2)

Per I'ultimo integrale scomponiamo in fratti semplici. Si trova

/ dx dx—i/ dx _i 2x dx—i—i/ dx
(x+3)1+22) " 10/ z+3 20/ 1+2a2 10 1422

1 1 3
= 1—Olog|:c+3\ 72—010g(1+12)+1—0arctg:¢+c.

Quindi

/arcta”d AT 1 yog e+ 3] — = log(1 + %) + — arctanz +
ACVAnL L ARt ool ——1o x —arctanz + ¢
(z+3)2 z+3 10 °® 20 % 10 ’

e 'integrale improprio vale

w

+

arctan x 1
z+3 10

1
log(xz +3) — 2 log(1 + x?) + % arctan :1:]
0

t 1 1 3 1
= lim (—arcanw—f—log(w—i-?))—10g(1—|—w2)+10arctanw)—log3

w—+o0 w+3 10 20 10
—0 =% log wﬁiiﬂ —0 —>gio7"'
_ 3m—2log3

20

10



Esercizio 4 - 10 febbraio 2026, fila &

Trovare, se esiste, 'ordine di infinitesimo di ciascuna delle seguenti funzioni, per x — 07:

tgx x i o
_ o — pSine _ {1
fo) =" =
Studio di f(x): Siha
(tgx)? — 2?2 (tgx)? — 22
rtgx x2 ’

flz) =

Poiché tgz = = + 13—3 + o(z3), si ha

2
2
(tgx)? = (gc +— 4+ 0(363)) =22 + §x4 + o(z)
Quindi
2 2
(tgx)? —a® = (Sc2 + 5:84 + o(m4)>  — §x4 +o(z?) ~ 2,
e dunque
%564 2 2 +
f(m)N?:?E per z — 07,

pertanto f(z) ¢ un infinitesimo di ordine 2 per z — 0.

Studio di g(z): Siha
g(l‘) _ esinmlogm -1
Poiché, per z — 07,
sinz logx ~ xlogz — 0,

sfruttando lo sviluppo asintotico e —1 ~ ¢ per t — 0 si ha
g(z) ~sinzlogx ~ xlogx.

Quindi per x — 0" g(z) non ammette un ordine di infinitesimo: ¢ un infinitesimo di ordine inferiore
a x, ma di ordine superiore a = per ogni a < 1.
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Esercizio 5 - 10 febbraio 2026, fila &

Studiare la convergenza delle seguenti serie:
- VE2 +4 - [ 12 1 ]
—1)*arctg ( ———— ), sinh|—=4+-)—-——| .
Soro(BE). Elom(Gee D5

Prima serie: Si tratta di una serie a segni alterni del tipo > (—1)¥ay, dove

Vk? 44 n
ay = arctg —7z — 0"
——
N%—}O+

Ricordando lo sviluppo asintotico arctgxz ~ x per x — 0,

vVEr+4 1

akwiw—

k2 k’

La serie asintotica ) % & la serie armonica, che ¢é divergente. Di conseguenza, la serie data non converge
assolutamente.

Poiché la serie ¢ a segni alterni, proviamo ad applicare il criterio di Leibniz:

e lim a; =0 (gia verificata).
k—o0

e Dobbiamo verificare che agy1 < aj definitivamente. Poiché arctgx é crescente, basta verificare se
\/r2
“;32+4. Allora

il suo argomento & decrescente. Sia f(x) =

—z2 -8

3vx? +4

Quindi f(z) é decrescente per x > 0, e di conseguenza la successione ay, ¢ decrescente.

fi(x) =

<0 perz>0.

La serie converge semplicemente ma non assolutamente.
Seconda serie: Poiché ﬁ +20,esinhz=z+ %3 + o(x3) per x — 0, si ha
_h< 1 +2) 1 ( 1 +2)+1( 1 +2>3+ (( 1 +2)3> 1
sinh| =+~ | —-—4==|—4=+-|+=|—=++) +ol|—=++) |——=
Vi k) VE \VE k) 6\VE k vk k vk
—o(1/k) —o(1/k)
2 n 1 2
= - o| — ~ —
k k k

Pertanto la serie ¢ definitivamente a termini positivi e ha lo stesso carattere della serie armonica, cioé
diverge a +oc.
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