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Esercizio 1. La dinamica di una particella di spin 3/2 è generata dalla Hamiltoniana

Ĥ =
ω

ℏ

(
Ŝ2
x + aŜ2

y

)
, (1)

dove Ŝi sono le componenti cartesiane dell'operatore di spin Ŝ e Ŝ2 il suo modulo quadro. Il
coe�ciente a è reale positivo.

a) Ricavare l'espressione matriciale degli operatori Ŝx, Ŝy ed Ŝz nella rappresentazione degli autoket
di Ŝz. Quali sono gli autovalori degli operatori Ŝx e Ŝy?

b) Sia |ψ⟩ lo stato tale che Ŝx|ψ⟩ = 3
2ℏ|ψ⟩. Si determini l'espressione di questo stato in termini degli

autoket di Ŝz.

c) Si determini a in maniera tale che l'operatore Ŝz(t) in rappresentazione di Heisenberg sia
indipendente dal tempo. Si usi tale valore in tutte le domande successive.

d) Si determinino gli autovalori di H speci�cando la degenerazione e una base di autoket per ogni
livello.

e) Al tempo t = 0 il sistema viene preparato nello stato |ψ⟩ de�nito precedentemente. Quale è la
probabilità, al generico tempo t, di ottenere il risultato +3

2ℏ come risultato di una misura di Ŝx?

f) Si considerino ora due particelle identiche di spin 3/2 non interagenti. La Hamiltoniana di singola
particella è quella speci�cata sopra, quindi la Hamiltoniana di spin del sistema di due particelle è
data da

Ĥ2 = Ĥ ⊗ 1̂ + 1̂⊗ Ĥ (2)

Assumendo che la funzione d'onda degli stati sia il prodotto di una funzione d'onda spaziale sim-
metrica per scambio e di uno spinore per le due particelle, si determinino gli autovalori di Ĥ2 ed
una base per gli autoket di spin possibili.

Esercizio 2. Si considerino due particelle di spin 1/2 e di masse m1 e m2 = 2m1 che interagiscono
con Hamiltoniana

H = H0 +H1, H0 =
p21
2m1

+
p22
2m2

+ V (r), H1 =
ω

ℏ
(J2 + 2S1 · S2),

dove r = r2 − r1, r = |r|, S1 e S2 sono gli spin delle due particelle, J = L + S, L è il momento
angolare orbitale, S = S1 + S2. Si consideri il problema nel sistema del centro di massa.

Lo spettro della Hamiltoniana H0 nel sistema del centro di massa è supposto essere noto: le energie
sono date da E0 < E1 < E2 < . . .; il livello fondamentale ha degenerazione 4, il primo livello
eccitato ha degenerazione 12; entrambi i livelli sono discreti.

a) Assumendo ℏω ≪ Ei−Ei−1 per tutti gli i ≥ 1, si calcolino le energie e le degenerazioni dei primi
5 livelli di H.

b) Se |ψ0⟩ è uno autostato di H0 con energia E0, vale ⟨ψ0|r2|ψ0⟩ = a20, dove a0 è supposto noto.
Si calcolino i valori medi di x2, y2, z2, su tutti gli stati corrispondenti al livello fondamentale ed al
primo livello eccitato di H. (continua nella pagina seguente)
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c) Si determinino tutti gli stati tali che: (i) una misura di energia fornisce sempre un risultato
inferiore a E2 − 3ℏω; (ii) in una misura di Lz non viene mai osservato Lz = 0; (iii) in una misura
di Sz non viene mai osservato Sz = 0; (iv) in una misura di Jz non vengono mai osservati ±2ℏ. Si
calcoli il valor medio di H su tutti tali stati.

d) Tra tutti gli stati |ψ⟩ individuati al punto c), si determinino quelli per cui ⟨ψ|L2
xS

2
x|ψ⟩ assume il

valore minimo possibile.
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Esercizio 1. Si consideri il seguente potenziale unidimensionale,

V (x) =


0 per x < −L
Vbuca(x) per −L < x < 0

V1 per x > 0 ,

con Vbuca(x) < 0 e V1 > 0. Si vogliono determinare le proprietà di V (x) attraverso opportuni

esperimenti di scattering. Si inviano in particolare degli elettroni emessi con impulso p > 0 da una

sorgente posta a x = −∞. La preparazione dello stato iniziale è tale per cui la descrizione di tutti i

processi di scattering considerati può essere ricavata a partire dalle autofunzioni dell'Hamiltoniana.

a) In un primo esperimento, si pone un rilevatore di elettroni a x = x0 ≫ L. Si osserva che

per impulsi minori di un certo valore soglia ps non vi sono conteggi nel rivelatore. Sapendo che

psc = 50 keV, dove c è la velocità della luce, si calcoli il valore di V1 in keV. Si utlizzi mec
2 = 500

keV, dove me è la massa dell'elettrone.

b) Per Vbuca(x) = 0, determinare i coe�cienti di ri�essione R(p) e trasmissione T (p) per valori

dell'impulso p > ps. Disegnare il gra�co di R(p) e T (p).

c) Si consideri ora p < ps con Vbuca(x) generico. Facendo uso della corrente di densità di probabili-

tà, si dimostri che l'onda ri�essa non ha attenuazione (ovvero R = 1) ma presenta in generale uno

sfasamento φ rispetto all'onda incidente. Si calcoli lo sfasamento nel caso Vbuca(x) = 0. Lo sfasa-

mento è de�nito come la di�erenza delle fasi delle ampiezze complesse dell'onda ri�essa e dell'onda

incidente.

d) Modellizzando Vbuca(x) = −V0 con V0 > 0, calcolare lo sfasamento come funzione dell'energia

dell'onda incidente per V1 ≫ E, V1 ≫ V0, ossia nel limite V1 → ∞. Si veri�chi che se V0 = 0 esso

si riduce all'espressione calcolata in precedenza per E/V1 → 0.

Esercizio 2. La funzione d'onda spinoriale di una particella di spin 1 e massa m, libera di muoversi

in una dimensione, è data da

ψ = Ae−x2/(2σ2)
(
eikxχ+ + i

√
2e−ikxχ−

)
,

dove gli spinori normalizzati χ± sono autofunzioni di Sz con autovalore ±ℏ.

a) Si calcoli la costante A in modo che ψ sia normalizzata. Se viene e�ettuata una misura di Sz su

ψ, quali valori sono ottenuti e con quale probabilità?

b) Si calcolino i valori medi ⟨ψ|x|ψ⟩ e ⟨ψ|p|ψ⟩.
c) Il sistema evolve con Hamiltoniana

H =
1

2m
p2 +

1

2
mω2x2 + bxSz.

Se b = mαℏβωγ , si determinino gli esponenti α, β, γ con argomenti dimensionali. Se ψ(t) è l'evoluto
temporale di ψ, si calcoli ⟨ψ(t)|Sz|ψ(t)⟩.
d) Si esprimano le derivate temporali dei valori medi ⟨ψ(t)|x|ψ(t)⟩ e ⟨ψ(t)|p|ψ(t)⟩, in termini dei

valori medi stessi. Si risolvano tali equazioni, determinando ⟨ψ(t)|x|ψ(t)⟩ e ⟨ψ(t)|p|ψ(t)⟩ al variare
di t.
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Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 0 vincolata a muoversi in una dimensione.

Si considerino le seguenti Hamiltoniane:

Ĥ0 =
p̂2

2m
+ V0(x̂), V0(x̂) =

1

2
mω2x̂2

Ĥ1 =
p̂2

2m
+ V1(x̂), V1(x̂) = ℏαmβωγ e

− x̂2

2x20

Ĥ2 =
p̂2

2m
+ V2(x̂), V2(x̂) = ℏδmηωξ x̂e

− x̂2

2x20

Ĥ3 = Ĥ0 + V1(x̂)

con x0 =
√

ℏ
mω .

a) Determinare α, β, γ, δ, η e ξ.

b) Studiare qualitativamente lo spettro degli operatori Ĥ1, Ĥ2 e Ĥ3 indicando gli intervalli di energia

dove lo spettro è continuo o discreto, la degenerazione degli autovalori e la natura delle autofunzioni

(se esse corrispondano a stati di scattering o a stati legati).

Si consideri ora una particella di spin 1/2 la cui Hamiltoniana è la seguente:

Ĥ = Ĥ0 + ϵV̂ (x̂), V (x̂) = V1(x̂)|+⟩⟨+|+ V2(x̂)|−⟩⟨−|

con 0 < ϵ ≪ 1 e Ŝz|±⟩ = ±ℏ
2 |±⟩.

c) Si calcoli la correzione al livello fondamentale al primo ordine in ϵ.

d) Si calcolino i commutatori
[
Ŝz, Ĥ

]
,
[
Ŝx, Ĥ

]
e
[
p̂, Ĥ

]
.

Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 1 sono con�nate su un cerchio di raggio R che giace

nel piano xy ed è centrato nell'origine. La Hamiltoniana del sistema è

H = a(L2
1z + L2

2z)− γSz,

dove Sz è la componente z dello spin totale S = S1 + S2. Si supponga a, γ > 0.

a) Si ricavi lo spettro (senza degenerazioni) di H per γ = 0. Si ricavi quindi l'energia e la

degenerazione dei primi 10 livelli di H per 0 < γ ≪ a.

b) Si determini lo stato |Ψ⟩ delle due particelle tale che: i) è autostato di Sz con autovalore −ℏ; ii)
è autostato di L1z + L2z con autovalore −ℏ; iii) è autostato di S2; il corrispondente autovalore è il

più piccolo possibile tra quelli coerenti con la condizione i). iv) Tra tutti gli stati che soddisfano a

i), ii), iii), lo stato |Ψ⟩ è quello per cui ⟨Ψ|H|Ψ⟩ assume il valore piú piccolo possibile.

c) Al tempo t = 0 la Hamiltoniana diventa

H = a(L2
1z + L2

2z)− γSx

Se |Ψ(t = 0)⟩ = |Ψ⟩, dove |Ψ⟩ è lo stato determinato al punto b), si calcoli ⟨Ψ(t)|Sz|Ψ(t)⟩.
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Esercizio 1. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione ω
centrato nell'origine. Al tempo t = 0 la particella ha funzione d'onda normalizzata

ψ(x) = A(1 + iρ
√
2)2e−ρ2/2 ρ =

x

x0
x0 =

√
ℏ
mω

.

a) Si calcoli la costante A ed il valore medio dell'energia al variare del tempo.

b) Si calcolino i valori medi di x e p al variare del tempo.

c) Il sistema viene perturbato aggiungendo alla Hamiltoniana H0 dell'oscillatore armonico il termine

V (x) = λmω2(x− 2x0)
2.

Si calcoli l'energia dello stato fondamentale della Hamiltoniana H = H0 + V , al primo ordine in λ
assumendo |λ| ≪ 1.

d) Si determinino i valori di λ per cui lo spettro di H è limitato inferiormente. Per tali valori, si

calcoli lo spettro di H esattamente. Si veri�chi la correttezza del risultato ottenuto al punto c),

sviluppando il risultato esatto per l'energia dello stato fondamentale al primo ordine in λ.

Esercizio 2. Si consideri un elettrone la cui Hamiltoniana è data da

Ĥ0 =
p̂2

2m
− α

r̂
,

dove α = e2 nel sistema di Gauss e α = e2/(4πϵ0) nel sistema internazionale. Lo stato del sistema

è descritto dalla seguente funzione d'onda

⟨r|ψ⟩ = N
(
e
− r
a0 |+⟩+ i

4
√
2
cos θ

r

a0
e
− r
2a0 |−⟩

)
,

dove a0 ≡ ℏ2
mα è il raggio di Bohr, r è la coordinata radiale, θ l'angolo polare, N > 0 una costante

di normalizzazione e Ŝz|±⟩ = ±ℏ
2 |±⟩.

a) Si calcoli la costante di normalizzazione N e si faccia un gra�co qualitativo della densità di

probabilità radiale P (r) (P (r) soddisfa la condizione di normalizzazione
∫ +∞
0 P (r)dr = 1).

b) Se si e�ettuano misure degli operatori Ŝz, L̂
2, Ĵz e Ĵ2, che valori si possono ottenere e con quali

probabilità?

c) Si determini la probabilità di trovare la particella nel primo ottante (x > 0, y > 0, z > 0).

Si consideri ora la perturbazione

V̂ = λ
EI

ℏa0
Ŝ · r̂ ,

con 0 < λ≪ 1 e EI ≡ mα2

2ℏ2 .

d) Si calcolino i commutatori [L̂z, V̂ ], [Ŝz, V̂ ], [Ĵz, V̂ ] e [Ĥ0, V̂ ].

e) Si calcoli la correzione all'energia del livello fondamentale di Ĥ0 al primo ordine in λ.

1



















0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0 2 4 6 8 10

r2 R102/2
r2 R212/2

a 0
P(
r)

x = r/a0









Esame di Meccanica Quantistica 17/07/2025

Esercizio 1. Una particella di spin 1/2 si muove sulla super�cie di una sfera di raggio R con
Hamiltoniana

H =
L2

2I
+ αJ2

y , (1)

dove I è il momento di inerzia, α è un parametro reale, L⃗ è il momento angolare orbitale e J⃗ = L⃗+S⃗
è il momento angolare totale.

a) Si determini per quali valori di α lo spettro degli autovalori di H è limitato inferiormente.

b) Si assuma in questa domanda e nelle successive α = 1/I. Si calcolino le energie dei primi 3 livelli
energetici, la loro degenerazione e le corrispondenti autofunzioni (o autoket).

c) Si determinino tutti gli stati |ψ⟩ normalizzati tali che: i) una misura di energia dà sempre un
risultato minore di (11/4)ℏ2/I; ii) la probabilità che una misura di J2 dia come risultato 15ℏ2/4 è
1/3; iii) una misura di Jy dà sempre ℏ/2 come risultato; iv) la probabilità che una misura di energia
dia come risultato (5/4)ℏ2/I è 1/3.

d) Si calcoli la probabilità che una misura di Ly sugli stati |ψ⟩ dia 0 come risultato.

e) Tra tutti gli stati |ψ⟩ determinati al punto c) si trovi quello per cui il valor medio ⟨ψ| yR |ψ⟩ è
minimo.

Esercizio 2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione ω
centrato nell'origine. Il sistema si trova nel seguente stato quantistico normalizzato:

ψ(x) = ⟨x|ψ⟩ = N e−α(x−β)2+i γxℏ ,

dove N , α, β e γ sono delle costanti reali; inoltre N > 0 e α > 0.

a) Determinare le dimensioni di N , α, β e γ. Determinare N come funzione di α, β e γ.

b1) Determinare per quali valori di α, β e γ lo stato |ψ⟩ è autostato dell'operatore di distruzione
(detto anche di discesa) â. In caso tali valori esistano, si determini l'autovalore di â corrispondente
a |ψ⟩.
b2) Si risponda alla domanda del punto b1) considerando l'operatore â†.

c) Se si e�ettua una misura di energia su |ψ⟩, con che probabilità si può ottenere il valore E = ℏω
2 ?

Si calcoli tale probabilità per α = 3mω/(2ℏ), β = 0 e valori generici di γ.

d) Si calcolino i valori medi di x̂, p̂ e dell'operatore parità P̂ al variare del tempo per valori generici
di α, β e γ.
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Esercizio 1. Una particella di spin 1/2 libera di muoversi in una dimensione è soggetta ad una
Hamiltoniana

H = H0 + a
(
|+ 1/2⟩⟨−1/2| − | − 1/2⟩⟨+1/2|

)
,

dove a è una costante complessa tale che Im(a) < 0 ; H0 dipende solo dalle coordinate spaziali e, in
assenza di spin, ha spettro non degenere; | ± 1

2⟩ sono gli autovettori della componente z dello spin.
Si supponga di conoscere lo spettro di H0, ossia le energie En, n = 0, 1, 2, . . ., (E0 < E1 < E2 . . .) e
le corrispondenti autofunzioni normalizzate ⟨x|n⟩ = ψn(x).

a) Sapendo che il primo stato eccitato di H ha degenerazione 2, si determini la costante a, l'energia
dello stato fondamentale e del primo stato eccitato. Nel seguito si �ssi a al valore trovato.

b) Si discuta l'energia e la degenerazione del secondo stato eccitato al variare di E0, E1 ed E2.

c) Si consideri l'operatore che opera unicamente sulla parte spaziale

A = b(|0⟩⟨1|+ |1⟩⟨0|) + b

∞∑
n=0

n|n⟩⟨n|,

dove b è una costante positiva. Si determini lo stato |ψ⟩ che appartiene al primo livello eccitato di
H e che minimizza ⟨ψ|A|ψ⟩.

d) Per lo stato trovato al punto c) si calcolino i valori ottenibili da una misura di Sy e le rispettive
probabilità.

Esercizio 2. Si considerino due particelle di spin 1/2 e 1 e stessa massa m le cui variabili canoniche
associate sono rispettivamente (r1,p1) e (r2,p2).

La Hamiltoniana del sistema è data da

Ĥ =
p̂2
1

2m
+

p̂2
2

2m
+ γ (r̂1 − r̂2)

2 γ > 0. (1)

Si svolga l'esercizio nel sistema di riferimento del centro di massa.

a) Si determinino i livelli energetici di Ĥ, la loro degenerazione e si fornisca un base di autoket.

b) Il sistema si trova in uno |ψ⟩ tale che:
(i) le misure di Ĵ2 (momento angolare totale al quadrato) e di Ĵz (proiezione lungo l'asse z) forni-
scono con certezza i valori 35

4 ℏ
2 e −3

2ℏ rispettivamente;

(ii) |ψ⟩ è autostato di Ĥ con autovalore più piccolo possibile compatibile con la condizione (i).
Quali sono i possibili risultati, e le rispettive probabilità, di una misura di Ŝ2 (spin totale al qua-
drato)?
Quali sono i possibili risultati, e le rispettive probabilità, di una misura della proiezione dello spin
lungo z della particella con spin 1?

c) La Hamiltoniana viene ora perturbata dall'operatore V̂ = ϵγẑ2, dove con ẑ si è indicata la
componente lungo l'asse z della coordinata relativa e 0 < ϵ ≪ 1. Si calcoli la correzione al primo
ordine in ϵ dell'energia del livello fondamentale e si discuta l'eventuale rimozione della degenerazione.

d) Si determini in maniera esatta il valore dell'energia del livello fondamentale di Ĥ + V̂ per ϵ > 0
arbitrario. Si confronti con il risultato ottenuto perturbativamente al punto precedente.
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Esercizio 1. Una particella di spin 3/2 è con�nata nel volume

V = {0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ L, 0 ≤ z ≤ L/2}

all'interno del quale si muove liberamente.

a) Calcolare i primi 4 livelli energetici, le relative degenerazioni e le corrispondenti autofunzioni.

b) Si consideri al tempo t = 0 la seguente funzione d'onda

Ψ(r) =
1√
3
f(r)

∣∣3
2

1

2

〉
+Ng(r)

∣∣3
2

3

2

〉
,

dove N è una costante reale positiva, |sms⟩ sono autoket di S2, Sz e la normalizzazione delle
funzioni f(r), g(r) è tale per cui:∫

V
d3r |f(r)|2 = 1 =

∫
V
d3r |g(r)|2

Si determini la costante N in modo che Ψ(r) sia normalizzata. Si speci�chino i possibili risultati di
una misura di Sz e le relative probabilità.

Nelle domande seguenti si consideri:

f(x, y, z) =
8
√
15

L7/2

(
zL− 2z2

)
sin

2πx

L
sin

πy

L
g(x, y, z) =

4

L3/2
sin

2πz

L
sin

πx

L
sin

2πy

L
.

c) Calcolare la probabilità che una misura dell'energia dia come risultato il valore del primo livello
eccitato.

d) Calcolare il valor medio ⟨z⟩ sullo stato Ψ(x⃗).

Integrali utili: ∫ 1

0
dxx sin(xπ) =

1

π
,

∫ 1

0
dxx2 sin(xπ) =

1

π
− 4

π3
.

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin 1 soggetta alla Hamiltoniana (si consideri solo la
parte di spin)

H =
a

ℏ2
(Sx cosα+ Sz sinα)

2,

dove a > 0 ad α sono costanti date.

a) Si determinino i livelli di H e la relativa degenerazione. Si spieghi perchè il risultato non dipende
dal parametro α.

b) Si determinino gli autovettori di H in termini di autostati di Sz. Si risponda alle domanda
�ssando α = π/6. Si utilizzi tale valore di α anche nelle domande successive.

c) Si consideri l'autostato |ψ⟩ di Sz con autovalore nullo. Si determinino il suo evoluto |ψ(t)⟩ al
tempo t ed i valori medi ⟨ψ(t)|H|ψ(t)⟩, ⟨ψ(t)|Sz|ψ(t)⟩.

d) Viene aggiunta una perturbazione V = λSz. Si calcolino gli autovalori di H + V al primo ordine
in λ.

Quale condizione (diseguaglianza) deve soddisfare |λ| perchè si possa applicare la teoria perturba-
tiva?






















