Esame di Meccanica Quantistica 28/01/2025

Esercizio 1. La dinamica di una particella di spin 3/2 ¢ generata dalla Hamiltoniana
~ W /[ A N
=2 (sg + asg) : (1)

dove S; sono le componenti cartesiane dell’operatore di spin S e 52 il suo modulo quadro. 11
coefficiente a é reale positivo.

a) Ricavare 'espressione matriciale degli operatori Sy, Sy ed S, nella rappresentazione degli autoket
di S.. Quali sono gli autovalori degli operatori S; e Sy7

b) Sia [1) lo stato tale che Sy|¢) = 3hlt). Si determini Iespressione di questo stato in termini degli
autoket di S..

¢) Si determini @ in maniera tale che l'operatore S.(t) in rappresentazione di Heisenberg sia
indipendente dal tempo. Si usi tale valore in tutte le domande successive.

d) Si determinino gli autovalori di H specificando la degenerazione e una base di autoket per ogni
livello.

e) Al tempo t = 0 il sistema viene preparato nello stato |1)) definito precedentemente. Quale éla
probabilita, al generico tempo t, di ottenere il risultato +3h come risultato di una misura di S,?

f) Si considerino ora due particelle identiche di spin 3/2 non interagenti. La Hamiltoniana di singola
particella & quella specificata sopra, quindi la Hamiltoniana di spin del sistema di due particelle &
data da

Hy=Hol+ioHd (2)
Assumendo che la funzione d’onda degli stati sia il prodotto di una funzione d’onda spaziale sim-
metrica per scambio e di uno spinore per le due particelle, si determinino gli autovalori di H, ed
una base per gli autoket di spin possibili.

Esercizio 2. Si considerino due particelle di spin 1/2 e di masse m; e mg = 2m; che interagiscono
con Hamiltoniana

P2 P
H=Hy+H, Hy= 2—m1—|—2—mQ+V( r), H= %(J2+251-Sg),
dove r = ry — 71, r = |r|, S1 e Sy sono gli spin delle due particelle, J = L + S, L ¢ il momento
angolare orbitale, S = S1 + S5. Si consideri il problema nel sistema del centro di massa.
Lo spettro della Hamiltoniana Hy nel sistema del centro di massa & supposto essere noto: le energie
sono date da By < E1 < Es < ...; il livello fondamentale ha degenerazione 4, il primo livello
eccitato ha degenerazione 12; entrambi i livelli sono discreti.

a) Assumendo hw < E; — E;_1 per tutti gli ¢ > 1, si calcolino le energie e le degenerazioni dei primi
5 livelli di H.

b) Se |1) & uno autostato di Hy con energia Ep, vale (1g|r?|tho) = ad, dove ag ¢ supposto noto.
Si calcolino i valori medi di 22, 42, 22, su tutti gli stati corrispondenti al livello fondamentale ed al
primo livello eccitato di H. (continua nella pagina seguente)



c) Si determinino tutti gli stati tali che: (i) una misura di energia fornisce sempre un risultato
inferiore a Eo — 3fw; (ii) in una misura di L, non viene mai osservato L, = 0; (iii) in una misura
di S, non viene mai osservato S, = 0; (iv) in una misura di .J, non vengono mai osservati +2h. Si
calcoli il valor medio di H su tutti tali stati.

d) Tra tutti gli stati ) individuati al punto c¢), si determinino quelli per cui (¥|L2S%|¢)) assume il
valore minimo possibile.
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Esame di Meccanica Quantistica 14/02/2025

Esercizio 1. Si consideri il seguente potenziale unidimensionale,

0 per x < —L
V(z) = < Viuea(x) per —L <z <0
%1 per x >0,

con Vipyea(z) < 0 e V4 > 0. Si vogliono determinare le proprieta di V(x) attraverso opportuni
esperimenti di scattering. Si inviano in particolare degli elettroni emessi con impulso p > 0 da una
sorgente posta a x = —oo. La preparazione dello stato iniziale é tale per cui la descrizione di tutti i
processi di scattering considerati pud essere ricavata a partire dalle autofunzioni del’Hamiltoniana.

a) In un primo esperimento, si pone un rilevatore di elettroni a * = xo > L. Si osserva che
per impulsi minori di un certo valore soglia ps non vi sono conteggi nel rivelatore. Sapendo che
psc = 50keV, dove ¢ & la velocita della luce, si calcoli il valore di Vi in keV. Si utlizzi mec® = 500
keV, dove m, € la massa dell’elettrone.

b) Per Viyea(x) = 0, determinare i coefficienti di riflessione R(p) e trasmissione T'(p) per valori
dell’impulso p > ps. Disegnare il grafico di R(p) e T'(p).

¢) Si consideri ora p < ps con Viyeq(2) generico. Facendo uso della corrente di densita di probabili-
ta, si dimostri che ’onda riflessa non ha attenuazione (ovvero R = 1) ma presenta in generale uno
sfasamento ¢ rispetto all’onda incidente. Si calcoli lo sfasamento nel caso Viyeq(x) = 0. Lo sfasa-
mento & definito come la differenza delle fasi delle ampiezze complesse dell’onda riflessa e dell’onda
incidente.

d) Modellizzando Viyeq(z) = —Vp con Vi > 0, calcolare lo sfasamento come funzione dell’energia
dell’onda incidente per Vi > E, V} > V), ossia nel limite V; — oo. Si verifichi che se Vj = 0 esso
si riduce all’espressione calcolata in precedenza per E/V; — 0.

Esercizio 2. La funzione d’onda spinoriale di una particella di spin 1 e massa m, libera di muoversi
in una dimensione, & data da

w — Aefo/(QJQ) (eikmx+ + Z-\/iefik:px_> ,
dove gli spinori normalizzati x+ sono autofunzioni di S, con autovalore +h.

a) Si calcoli la costante A in modo che 1 sia normalizzata. Se viene effettuata una misura di S, su
1, quali valori sono ottenuti e con quale probabilita?

b) Si calcolino i valori medi (|x[) e (Y|p|).
c¢) 1l sistema evolve con Hamiltoniana

1 1
H=—p® + —mw?z? + bzS..
2m 2
Se b = m®hPw?, si determinino gli esponenti o, 3, v con argomenti dimensionali. Se Y (t) & Vevoluto
temporale di v, si calcoli (¢(¢)|S:]1(¢)).

d) Si esprimano le derivate temporali dei valori medi (¢(t)|z|(t)) e (¢(t)|p|e(t)), in termini dei
valori medi stessi. Si risolvano tali equazioni, determinando (¢ (¢)|x|(t)) e ((t)|p|(t)) al variare
di t.
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Esame di Meccanica Quantistica 14/05/2025

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 0 vincolata a muoversi in una dimensione.
Si considerino le seguenti Hamiltoniane:

~2

N 1
fHy = Qp—m +Vo(@),  Vo(@) = gmeti?
~9 _ﬁ
H = L. Vi(z), Vi(#) = h*mPuwl e 20
2m
R 72 _ a2
Hy, = C- + Va(z), Va(&) = Bomlwt e %0
m

Hs = I:I[) + Vl((f:)

con :BO:,/%.

a) Determinare «, 3,7,9,m e &.

b) Studiare qualitativamente lo spettro degli operatori H 1, H, e H; indicando gli intervalli di energia
dove lo spettro € continuo o discreto, la degenerazione degli autovalori e la natura delle autofunzioni
(se esse corrispondano a stati di scattering o a stati legati).

Si consideri ora una particella di spin 1/2 la cui Hamiltoniana é la seguente:
H=Ho+eV(2), V(&) =Vi(@)|+)(+]+ Va(@)|-) (|

con0<e<leS,|+)= :l:g|:|:>.

¢) Si calcoli la correzione al livello fondamentale al primo ordine in .

d) Si calcolino i commutatori [S’Z,PAI}, [Sx,f]} e []5, Iﬂ

Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 1 sono confinate su un cerchio di raggio R che giace
nel piano zy ed é centrato nell’origine. La Hamiltoniana del sistema &

H= a(L%z + L%z) - VSZv
dove S, ¢ la componente z dello spin totale S = S + Ss. Si supponga a,~y > 0.

a) Si ricavi lo spettro (senza degenerazioni) di H per v = 0. Si ricavi quindi Uenergia e la
degenerazione dei primi 10 livelli di H per 0 < v < a.

b) Si determini lo stato |¥) delle due particelle tale che: i) é autostato di S, con autovalore —#h; ii)
¢ autostato di L1, + Lo, con autovalore —F; iii) & autostato di 52: il corrispondente autovalore ¢é il
pit piccolo possibile tra quelli coerenti con la condizione i). iv) Tra tutti gli stati che soddisfano a
i), ii), iii), lo stato |¥) é quello per cui (V|H|V¥) assume il valore pia piccolo possibile.

c¢) Al tempo t = 0 la Hamiltoniana diventa

Se |[¥(t = 0)) = |¥), dove |¥) ¢ lo stato determinato al punto b), si calcoli (¥(¢)|S,|U(t)).
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Esame di Meccanica Quantistica 01/07/2025

Esercizio 1. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w
centrato nell’origine. Al tempo ¢t = 0 la particella ha funzione d’onda normalizzata

h
b@) = A +ipV2Pe P p= T mg =y
xo mw
a) Si calcoli la costante A ed il valore medio dell’energia al variare del tempo.
b) Si calcolino i valori medi di = e p al variare del tempo.

c) Il sistema viene perturbato aggiungendo alla Hamiltoniana H dell’oscillatore armonico il termine
V(z) = dmw?(x — 2x0)2

Si calcoli ’energia dello stato fondamentale della Hamiltoniana H = Hg + V/, al primo ordine in A
assumendo |\| < 1.

d) Si determinino i valori di A per cui lo spettro di H & limitato inferiormente. Per tali valori, si
calcoli lo spettro di H esattamente. Si verifichi la correttezza del risultato ottenuto al punto c),
sviluppando il risultato esatto per ’energia dello stato fondamentale al primo ordine in A.

Esercizio 2. Si consideri un elettrone la cui Hamiltoniana ¢ data da
2
. o
HO = pf )
2m T

dove o = €? nel sistema di Gauss e a = e?/(4meg) nel sistema internazionale. Lo stato del sistema,
¢é descritto dalla seguente funzione d’onda

i
42

dove ag = n% ¢ il raggio di Bohr, r ¢ la coordinata radiale, 6 angolo polare, A' > 0 una costante

(rlyp) =N <€_‘:0H-> + Cos@re_Zgo]—>> 7
ap

di normalizzazione e S,|+) = +£1|+).

a) Si calcoli la costante di normalizzazione N e si faccia un grafico qualitativo della densita di
probabilita radiale P(r) (P(r) soddisfa la condizione di normalizzazione f0+°° P(r)dr =1).

b) Se si effettuano misure degli operatori S“Z, ﬁQ, J. e jz, che valori si possono ottenere e con quali
probabilita?

¢) Si determini la probabilita di trovare la particella nel primo ottante (x > 0,y > 0,z > 0).

Si consideri ora la perturbazione

. Ej.
Va2l
hag t
2

CODO</\<<1€E[E%.

d) Si calcolino i commutatori [L., V], [S., V], [J., V] e [Ho, V].

e) Si calcoli la correzione all’energia del livello fondamentale di Hy al primo ordine in .
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Esame di Meccanica Quantistica 17/07/2025

Esercizio 1. Una particella di spin 1/2 si muove sulla superficie di una sfera di raggio R con

Hamiltoniana )

L

dove I ¢ il momento di inerzia, « ¢ un parametro reale, L ¢ il momento angolare orbitale e J=L+S
¢ il momento angolare totale.

a) Si determini per quali valori di « lo spettro degli autovalori di H ¢ limitato inferiormente.

b) Si assuma in questa domanda e nelle successive a = 1/1. Si calcolino le energie dei primi 3 livelli
energetici, la loro degenerazione e le corrispondenti autofunzioni (o autoket).

¢) Si determinino tutti gli stati [¢)) normalizzati tali che: i) una misura di energia da sempre un
risultato minore di (11/4)h%/I; ii) la probabilita che una misura di J? dia come risultato 15h2/4 é
1/3; iii) una misura di J, da sempre i/2 come risultato; iv) la probabilita che una misura di energia
dia come risultato (5/4)h%/1 & 1/3.

d) Si calcoli la probabilita che una misura di L, sugli stati |¢/) dia 0 come risultato.
e) Tra tutti gli stati |[¢)) determinati al punto c) si trovi quello per cui il valor medio (1)|%[¢) &

minimo.

Esercizio 2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w
centrato nell’origine. Il sistema si trova nel seguente stato quantistico normalizzato:

() = (a) = Ne o=+,
dove N, a, 3 e «y sono delle costanti reali; inoltre A' >0 e o > 0.

a) Determinare le dimensioni di N, a, 8 e . Determinare N come funzione di «, 5 e .

bl) Determinare per quali valori di a, 8 e v lo stato [¢)) & autostato dell’operatore di distruzione
(detto anche di discesa) a. In caso tali valori esistano, si determini l'autovalore di a corrispondente
a |¢).

b2) Si risponda alla domanda del punto b1) considerando Poperatore .

¢) Se si effettua una misura di energia su [¢)), con che probabilita si puo ottenere il valore E = %""?
Si calcoli tale probabilita per a = 3mw/(2h), § = 0 e valori generici di 7.

d) Si calcolino i valori medi di &, p e dell’operatore parita P al variare del tempo per valori generici
di a, Ber.
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Esame di Meccanica Quantistica 11/09/2025

Esercizio 1. Una particella di spin 1/2 libera di muoversi in una dimensione & soggetta ad una
Hamiltoniana
H=Hy+a(|+1/2)(-1/2] — | — 1/2)(+1/2|),

dove a ¢ una costante complessa tale che Im(a) < 0 ; Hy dipende solo dalle coordinate spaziali e, in
assenza di spin, ha spettro non degenere; | £ %> sono gli autovettori della componente 2z dello spin.
Si supponga di conoscere lo spettro di Hp, ossia le energie E,, n=0,1,2,..., (Ey < E1 < Ey...) e
le corrispondenti autofunzioni normalizzate (z|n) = i, (x).

a) Sapendo che il primo stato eccitato di H ha degenerazione 2, si determini la costante a, l'energia
dello stato fondamentale e del primo stato eccitato. Nel seguito si fissi a al valore trovato.

b) Si discuta I'energia e la degenerazione del secondo stato eccitato al variare di Ey, E; ed Es.

¢) Si consideri 'operatore che opera unicamente sulla parte spaziale

o0
A =b(|0) (1] + [1){0) + b nln)(n],
n=0
dove b & una costante positiva. Si determini lo stato [¢) che appartiene al primo livello eccitato di
H e che minimizza (| AY).

d) Per lo stato trovato al punto c) si calcolino i valori ottenibili da una misura di S, e le rispettive
probabilita.

Esercizio 2. Si considerino due particelle di spin 1/2 e 1 e stessa massa m le cui variabili canoniche
associate sono rispettivamente (ri,p1) e (ra, p2).

La Hamiltoniana del sistema & data da

S N 2
P P g 0. 1
2m+ 2m+’7(r1 I'Q) 'Y> ( )

Si svolga esercizio nel sistema di riferimento del centro di massa.
a) Si determinino i livelli energetici di H, la loro degenerazione e si fornisca un base di autoket.

b) 1l sistema si trova in uno [¢) tale che:

(i) le misure di J? (momento angolare totale al quadrato) e di J, (proiezione lungo 'asse z) forni-
scono con certezza i valori %hQ e —%h rispettivamente;

(i) |¢) & autostato di H con autovalore pit piccolo possibile compatibile con la condizione (i).
Quali sono i possibili risultati, e le rispettive probabilita, di una misura di 52 (spin totale al qua-
drato)?

Quali sono i possibili risultati, e le rispettive probabilita, di una misura della proiezione dello spin
lungo z della particella con spin 17

¢) La Hamiltoniana viene ora perturbata dall’operatore vV = ev2?, dove con % si é indicata la
componente lungo 1’asse z della coordinata relativa e 0 < ¢ < 1. Si calcoli la correzione al primo
ordine in € dell’energia del livello fondamentale e si discuta 1’eventuale rimozione della degenerazione.

d) Si determini in maniera esatta il valore dell’energia del livello fondamentale di H+V pere>0
arbitrario. Si confronti con il risultato ottenuto perturbativamente al punto precedente.
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Esame di Meccanica Quantistica 14/11/2025

Esercizio 1. Una particella di spin 3/2 ¢ confinata nel volume
V={0<z<L 0<y<L 0<z<L/2}
all’interno del quale si muove liberamente.
a) Calcolare i primi 4 livelli energetici, le relative degenerazioni e le corrispondenti autofunzioni.

b) Si consideri al tempo ¢t = 0 la seguente funzione d’onda

1 31
U(r)=— — =)+ N
()= )5 5)+ Notr)
dove N & una costante reale positiva, |sms) sono autoket di S?, S, e la normalizzazione delle
funzioni f(r), g(r) & tale per cui:

3 2 _ 3’[“ 7"2
AJTMMI—l—Ld!ﬁH

Si determini la costante N in modo che ¥(r) sia normalizzata. Si specifichino i possibili risultati di
una misura di S, e le relative probabilita.

33
33/

Nelle domande seguenti si consideri:

8v'15 2 4 2 2
flx,y,2) = S5} (2L — 2z2) sin %x sin %y g(z,y,2) = V] sin %Z sin 7%3: sin %y .

c¢) Calcolare la probabilita che una misura dell’energia dia come risultato il valore del primo livello
eccitato.

d) Calcolare il valor medio (z) sullo stato ¥(Z).

Integrali utili:
L 1 Loy, 1 4
/ dx zsin(xm) = —, / dx z* sin(xm) = — — —.
0 ™ 0 s T
Esercizio 2. Si consideri una particella di spin 1 soggetta alla Hamiltoniana (si consideri solo la
parte di spin)

H= %(Sz cosa + S, sina)?,

dove a > 0 ad « sono costanti date.

a) Si determinino i livelli di H e la relativa degenerazione. Si spieghi percheé il risultato non dipende
dal parametro a.

b) Si determinino gli autovettori di H in termini di autostati di S,. Si risponda alle domanda
fissando oo = 7 /6. Si utilizzi tale valore di @ anche nelle domande successive.

c¢) Si consideri l'autostato [¢) di S, con autovalore nullo. Si determinino il suo evoluto |¢(t)) al
tempo t ed i valori medi ((¢)|H [ (t)), (¥(t)|Sz|1(t)).

d) Viene aggiunta una perturbazione V = AS,. Si calcolino gli autovalori di H +V al primo ordine
in A\
Quale condizione (diseguaglianza) deve soddisfare || perche si possa applicare la teoria perturba-
tiva?
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