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Esercizio 1. Assegnata la curva di parametrizzazione
x(t) = (t—rsin(t),1-rcos(t), ht) te[0,47]

dover,h > O:
i. per quali valori dei parametri la curva é semplice e regolare?
ii. Si calcoli la lunghezza della curvaperh =0 er=1.

ESERCIZIO 2. Assegnata la parametrizzazione
¢(6) = (6 cos(),B5sin(O)) 6 €[0,47]
i. si provi a disegnarne limmagine,

ii. si verifichi che definisce una curva semplice e regolare,
iii. se ne calcoli la lunghezza.

ESERCIZIO 3. Se una massa é distribuita lungo la curva regolare descritta da
¢ =(tt?)  te[01]

con densita lineare pari a F(xq,X2,X3) = 6%, con 6 > O, a quanto ammonta l'intera massa?

ESERCIZIO 4. La spirale di Archimede € una curva piana descritta dalla parametrizzazione polare p(6) = c6, con
c¢>0e06e[0,4n] allora

i. si provi a disegnarne l'immagine per c =1,

ii. si verifichi che definisce una curva semplice e regolare,

iii. se ne calcoli la lunghezza al variare di c.

ESERCIZIO 5. Data la parametrizzazione x(s) = AeBs (cos(s),sin(s),1), con A,B > O es € [1,7] allora
i. si verifichi che definisce una curva semplice e regolare,
ii. se ne calcoli la lunghezza.

ESERCIZIO 6. Data la parametrizzazione x(t) di una curva regolare, con t € [a,b], si provi che
i. T’(t) € sempre ortogonale a T(t).
ii. Se T'(t) = O per ogni t € [a,b], allora la curva ha un segmento per sostegno.




SVOLGIMENTI

ESERCIZIO 1. Assegnata la curva di parametrizzazione
x(t) = (t—rsin(t),1-rcos(t), ht) te[0,4r]

dover,h > O:
i. per quali valori dei parametri la curva é semplice e regolare?
ii. Si calcoli la lunghezza della curvaperh=0er=1.

DISCUSSIONE. i. La curva possiede una parametrizzazione con componenti di classe C*, discutiamo subito
la regolarita dellapplicazione scrivendo il vettore velocita e il suo modulo

¢/(0) = (1-rcos(t)rsin(h)  1¢/(0)] = (1-2rcos(t) + 2 +h2)"”
Osserviamo subito che
1-2rcos()+r2>1-2r+r2=(1-)2>0 per ogni r

quindi se h > O il vettore velocita non & mai nullo. Invece se h = O abbiamo che |¢’(t)] =O see soloser=1e
t = O (cioé quando le maggiorazioni precedenti non sono strette), in tal caso la curva é regolare solo a tratti,
perché la velocita si annulla per t = O che & interno all'intervallo di definizione e sul corrispondente punto del
sostegno non € possibile definire il versore tangente.

Riguardo alla semplicita osserviamo subito che, se h > O, la curva risulta semplice, infatti se t # s, abbiamo che

(t—rsin(t),1—rcos(t),ht) = (s —rsin(s),1—rcos(s), hs)

visto che almeno la terza coordinata € sicuramente differente, questa osservazione prova che la curva presenta
"problemi” solo quando é piana, cioé contenuta nell’iperpiano {x3 = 0}. Seh =0 er < 1abbiamocheset=s
segue

(t=rsin(t),1-rcos(t),0) = (s —rsin(s),1-rcos(s),0)

perché la prima componente risulta essere una funzione strettamente crescente. Invece nelcasoh=0er>1la
curva non risulta semplice, infatti abbiamo che il sostegno della curva & un insieme simmetrico rispetto allasse
y in quanto la prima componente & una funzione dispari di t mentre la seconda & pari, e siccome vale che

¢(0)=(0,1-r1,0) ¢’(0)=(1-r,0,0)

possiamo provare che il sostegno della curva giace nel terzo quadrante per O < t < 1, mentre per t > O e "suffi-
cientemente grande” raggiunge il primo quadrante e questo implica che la curva deve autointersecarsi, perché
deve passare per un altro punto ad ascissa nulla, cioé esiste tg > O tale che ¢(tg) = (0, y(tg),0) = ¢p(—to) (siricor-
di che abbiamo osservato che la prima componente € dispari e la seconda pari). Per concludere la discussione
inseriamo dei grafici, il primo relativo al casoh=0er=2/3

il secondoconh=0er=1

ilterzoconh=0er=4/3
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La curva con sostegno blu é regolare, le altre due no, precisamente per la seconda non é ben definito il versore

tangente in (O, 0), ma é regolare a tratti, invece la terza non & semplice.
ii. La lunghezza richiesta equivale al risultato dell'integrale

2n 2n
L= 2f ¢’ (t)|dt = zf \/(1 — cos(t))2 +sinZ(t)dt
(0] 0

2 27 2
22| V2—2cos(dt - 2I 2sin(t/2)dt = —8 cos(t/2) O” -16
(0] [0}
dove abbiamo usato la relazione trigonometrica 2 sin2(t/2) = 1—cos(t) e il fatto che la curva & simmetrica rispetto
allasse y, per cui la sua lunghezza ¢ il doppio della lunghezza per t € [0, 27]. |

ESERCIZIO 2. Assegnata la parametrizzazione
¢(6) = (6 cos(B),Osin(6)) 6 €[0,4r]

i. si verifichi che definisce una curva semplice e regolare,
ii. se ne calcoli la lunghezza.

DiscussIONE. . Verifichiamo che la curva € semplice, infatti se avessimo che
se  pO)=¢(9) allora  [|p(O)]I* = 6% = 9 = [|p(I]*

il che prova laffermazione, visto che ¢, 9 € [0, 47]. Per poter affermare che la curva e regolare é sufficiente
osservare che le componenti della parametrizzazione sono funzioni di classe C* e che vale

¢'(6) = (cos(6) - Bsin(6).sin(6) + Ocos(6)) e (| (O)]|> = (1+6%) =1

E possibile verificare al calcolatore che la curva descritta da ¢ & una spirale.
ii. Impostiamo l'integrale che ci permette di calcolare la lunghezza della curva

4 4n 112 1”7 1 1”7
L(<l>)=f0 |I<;b(6)||d9=jO [1+92] d9=...=27‘c[1+16712] +iln(4n+[1+16n2] )

dove abbiamo sfruttato un noto applicativo online per evitare calcoli noiosi legati alla sostituzione 6 = sinh(s),
che permette dirisolvere l'integrale... |

ESERCIZIO 3. Se una massa é distribuita lungo la curva descritta da
¢ =(tt?)  te[01]
con densitd lineare pari a F(x1,x7,X3) = 54, @ quanto ammonta lintera massa?

DiscussiONE. Il calcolo della massa distribuita lungo il filo € possibile tramite il seguente integrale di linea

1 1 1
M=J F(x)ds=J F(¢(t))||¢’(t)||dt=J- 5t[2(1+t2)]1’2dt=«65[1(1+t2)3/2] _ V2
Im() 0 0 3 o 3

Con il termine "filo” abbiamo indicato il sostegno della curva, lungo cui é distribuita la massa nello spazio.
]
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ESERCIZIO 4. La spirale di Archimede é una curva piana descritta dalla parametrizzazione polare p(6) = c6, con

c>0eBe[0,47] allora

i. si provi a disegnarne limmagine per c = 1,

ii. si verifichi che definisce una curva semplice e regolare,
iii. se ne calcoli la lunghezza al variare di c.

DISCUSSIONE. i. &iii. La verifica che la curva € semplice € abba-
stanza rapida: se lapplicazione non fosse iniettiva aviemmo che
x(61) = x(67), con 61 = 6,, quindi avriemmo che

x(61)=x(62)  quindi  [[x(B1)ll2 = [Ix(82)ll2

cioé p(61) = cBy1 = O3 = p(67)

il che implica 67 = 6, contraddicendo lassunzione iniziale. La curva
€ anche regolare visto che

x’(0) = c(cos(6) - Osin(B),sin(6) + O cos(B))
da cui ||x’(9)||% =c2(1+62) 20

iii. Il calcolo della lunghezza della curva non presenta difficolta con-
cettuali, ma solo di calcolo ed € abbastanza meccanico come se-
gue

cosh?(u)du

ln(4n+\/16n2+1)

n o (e Vi)
o= [ IxenBdo=c [ ree?) < c |
[0} (0] 0

In 4n+\/16n2+1)
J‘ ( (e“+e_u)2du= E[1e2“+2u—le‘2“]
o 2|2 25,
2
(4n+\/16712+1) +4ln(4n+\/16ﬂ2+1)—;2
(4 ViErT 1

quindi la dipendenza della lunghezza dal parametro c & lineare.

<
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Si noti che nel calcolo del precedente integrale abbiamo utilizzato il seguente notevole cambio di variabili

6 =sinh(u) = % [e” —e con d6 = cosh(u)du = % [e” + e’”]du

che ha trasformato 1+ 62 in un quadrato perfetto...

ESERCIZIO 5. Data la parametrizzazione x(s) = AeBs (cos(s),sin(s),1), con A,B > O es € [1,7] allora

i. si verifichi che definisce una curva semplice e regolare,
ii. se ne calcoli la lunghezza.

DISCUSSIONE. i. la curva e semplice in quanto ||x(s)||% = 2A2e2Bs ¢ tale funzione é strettamente crescente,

quindi iniettiva. Inoltre possiamo dedurre la regolarita dellapplicazione dal fatto che

x’(s) = AeB (B cos(s) — sin(s), Bsin(s) + cos(s), 1) e ||x’(s)||% = Ale?Bs (B2 + 2) =0

ii. Ricorriamo alla (ormai) nota caratterizzazione della lunghezza di una curva regolare calcolando il seguente

integrale

[BZ . 2]1/2

" T 1/2 12 1 4
L= x'(s) ds=f A[B2+2]|""eBsds=A[B%+2 —[eBS] =A
[ o [ "afe2+2] 0 e e

[eBn _ eB]

ESERCIZIO 6. Data la parametrizzazione x(t) di una curva regolare, con t € [a,b], si provi che
i. T'(t) & sempre ortogonale a T(t).
ii. Se T'(t) = O per ogni t € [a,b], allora la curva ha un segmento per sostegno.
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DISCUSSIONE. i. La prima affermazione € abbastanza semplice, infatti sappiamo che

[Tz =1 cioé T(t)- T(t) =1 per ogni t € [a,b]
e derivando rispetto alla variabile t ricaviamo che

0= % [T()-TO]=T'@®) - T+ T - T'()=2(T'()) - T())  per ogni t € [a,b]

ii. Analizziamo il significato analitico del fatto che il versore tangente T € indipendente dalla variabile t

T’(t)=(0,0,0)=0 allora T(t)=wg perognite [a b] quindi
x'(t) = v(t)wg

t
X(t) =xg + U- v(s)ds] wg =X + V(t)wg

per il teorema fondamentale del calcolo integrale, e segue immediatamente che il sostegno della curva é
contenuto in una retta visto che

x(t) —x(s) = [V(t) — V(s)lwo

cioeé tutti i punti dell'immagine della parametrizzazione giacciono in uno spazio affine di dimensione 1.
]

Quiz

Si determini la veridicita di ognuna delle affermazioni che seguono

QuIz 1. x(t) = (O, 0, —\"/f) cont € [-2, 7], é una curva regolare.

Falso: x’(t) = (O, O,—3t17/3), quindi non é definito il vettore velocita per t = O.

Quiz 2. x(t) = (0,t,2t), con t € [-1,1], ha versore tangente costante.

Vero: x’(t) = (0,1,2) per ogni t € [-1,1].

Quiz 3. x(t) = (-t,t,2t), con t € [0, 1], ha versore tangente costante.

Vero: x’(t) = (-1,1,2) per ogni t € [0, 1].

QuIZ 4. x(t) = (-t,t,2t), con t € [0O,1], & una curva chiusa.

Falso: il vettore velocita é il vettore costante x’(t) = (—1,1,2) per ogni t € [0, 1], quindi la curvatura é nulla e la
curva non pud "tornare indietro” e chiudersi...

Quiz 5. x(t) = (tcos(t), tsin(t),1), con t € [0, 7], ha versore tangente costante.

Falso: x’(t) = (cos(t) — tsin(t),sin(t) + tcos(t),0), ed é facile verificare che il vettore non é costante visto che
x’(0)=(1,0,0) e x'(m) = (-1,-7, 0).

Quiz 6. x(t) = (sin(t),cos(t),1), con t € [0, 1], ha versore tangente costante.

Falso: x’(t) = (—sin(t), cos(t), 0), il modulo del vettore & costante, ma non la direzione.

Quiz 7. x(t) = (sin(t), cos(t),—t), con t € [0, 7], & una curva planare.
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I:'also: la curva é unelica e la torsione non € nulla!
E anche possibile verificare che x(0) = A = (0,1,0), x(7/6) = B = (1/2, V3/2,-1/6), x(r/3) = C = (V3/2,1/2,-7/3) e
x(1t/2) =D =(1,0,-7/2), e che i vettori

AB=(1/2,V3/2-1,-n/6)  AC=(V3/2,-1/2,-1/3)  AD=(1,~1,-7/2)

non sono complanari visto che

12 V32 1
V3/2-1 12 -1
-1t/6 -1/3 T/2

- (4V3-5)20

det 22

Quiz 8. x(t) = (asin(t),bcos(t),ht), cont € [O,x] ea,b = O, é una curva planare per ogni h.

Falso: la curva € unelica (a sezione ellittica) per ogni h = O e si pud ragionare come nellesercizio precedente.




