ESERCIZI SULLE SERIE DI FOURIER
GRAZIANO CRASTA, 8 maggio 2014

Data f: R — R periodica di periodo 27 e localmente integrabile, la serie di Fourier
associata a f &

f(z) ~ % + Z [ay, cos(kx) + by sin(kz)]
k=1

dove 1 coefficienti di Fourier a; e by sono dati da

1 s

ap == — f(z) cos(kz) dx, k=0,1,...,
™ —Tr
1 (7 .

by = — f(z) sin(kz) dz, E=1,2,....
™ —Tr

Ricordiamo che vale I'uguaglianza di Parseval
2 o0

@ de=n [20 + > (ak +07)
- k=1

Esercizio 1. Sia f: R — R una funzione periodica di periodo T" > 0, localmente integra-
bile. Dimostrare che

T+x T
/ f(t)dt = / f(t)ydt  VzeR.
T 0

Soluzione. Osserviamo che, facendo il cambiamento di variabile s =t — T e sfruttando la
periodicita di f, si ha che

/Tmf(t)dt:/oxf(HT)ds:/Oxf(s)ds.

Da qui si ottiene subito

/xTﬂf(t)dt:/OTf(t)dH/TTHf(t)dt—/wa(t)dtz/OTf(t)dt. O

Esercizio 2. Sia D,,: R — R il nucleo di Dirichlet, definito da

n+1/2, se x = 2km, k € Z,
D = i
n(®) sm(@ + 1/2)$), altrimenti.
2sin(x/2)
Dimostrare che
s ™
Dy(z)dx =7, VYneNT, lim |D,,(z)| dx = 4o0.
n—+oo [ __

—Tr ™
Soluzione. La prima uguaglianza discende dall’identita

n

+ Z cos(kzx) .

k=1
1

D, (z) =

| =



2

Per quanto riguarda la seconda, poiché |2sin(z/2)| < |z| per ogni € R abbiamo che
(n+1/2)7 \sint\

i 7r1
/ \Dn(x)\d:r22/ L sin((n + 1/2)2)] dx—2/ t
r 0
\smt\ / . 4 1
> 2 / dt > 2 sint|dt = — —
Z . Z |sint] W;k

e I'ultima sommatoria dlverge a 400 per n — 400 dal momento che é la somma parziale
n-esima della serie armonica. g

Esercizio 3. Si consideri la funzione f(x) = |z|, z € [—m, 7], estesa con periodicita a tutto
R (onda triangolare).
(a) Calcolare i coefficienti di Fourier di f.
(b) Discutere la convergenza puntuale e uniforme della serie di Fourier associata ad f.
(c¢) Dimostrare che

2 e 4

Sl T Swte
_ ’ —_ 14 og°
2 2k 12~ 8 £ (2k—1)* ~ 96

Soluzione. (a) La funzione f ¢ pari, dunque i coefficienti by, ¥ € NT, sono tutti nulli.
Calcoliamo i coefficienti ay: per k = 0 si ha

2 ™
ag = — rdr =,
m™Jo

mentre per k € NT, integrando per parti si ottiene

2 [T 2 in(kz) 1" 2 [T
ay = / x cos(kx)dr = — [xsm(x)} — — [ sin(kz)dz
T Jo 7 k o km /)y
_o cos(km) —1 |0, se k & pari,
k270

k2m se k & dispari.

(b) Poiché f & continua e di classe C! a tratti, la sua serie di Fourier converge unifor-
memente a f su tutto R; in particolare

cos(2k — 1)x
fﬁz e VeeR.

(¢) Per calcolare la somma della prima serie ¢ sufficiente usare I'identita

o0

T 4 1
0=f0)=—-—— S ——
1(0) 2 ﬂkz_l(Qk—l)2
La somma della seconda serie discende invece dall’'uguaglianza di Parseval. O
Esercizio 4. Sia f: R — R la funzione 2r—periodica definita in (—7, 7] da f(z) = —1, se

z € (—m0], f(x) =1, se z € (0,7] (onda quadra).
(a) Calcolare i coefficienti di Fourier di f.
(b) Discutere la convergenza puntuale e uniforme della serie di Fourier associata ad f.
(c) Dimostrare che

OO(—l)k_ﬂ' > ™
szﬂ_l’ sz—1 T8

k=0 k:l
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@ (d) [Fenomeno di Gibbs| Detta s, la somma parziale n-esima della serie di Fourier,

dimostrare che

/ dn/m, se x = km, k € Z,
(@) =942 sin@nz) oL
T sinez .

Dedurre che s, ha un punto di massimo relativo (risp. minimo relativo) in 4, :=
7/(2n) (risp. —dy). Posto A, = s$,(d,) — sp(—0y), valutare lim,, A,, in termini

della costante di Wilbraham—Gibbs G definita da
G = 1/ ST e = 2/ ST 1 ~ 1.178980...
0

s X s X

—Tr

Soluzione. (a) La funzione, nell'intervallo [—m, 7|, differisce in tre punti da una funzione
dispari; di conseguenza, i coefficienti a; sono tutti nulli. Calcoliamo i coefficienti by,

ke NT:
0, sek é pari,

b= 2 [ fta) sinke)do = 2 [ sin(ha) do - { S

%m> sek e dispari.

(b) La funzione f & di classe C' a tratti; la sua serie di Fourier converge quindi

puntualmente a
flz) =

dal momento che nei punti di discontinuita x = km, k € Z, si ha
; flkr™) + f(km™)

~ 0, sexr=km ke,
f(z), altrimenti,

fkm) = 5 =0.
Si ha dunque che
2, 4 > sin(2k — 1)z
f(x)_ﬂg%—l ; z e R.

La convergenza non ¢ uniforme (dal momento che f non ¢ continua).

(c) La prima serie pud essere ricavata valutando la serie di Fourier in z = 7/2, mentre

la seconda discende dall’'uguaglianza di Parseval.
(d) Abbiamo che

n

sn(z) = ézw, s (z) = %Zcos(?k— x.
k=1

™ 2k —1
k=1
Poiché sina — sin 8 = 25sin # cos #, sommando per k = 1,...,n le identita

sin 2kz — sin(2k — 2)x = 2sinx cos(2k — 1)z

si ottiene la forma voluta di s, e da questa si deduce subito la presenza di un massimo e

un minimo relativo rispettivamente in §,, ¢ —d,. Poiché s,, ¢ dispari abbiamo che

An:25n(5n):2/ Sln(t)dt:/ sin 2nt dt:/ sins (s/2n)

s sin ¢ 7r s sin(s/2n)
Osserviamo che le funzioni

1, se s =0,
f”(s) = {sins (s/2n)

s n(s/2n) altrimenti,
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sono continue su [0, 7] e convergono puntualmente alla funzione continua

1, se s =0,
f(S) = sins : :
S altrimenti.

Poiché la funzione ¢/sint & positiva e monotona crescente in (0, ), si verifica facilmente

che fn(s) > fnt1(s) per ogni s € [0, 7]; di conseguenza, per il piccolo teorema del Dini la

successione (fy,) converge uniformemente a f in [0, 27]. Possiamo dunque passare al limite
sotto al segno di integrale ottenendo
4

lim A, = lim —

n—-+oo n—-+oo T

/wan(s)ds = i/owf(s)ds: 2G.

Vediamo dunque come il salto della funzione f nell’origine, di ampiezza 2, venga amplificato
del fattore G nell’andamento delle somme parziali della serie di Fourier in un intorno
dell’origine. O

Esercizio 5. Date le funzioni 2r-periodiche definite in (—m, ] come segue, determinarne
lo sviluppo in serie di Fourier e discuterne la convergenza puntuale e uniforme:

(@) f(z)=2%  (b) flz)=uz.

Dimostrare inoltre che

) SLSUAAIIE A o WU s
k2 127 kK2 6 2%k+1 4°

Soluzione. (a) La funzione é continua e regolare a tratti in R, quindi la sua serie di Fourier
converge uniformemente ad f su tutto R. La serie di Fourier é data da

2 > (_1)k
3+4; 12 cos(kzx) .

(b) La funzione é regolare a tratti ma ¢ discontinua nei punti z = (2k + 1)m, k € Z. La
serie di Fourier converge quindi puntualmente, ma non uniformemente, alla funzione
~ 0, sex=2k+ 1)m, k€Z,
fz) = o
f(x), altrimenti.
Somma delle serie numeriche. La somma delle prime due serie numeriche si ottiene
valutando la serie di Fourier (a) rispettivamente in z = 0 e x = w, mentre la terza si
ottiene valutando la serie di Fourier (b) in z = /2. O



