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Dalla Statistica all’Affidabilita
La Fidatezza

FIDATEZZA (Dependability)

> Affidabilita (Reliability)

» Disponibilita (Availability)
> RAMS

» Manutenibilita (Maintainability)

» Sicurezza (Safety)




Dalla Statistica all’Affidabilita
La Fidatezza

RAMS
Acronimo per le grandezze su cui si fonda la teoria
dell’ Affidabilita che attraverso lo studio delle leggi di occorrenza
dei guasti cerca di approfondire la conoscenza dei sistemi
relativa ai problemi di:
1. Sopravvivenza
2. Durata media di vita

3. Percentuale di tempo di buon funzionamento.
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Dalla Statistica all’Affidabilita
La Fidatezza

L’Affidabilita si propone di indagare le caratteristiche di
fildatezza di un sistema di componenti attraverso:

- teorie e metodi matematici e statistici

- metodi organizzativi

- pratiche operative

- tecniche e metodi di analisi

- metodi di analisi numerica e computazionale (algoritmi)

- modellazione e strumenti simulazione
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Ingegneria dei Sistemi

| sistemi
Un sistema e un insieme di elementi o componenti
caratterizzati da particolari condizioni funzionali ed
affidabilistiche, ciascuno dei quali contribuisce a realizzare |l
funzionamento del sistema complessivo con un certo livello
affidabilistico.

Claude Shannon
(Petoskey, 30 aprile 1916 — Medford, 24 febbraio 2001) Herbert Simon

(Reedsburg, 17 luglio 1894 — New Milford, 24 novembre 1978) (Milwaukee, 15 giugno 1916 — Pittsburgh, 9 febbraio 2001)
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Ingegneria dei Sistemi

SCIENCE AND COMPLEXITY
By WARREN WEAVER
Rockefeller Foundation, New York City

CIENCE has led to a multitude of results that affect men’s lives.
Some of these results are embodied in mere conveniences of a
relatively trivial sort. Many of them, based on science and developed
through technology, are essential to the machinery of modern life.
Many other results, especially those associated with the biclogical and
medical sciences, are of unquestioned benefit and comfort. Certain
aspects of science have profoundly influenced men’s ideas and even their
ideals. Still other aspects of science are thoroughly awesome.

How can we get a view of the function that science should have in the
developing future of man? How can we appreciate what science really
is and, equally important, what science is not? It is, of course, possible
1o discuss the pature of science in general philasophical terms. For some
purposes such a discussion is important and necessary, but for the pres-
ent a more direct approach is desirable. Let us, as a very realistic poli-
tician used to say, let us look at the record. Neglecting the older his-
tory of science, we shall go back only three and a half centuries and
take a broad view that tries to see the main features, and omits minor de-
tails, Let us begin with the physical sciences, rather than the biclogical,
for the place of the life sciences in the descriptive scheme will gradually
become evident.

GeMan - Lo

A Mathematical Theory of Communication
By C. E. SHANNON

INTRODUCTION

HE recent development of various methods of modulation such as PCM

and PPM which exchange bandwidth for signal-to-noisc ratio has in-
tensified the interest in a general theory of communication. A basis for
such a theory is contained in the important papers of Nyquist! and Hartley?
on this subject. In the present paper we will extend the theory to include a
number of new factors, in particular the effect of noise in the channel, and
the savings possible due to the statistical structure of the original message
and due to the nature of the final destination of the information.

The fundamental problem of communication is that of reproducing at
one point either exactly or approximately a message selected at another
point. Frequently the messages have meaning; that is they refer to or are
correlated according to some system with certain physical or conceptual
enlities. These semantic aspects of communication arc irrelevant to the
engineering problem. The significant aspect is thal the actual message is
one selecled from a sci of possible messages. The system must be designed
to operate for cach possible selection, not just the one which will actually
be chosen since this is unknown at the time of design.

If the number of messages in the set is finite then this number or any
monotonic function of this number can be regarded as a measure of the in-
formation produced when one message is chosen from the set, all choices
being equally likely. As was painted ont by Hartley the maost natural
choice is the logarithmic function. Although this definition must be gen-
eralized considerably when we consider the influence of the statistics of the
message and when we have a continuous range of messages, we will in all
cases use an essentially logarithmic measure.

The logarithmic measure is more convenient for various reasons:

1. It is practically more useful. Parameters of engineering importance

t Nyquist, H., ““Certain Factors Affecting Telegraph Speed,” Bell System Technical Jour-
nal, April 1924, p. 324; “Certain Topics in Telegraph Transmission Theory,” 4. I. E. E.
Tians., v. 47, April 1938, p. 617.

1 Hartley, R. V. L., "“Transmission of Information," Bel! System Technicol Journal, July
1928, p. 5{5
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Ingegneria dei Sistemi

v | Sistemi e la Complessita

L’evoluzione dell'ngegneria di manutenzione e strettamente
legata allo sviluppo dellingegneria dei sistemi.

Il termine stato di un sistema in un certo istante denota lI'insieme
delle proprieta rilevanti di tutti gli elementi del sistema in tale istante.

La complessita di un sistema cresce, in generale, con la numerosita
degli elementi componenti, con la molteplicita delle relazioni
sussistenti e con la molteplicita degli stati che il sistema puo

assumere.
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Ingegneria dei Sistemi

v | Sistemi e la Complessita

»La complessita ha i caratteri del molteplice, del ricorsivo,

dell’incerto, dell'instabile: essa attiene anche al dominio
dell’informazione.

»La complessita e |la proprieta e grandezza caratteristica di ogni
sistema, cresce allaumentare del numero degli stati possibili, di
modo che la molteplicita (o I'informazione richiesta per individuare

ogni stato) puo essere assunta, in prima istanza, come misura della
complessita del sistema.
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Ingegneria dei Sistemi

v | Sistemi e la Complessita

STRUTTURA GENERALE DI UN SISTEMA ELETTRICO e
T

GeMan — Lorenzo Fedele Pagina 9




Dalla Statistica all’Affidabilita
Ingegneria dei Sistemi

v | Sistemi e la Complessita
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Piccoli mondi

La teoria dei piccoli mondi € una teoria che sostiene che tutte le reti complesse
presenti in natura sono tali che 2 qualunque nodi possono essere collegati da un
percorso costituito da un numero relativamente piccolo di collegamenti.

Matematicamente, la teoria € studiata come branca della teoria dei grafi.

La teoria dei piccoli mondi si deve ad una serie di esperimenti
condotti da Stanley Milgram (psicologo, New York, 1933-1984)
che esaminavano la lunghezza media del percorso per reti
sociali tra residenti negli Stati Uniti (“sei gradi di separazione”).

Nel 1961 Stanley Milgram conduce una serie di controversi

esperimenti all'Universita di Yale.

Gli esperimenti coinvolgevano gente comune, a cui veniva fatto "

; credere di inviare scosse elettriche ad altre persone, al fine di il e
g4 testare il facile condizionamento dell'essere umano nei confronti :

dell'autorita.
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Piccoli mondi

La teoria venne sviluppata nel 1998 nell'articolo apparso sulla rivista Nature,
"Collective dynamics of «smallworld» networks” dei matematici Duncan Watts e
Steven Strogatz:

Reti di lucciole, router, attori, partner sessuali, etc. hanno almeno due
caratteristiche simili: I'alto livello di aggregazione e il basso grado di separazione:
nonostante ogni elemento tenda ad avere relazioni prevalentemente con pochi altri
(alta aggregazione), cid non impedisce di ottenere comunque una sua "vicinanza",
tramite pochi intermediari, con qualsiasi altro elemento
della rete (basso grado di separazione)

Il matematico Paul Erdos si occupé di studiare i grafi casuali, aggiungendo archi a
caso tra nodi nell'insieme dato.

Erdos dimostrdo che basta una piccola percentuale di archi rispetto al totale per
avere un grafo connesso.

|l grado di separazione di tali grafi & straordinariamente piccolo.
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Piccoli mondi

Making Connections

Regular netwaork: Small-world network: Random network:
connections to 4 nearest neighbors a few long-range connections points conectad haphazardly

Source: Watts & Strogatz, “Collective Dynamics of Small-World Networks, ™ Nature, fune 1998,
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Dalla Statistica all’Affidabilita
Piccoli mondi: I'importanza dei legami deboli

Mark Granovetter (Jersey City, 20 ottobre 1943, sociologo statunitense)
ha dimostrato che:
| soggetti inseriti in legami deboli, fatti cioé di conoscenze amicali non
troppo strette, hanno piu possibilita di accesso ad informazioni e quindi di
potenziali posizioni lavorative di proprio interesse,
rispetto a coloro che investono socialmente soltanto nei legami forti, cioé i
familiari, i parenti e gli amici intimi.

E’ da questa teoria che derivano in ltalia i
distretti industriali, gli studi sul capitale
sociale, sull'economia informale etc.

weak ties

A 4 i
A4S e
\‘i\%‘u\ \\‘::._“ t i
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Elementi di Statistica
La Statistica

Analisi affidabilistica di
componenti e sistemi
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Girolamo Cardano

(Pavia, 24 settembre 1501 — Roma, 21 settembre 1576 circa) Fra Luca Bartolomeo de Pacioli 0 anche Paciolo (Borgo

Sansepolcro, 1445 circa — Roma, 19 giugno 1517)

Statistica
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Elementi di Statistica
La Statistica

teorica del fenomeno osservato

|
|
! affermazioni sulla natura
I
|

-
| LEGGE OBIETTIVO |
! PROBABILISTICA fare previsioni |

STRUMENTI GRAFICI | INDICATORI
(diagrammi a barre, i (posizione, variazione,
torte, grafici lineari...) | correlazione...) .

I

DESCRIVONO
le caratteristiche dei dati
per formare il
CONTENUTO STATISTICO

Teoria della

|
|
i PROBABILITA
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Elementi di Statistica
La probabilita

»Una delle grandezze fondamentali su cui si basa la Statistica € la
probabilita, introdotta per la prima volta nel diciassettesimo secolo
con i giochi d'azzardo.

» Questi giochi, dunque, prevedono lo
svolgimento di azioni dall’esito incerto, ma
con un esito di lungo termine prevedibile. §#8

> Nel caso di lancio di una moneta sufficientemente simmetrica e
bilanciata, ci si pud aspettare una sostanziale equivalenza fra le
volte che esce una faccia della moneta e l'altra.

GeMan — Lorenzo Fedele Pagina 17



Elementi di Statistica
La probabilita

» Tale tipo di incertezza e di regolarita su di un arco temporale
sufficientemente lungo, tale da consentire il ripetersi di numerosi
eventi relativi al fenomeno che si sta analizzando, si verifica
spesso nelle scienze sperimentali, rendendo interessante
I'analisi statistica che diviene uno strumento prezioso e,

In molti casi, essenziale.

»La probabilita e stata oggetto di successive definizioni nel
tempo, in seguito allo svilupparsi di nuove teorie e scuole di
pensiero sulla disciplina statistica.
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Elementi di Statistica
La Statistica

Secolo  XVI XV XV .
Liber de ludo alege Sulla scoperta dei dadi Corrispondenza tra Pascal ~ Ars conjectand |
Girolamo Cardano (Galileo Galilel e Fermat concetto di Jakob Bermnoulli
(1526, pub. nel 1663) (1656) probabilita nell'accezione (1713)

Si spiega come mai, frequentista Si dimostrat il teorema df
lanciando tre dadi il 10 sia Bernulli, noto anche come
pitr probabile del 9 legge dei grandi numeri o

nonastante che entrambi i legge empirica del caso. :
risultafi si offtengano da un i
uguale numero di
combinazioni.

Bruno de Finetti e poi Leonard Jimmie Savage i
Secolo XX “Concezione soqqettiva della probabilita come “grado di |
fiducia che una persona ha nel verificarsi dell'evento™ ; JACQUES

MONOD

IL CASQ .
E LA NECESSITA
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Elementi di Statistica
La probabilita classica

definizione classica di probabilita:

se un fenomeno casuale puo dar luogo, nel suo
verificarsi ripetitivo, ad n eventi che si escludono a
vicenda e ugualmente possibili, e se n, di questi
danno luogo al verificarsi dell’evento A, allora la

probabilita che si verifichi A a data dal rapporto n,/n.
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Elementi di Statistica
La probabilita classica

Esempio classico ¢ il lancio di dado (o I'estrazione di una
carta, etc.)

»Se consideriamo un dado con sei facce, gli eventi
associati all'uscita di una faccia qualunque, sono
ugualmente probabili ed esclusivi (se esce una faccia,
infatti, non puo uscirne un’altra).

»Dunque la probabilita che esca una faccia dal lancio del
dado, in base alla definizione fornita, e 1/6.
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Elementi di Statistica
La probabilita frequentista

Un limite della definizione classica si manifesta quando si
incontrano domande del tipo:

qual € la probabilita che un uomo cominci a fumare prima di 50 anni?

Tale quesito € plausibile in statistica, ma non trova una risposta
alla luce della probabilita classica.

Per questo motivo si e sviluppata la teoria
frequentista, che definisce una probabilita di piu
vasta applicabilita.
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Elementi di Statistica
La probabilita frequentista

»Si supponga di considerare I'esperimento del lancio di una moneta
perfettamente bilanciata; come si € visto nella trattazione classica,
la probabilita che esca una faccia o l'altra € circa la stessa, a
priori.

La definizione classica, infatti, fornisce una
valutazione a priori.

»Se a questa considerazione teorica si fa seguire I'esperimento, si
scopre che il numero di volte che esce una faccia della moneta, o
I'altra, & circa 1/2, ma non proprio 1/2.

La definizione frequentista, infatti, fornisce una valutazione
della probabilita sulla base del verificarsi effettivo degli eventi,
cioe della frequenza di accadimento di un determinato evento

su un certo numero di tentativi.
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Elementi di Statistica
La probabilita soggettiva

Le teorie probabilistiche appena viste (classica e frequentista)
hanno un elemento in comune:
entrambe fanno riferimento ad eventi ripetibili
in condizioni simili o abbastanza simili.

Puo accadere, pero, di dovere valutare la probabilita di un evento
non necessariamente ripetibile, o comunque ripetibile in

condizioni non simili (ad esempio, puo accadere di considerare la
probabilita che scoppi una guerra mondiale prima di una certa data).

Questo tipo di probabilita, che non fa riferimento ad eventi ripetibili
in condizioni simili, bensi a fatti non oggettivi o pressoché unici,
viene detta appunto probabilita soggettiva.
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Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

La costruzione della teoria generale della probabilita richiede
I'ausilio di uno strumento matematico importante, la teoria degli
insiemi, a cui si fa riferimento nel seguito.

Si supponga di considerare la collezione di tutti gli oggetti che
riguardano una certa trattazione (ad esempio, parlando di numeri,
si considereranno tutti i numeri), detti nel seguito elementi.

Tale collezione costituisce un insieme, in particolare costituisce

'insieme universale W.
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Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

Si considera successivamente una collezione particolare di oggetti
facenti parte di W, la quale costituisce a sua volta un insieme A che
e un sottoinsieme di W:

Ac W (1)

La 1 indica che l'insieme A & contenuto in W. Diversamente si
potrebbe considerare un altro sottoinsieme B, di A questa volta, e
scrivere:

BcA (2)

che dice che B e contenuto in A e, al limite, puo coincidere con
esso.
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Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

La trattazione degli insiemi puo essere semplificata dal ricorso ai
cosidetti diagrammi di (Eulero-) Venn, che rappresentano
graficamente le diverse situazioni. Ad esempio la 2 € rappresentata
nella successiva Figura 1.

Fig. 1 - Rappresentazione di
Venn di un insieme contenuto
in un altro

g By =
s =
.5 ‘T =

gt (#)

(Basilea, 15 aprile 1707 — San Pietroburgo, 18 settembre 1783) (Kingston upon Hull, 4 agosto 1834 — Cambridge, 4 aprile 1923)

GeMan — Lorenzo Fedele Pagina 27




Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

L'insieme privo di elementi e detto insieme vuoto e si indica con il
simbolo ¢.

Sugli insiemi, inoltre, & possibile definire alcune operazioni,
'unione, I'intersezione e la differenza.

L'unione di un insieme A ed uno B si indica con la seguente
simbologia:

AuB (3)
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Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

L’'unione di 2 insiemi da luogo ad un altro insieme C, che ¢ la
collezione di tutti gli elementi che appartengono ad A o a B (Figura 2
0 3 nel caso di insiemi disgiunti).

C

/

e N

Fig. 2 - Operazione di unione fra

due insiemi Fig. 3 - Operazione di unione fra due insiemi
disgiunti
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Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

L’'intersezione di due insiemi A e B rappresenta, invece, l'insieme C
degli elementi che appartengono ad A e B allo stesso tempo (Figura 4):

AnB (4)

Fig. 4 - Operazione di intersezione fra due insiemi

E’ evidente che l'intersezione di due insiemi disgiunti e pari all'insieme vuoto ¢.
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Elementi di Statistica
Teoria generale della probabilita

L’operazione di differenza (5) di due insiemi A e B rappresenta l'insieme
| cui elementi sono la differenza fra gli elementi dei due insiemi di
partenza, cioe I'insieme degli elementi di A che non sono presenti in B:

A - B (5)

Uninsieme A , infine, € complementare di un altro insieme A se &
costituito da tutti gli elementi che appartengono all'insieme universale
W ma non ad A.
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Gli accenni fatti alla teoria insiemistica e, soprattutto, I'introduzione
delle rappresentazioni grafiche dovute a Venn, aiutano alla
costruzione della teoria probabilistica che segue, di tipo
assiomatico e generale.

Si definisce lo spazio campionario (0 campione) come la
collezione o la totalita di tutti i possibili risultati di un esperimento,
ove la parola campionario sta ad indicare il fatto che il risultato di
un esperimento € un campione di tutti i risultati possibili.

cn mn U

Insieme Universo (U) nella
teoria degli insiemi
(rappresentato con un
rettangolo) & lo Spazio

Campione per la statistica

0 70

iSpazm campione del lancio di 2 monetei
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Un sottoinsieme dello spazio campionario appena visto costituisce un
evento, e la famiglia di tutti gli eventi associati ad uno specifico
esperimento (fra tutti quelli possibili nell’lUniverso) rappresenta lo
spazio degli eventi o insieme completo degli eventi.

La probabilita, secondo il punto di vista assiomatico, € dunque una
funzione fra insiemi che gode di alcune proprieta particolari.

Assegnato lo spazio campionario Q e lo spazio degli eventi A
associato ad un certo esperimento, la probabilita di un generico
evento E, sottoinsieme di A, € un numero p tale che:
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

. p(E) 2 0;

. p(E) <1;

P(E) = 1 se I'evento € certo;
. dati due eventiAe B e:

p(A U B) + p(AnB)=p(A)+pB) (6)
5. dati due eventi A e B:
P(A N B) =p(A/B)p(B) = p (B/A)p(A) (7)
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Elementi di Statistica

Teoria generale o assiomatica della probabilita
Gli assiomi 4 e 5, in quanto tali, non sono dimostrabili ma possono essere

visualizzati alla luce della teoria insiemistica. L'assioma 5, inoltre,
introduce la probabilita condizionale p(A/B), cioe la probabilita che si
verifichi un evento A sapendo che I'evento B si € verificato.

entrata

)

i3]

La probabilita di arrivare al tesoro (T) passando
prima per il bivio 5 vale:

P(T |Ey NEyN E3N Ey N Ex)

P(1)- P(Ey | Ey) - P(E3| Ey N Ey) «--
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Dall’assioma 4 discende il teorema delle probabilita totali:
se due eventi A e B sono incompatibili (cioé mutuamente
esclusivi, p(A N B) = 0) allora la probabilita del verificarsi

dell'uno dell’altro e la somma delle

probabilita di ciascuno dei due eventi

P(Aw B)=p(A) +p(B) (8)
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Dall'assioma 5, invece, discende il teorema delle
probabilita composte:
se due eventi A e B sono indipendenti, allora la probabilita
che si verifichino contemporaneamente e pari al prodotto

delle probabilita associate ai singoli eventi

p(A " B)=p(A) p(B) (9)
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Assegnato uno spazio degli eventi, se tutti gli eventi che si
pOSsono verificare sono mutuamente esclusivi, in base

alla 8 (teorema della probabilita totali), si ha:

2p(E) =p(Ey) + p(Ep) + ... =p(E, UE,u...) =1 (10)
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

La legge dei grandi numeri, o legge empirica del caso,
(teorema di Bernoulli) afferma che la frequenza di un evento
associato ad una serie di prove effettuate su un sistema ¢é pari alla
sua probabilita se il numero delle prove € molto grande:

» - n
llmf=11mN=p (11)

N—o= N—

ove N ¢ il numero di esperimenti effettuato e n il numero di
volte che si e verificato I'evento prestabilito.
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

La trattazione delle probabilita condizionali induce ad introdurre |l
teorema di Bayes (da qualcuno chiamato teorema della probabilita
delle cause).
Esso € impiegato per calcolare la probabilita di una causa che
ha prodotto I'evento verificato:

assegnati due eventi R e S, vale 'assioma 7

da cui discende l'espressione:
P(RNS) _ p(S/R)-p(R) _
P(RIS)= b5y~ ps)

. P(S/R)- p(R)_ _ (1 2) T Y
o p(S/R) . p(R) —+ p(S/R) . p(R) Thomas Bayes

(Londra, 1702 — Royal Tunbridge Wells, 17 aprile 1761)
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Supponendo che R significhi possedere certi assegnati requisiti
qualitativi e S avere superato una certa prova,

P(R/S) rappresenta la probabilita che un materiale
che ha superato una certa prova
possieda effettivamente i requisiti richiesti.

Tale teorema trova una importante applicazione nel caso della accettazione di
risorse produttive (materie prime) in una Azienda, o - per esempio - si pud
calcolare la probabilita che una certa persona soffra della malattia per cui ha
eseguito il test diagnostico (nel caso in cui questo sia risultato negativo) o
viceversa non sia affetta da tale malattia (nel caso in cui il test sia risultato
positivo).

GeMan — Lorenzo Fedele Pagina 41



Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Un certo test sanitario per valutare la presenza (esito positivo) o
w"%;os assenza (esito negativo) della malattia X ha attendibilita del 95%:

- in caso di presenza c'e il 95% di probabilita che I'esito sia positivo
@ @100% - in caso di assenza il 95% di probabilita che sia negativo.
/‘ {(pos.)

mal. Si sa da statistiche che I'1% della popolazione & affetta dalla malattia

mal. AND pos.
X.

o o . Se per una persona il test da esito positivo, qual é la probabilita
probabilita condizionata di essere malato  che essa sia realmente malata?

sotto la condizione di essere positivo

p("essere malato" | "risultare positivo") =
= p("essere malato" et "risultare positivo") / p("risultare positivo") =
=95% /5,90% = 16%

1%-98%
malatoe
positivo  1%-95% +99%8% =590 %
positivo
7 99%- 6%

malato positivo
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

La probabilita di estrarre I'asso di picche da un mazzo di 52 carte é:
p(Asso picche) =1/52

La probabilita di estrarre un carta di un seme nero (fiori o picche) e:
p(carta nera) =1/2

La probabilita di aver estratto I'asso di picche, sapendo che la carta
estratta € nera, é:
p(Asso picche | carta nera) =1/26

La probabilita di aver estratto lo stesso asso, sapendo che la carta estratta é
rossa, e:
p(Asso picche | carta rossa) = 0

La probabilita di aver estratto una carta nera, sapendo che € stato estratto I'asso di
picche, é:
p(carta nera | Asso picche) = 1.
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Elementi di Statistica
Teoria generale o assiomatica della probabilita

Si consideri una scuola che ha il 60% di studenti maschi e il 40% di studentesse femmine.
Le studentesse indossano in egual numero gonne o pantaloni; gli studenti indossano tutti quanti i pantaloni.
Un osservatore, da lontano, nota un generico studente coi pantaloni: qual é la probabilita che quello studente sia una femmina?

Il problema pud essere risolto con il teorema di Bayes, ponendo I'evento A che lo studente osservato sia femmina, e I'evento B che
lo studente osservato indossi i pantaloni. Per calcolare P(A|B), dovremo sapere:

- P(A), ovvero la probabilita che lo studente sia femmina senza nessun'altra informazione. Dato che I'osservatore vede uno studente a
caso, cio significa che tutti gli studenti hanno la stessa probabilita di essere osservati. Essendo le studentesse il 40% del totale, la
probabilita risultera 2/5.

- P(A"), ovvero la probabilita che lo studente sia maschio senza nessun'altra informazione. Essendo A' I'evento complementare di A,
risulta 3/5.

- P(BJA), ovvero la probabilita che uno studente femmina indossi i pantaloni (ossia la probabilita che, verificato I'evento che lo studente
sia femmina, si verifichi I'evento che indossi i pantaloni). Poiché indossano gonne e pantaloni in egual numero, la probabilita sara di 1/2.
- P(BJA"), ovvero la probabilita che uno studente indossi i pantaloni, noto che lo studente & maschio. Tutti gli studenti maschi indossano i
pantaloni, quindi vale 1.

- P(B), ovvero la probabilita che uno studente qualsiasi (maschio o femmina) indossi i pantaloni. Poiché il numero di coloro che indossa i
pantaloni & di 80 (60 maschi + 20 femmine) su 100 studenti fra maschi e femmine, la probabilita P(B) & di 80/100 = 4/5.

Cio detto, possiamo applicare il teorema:
P(B|A)P(4)
P(B)

b | =
]
|

P(A|B) =

e | =

k]| X

C'é pertanto una probabilita pari a 1/4 che lo studente sia femmina, cioé il 25%.
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

In genere, si € interessati ad una distribuzione di probabilita
piuttosto che ad un singolo valore di questa grandezza, cioe ad una
distribuzione dei valori della probabilita associati ad un insieme
completo di eventi.

Tutte le probabilita espresse nella distribuzione di valori devono
essere comprese fra 0 ed 1 e devono essere tali che la loro
somma sia pari ad 1 (proprieta di chiusura)

2p(E)=p(E;) +p(Ey) +...=1  (13)
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

In particolare, supponendo di considerare un insieme di numeri X
posto in corrispondenza biunivoca con un insieme completo di
eventi, & possibile valutare la probabilita associata al manifestarsi di

uno di questi numeri.

Il generico x appartenente a tale insieme numerico viene detto

variabile aleatoria e puo assumere valori discreti oppure continui.
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

Per comprendere il significato di una variabile aleatoria, si consideri
Il seguente caso particolare:

— un disco puo ruotare intorno al suo centro ed ha un raggio tracciato in modo da
essere facilmente visibile;

— assegnata un’ascissa angolare (cioe un riferimento fisso rispetto alla rotazione
del disco), la variabile aleatoria (in questo caso continua) € I'angolo che
durante la rotazione forma il raggio visibile rispetto al riferimento fisso; ci si
chiede quale sia I'angolo alla fine della generica rotazione imposta;

— evidentemente, se la rotazione € imposta casualmente, anche I'angolo formato
dal raggio predeterminato con il riferimento fisso avra, alla fine della rotazione,
un valore casuale; poiché tale angolo pud assumere con continuita valori
differenti, si ha a che fare con una variabile aleatoria continua.
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

Assegnata una variabile aleatoria, si puo considerare:
INDICI STATISTICI
- una sua generica distribuzione HhaiGE gl Hosiglone)

MODA o NORMA & la modalita (o la classe di modalita) caratterizzata dalla massima
frequenza e viene spesso rappresentata con la simbelogia v, If valore che compare
piti frequentemente

MEDIANA, in statistica descrittiva, & il

e valore/modalita (o linsieme di valori/fmodalita)
assunto dalle unita statistiche che si trovano nel
mezzo della distribuzione.

La MEDIA é un insieme di indicatori di posizione ,
" N (anche se spesso con media si infende la media antmetica).
- | e q ra n d ezze Ca ratte rl Stl Ch e " Le principali medie sono; media aritmetica, media
et - geometrica, media armonica @ media di potenza.
Le medie possono essere classificate come
semplici o ponderate.

- il valore atteso, o speranza matematica o valore medio,

- la varianza o scarto quadratico medio, € la sua radice

guadrata, la deviazione standard.
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

Il valore atteso X rappresenta il valore baricentrico della

distribuzione, dunque il valore di x piu probabile.

Indicando con D(x) la densita di probabilita (D(x) = % ), cioe la

probabilita infinitesima associata ad una variazione infinitesima di x,

risulta: +o0
jx -D(x)dx

= = — jxoD(x)dx (14)
jD(x)dx —
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

La varianza ¢ ? una grandezza indicativa dello scostamento dei valori
della distribuzione dal valore piu probabile, cioe il valore atteso.

Essa, in sostanza, fornisce una valutazione della “apertura” del
diagramma della funzione di distribuzione e la sua espressione € la
seguente:

c2= j(x_;)z - D(x)dx (15)

Dalla quale discende la deviazione standard c :

G = )T(X _§)2 .D(x)dx (16)

—00
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

fix)

D(x)

2o

X |

Fig. 5 - Esempio di distribuzione probabilistica
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

Assegnata una certa distribuzione probabilistica € possibile risalire alla
cosidetta funzione di ripartizione F(x), che rappresenta la probabilita

che I'evento si verifichi dall’origine prescelta, in genere - «, ed x:

Fo= [D(x)dx  (17)

PL] 7]
0.4 1

0.3 0.4

0.

0.2
0.4
a1 0.2
D 1 1 1

D 1 1 1
-4 -2 0 2 4 -4 2 0 2 4

$lz) Tiz)
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Elementi di Statistica
Distribuzioni di probabilita

Principali distribuzioni statistiche discrete:
- Distribuzione binomiale o di Bernoulli
- Distribuzione di Poisson

Principali distribuzioni statistiche continue:
- Distribuzione normale o di Gauss
- Distribuzione lognormale

- Distribuzione del %2

- Distribuzione di t di Student

- Distribuzione F di Fisher-Snedecor

- Distribuzione esponenziale o di Laplace
- Distribuzione di Weibull
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Bernoulli

La distribuzione di Bernoulli o binomiale € una distribuzione

discreta, su due soli valori: 0 e 1, detti anche fallimento e successo,

JACOBI BERNOULLI,
Profl Bl & uiubgoe Soc. Reg, Socotiar

Sodal.

espressa dalla seguente espressione:

ptk)=|, |p-q" (18)

(Basilea, 27 dicembre 1654 — Basilea, 16 agosto 1705

Descrive il numero di successi in un processo di Bernoulli, ovvero la
variabile aleatoria S, = X, + X, + ...X, che somma n variabili aleatorie
iIndipendenti di uguale distribuzione di Bernoulli.

Esempi sono i risultati di una serie di lanci di una stessa moneta o di una
serie di estrazioni da un'urna (con reintroduzione), ognuna delle quali
puo fornire due soli risultati: il successo con probabilita p e il fallimento
con probabilita g =1 - p.
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Elementi di Statistica ;5555

Distribuzione di Bernoulli

o 002 —|

NUMBER OF HEADS

Si considerino due eventi E, ed E,, e sia p la probabilita costante di E, e q la
probabilita costante di E,, con p + g = 1, per la proprieta di chiusura.

Eseguendo n prove indipendenti, sia k il numero di volte che si verifica I'evento
E,; k € una variabile aleatoria discreta che puo assumere i valori 0, 1,2 ...n.

k n-k
La probabilita che in n prove si presenti una certa sequenza e P-q -
Il numero di sequenze in cui E; compare k volte & dato dal
n n! S
coefficiente binomiale BT (fornisce il numero delle = crocecrocecroc:  cec
] ] ] o k k(n - k) ] TESTA CROCE CROCE Tec
combinazioni semplici di n elementi di classe k). R R
hemaocmsm 1o
Allora, essendo le n prove indipendenti, in base al teorema delle | cocemsmeroce cre
s : : | mstaTESTAcROGE | TTC
probabilita composte risulta valida la 18. o

CROCE CROCE TESTA
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Bernoulli

|l valore atteso é: ot
kK=n-p (19
e la varianza . i
2 — n » . 20 =
G P-g (20) .
S ~ p=05 mdN=20
con: Y - p05 mdNiio
- n, il numero di prove effettuate ° 10 2 30 2

- p, la probabilita di successo della singola
prova di Bernoulli X
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Bernoulli

Esempio 1:

Si estrae per 5 volte una carta da un
mazzo da 52, rimettendo ogni volta la
carta estratta dal mazzo.

Determinare la funzione di probabilita
della variabile aleatoria k = numero di
volte in cui € uscita una carta di fiori.

Calcolare, inoltre la probabilita che:

a) esca due volte una carta di fiori;
b) non esca mai una carta di fiori.
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Bernoulli

Esempio 2:

Una macchina produce pezzi con un
tasso di difettosita del 10% (p =0,1) in
un lotto di n = 20 pezzi.

Studiare la variabile casuale k = numero
dei pezzi difettosi.

Calcolare il numero medio di pezzi
difettosi, lo scarto quadratico medio.
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Bernoulli

Esempio 3:

In un'azienda vi sonon =15
macchine in funzione.

La probabilita che una macchina si
guasti (k) durante

la giornata € p = 0,3.

Se le macchine funzionano
indipendentemente e non possono
essere aggiustate in giornata,
determinare:

a) il numero piu probabile di
macchine in funzione a fine giornata
(n —k);

b) lo scarto quadratico medio delle
macchine in funzione a fine giornata.
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Poisson

La distribuzione di Poisson & anch’essa una distribuzione discreta.

Essa esprime la probabilita del numero di eventi che si verificano
successivamente ed indipendentemente in un dato intervallo di tempo,
sapendo che mediamente se ne verifica un certo numero m.

Ad esempio, si utilizza una distribuzione di Poisson per misurare |l
numero di chiamate ricevute in un call-center in un determinato arco
temporale, come una mattinata lavorativa. Questa distribuzione, che
ha a che vedere con eventi remoti, € anche nota come legge degli
eventi rari.

Siméon-Denis Poisson
(Pithiviers, 21 giugno 1781 — Parigi, 25 aprile 1840)
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Poisson

Assegnata una variabile aleatoria discreta k, noto o fissato m, risulta

essere: 049 .
0.35f | :
kK _—m 0.30 ¢ A=4
p(k) — m e (21) -0.25 © A=10
k! %020l | pe
“o01sf o .
— o.10f /| Pl
k =62=m (22) oos| f & a, .
) o . O
GO 10 15 20
k
I'OW’WW
Tale funzione di distribuzione si osf o °
manifesta soprattutto in presenza di 206 . .
eventi rari, percio & anche detta Toaf, ¢ T
distribuzione degli eventi rari. o e T
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Poisson

Esempio 1:

In una industria manifatturiera esiste una probabilita dello 0,4% che un pezzo
fabbricato risulti difettoso (k).

Si calcoli la probabilita che in una partita di n = 1.000 pezzi fabbricati:

1) nessun pezzo sia difettoso

2) ci sia un solo pezzo difettoso

3) ci sia piu di un pezzo difettoso

4) ci siano esattamente 4 pezzi difettosi

5) ci siano meno di 6 pezzi difettosi

Si calcoli infine il numero medio e la deviazione standard del numero di pezzo difettosi
per ogni campione di 1000 pezzi e si faccia un grafico della probabilita di trovare n
pezzi difettosi sino a n=10.

probabilita

0,25 -
probabilita

0,2
0L15+— = I I |

0(0)= 4-e =0,0183... |ibo i
O!

T —T T T T
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n° pezzi difettosi
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

La distribuzione di Gauss, o normale, € fra le piu comuni.

E’ una distribuzione di probabilita continua, spesso usata per
descrivere variabili aleatorie a valori reali che tendono a concentrarsi
attorno a un singolo valore medio.

E’ considerata il caso base delle distribuzioni di probabilita continue a
causa del suo ruolo nel teorema del limite centrale:

la somma di n variabili casuali con media e varianza finite tende a
una distribuzione normale al tendere di n all'infinito

Johann Carl Friedrich Gauss
(Braunschweig, 30 aprile 1777 — Gottinga, 23 febbraio 1855)
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

Si dice che una assegnata variabile aleatoria continua, essa segue la
legge di Gauss se risulta:

Looe
[3S I OS I S I S )
mwmuwn -
o=
o

TEETE
o nn
aqqaa

Il valore medio risulta essere:

X =m (24)
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

La curva a cui ci si pud sempre ricondurre (con un'opportuna
trasformazione) € la curva della distribuzione normale standardizzata:

| fiz)
0.4 1

- 7

-3 -2 -1 +1 +2 +3
La curva che la rappresenta volge la sua concavita verso il basso
nell'intervallo (-1, 1) i punti di ascissa z==%1 sono dei flessi:

- 11 68,26% dei valori € compreso fra -1 e +1;

- 11 95,44% dei valori € compreso fra -2 e +2;

- 11 99,73% dei valori € compreso fra -3 e +3.
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

La curva che la rappresenta volge la sua concavita verso il basso
nell'intervallo (-1, 1) i punti di ascissa z=%1 sono dei flessi:

- 11 68,26% dei valori & compreso fra -1 e +1;

- 11 95,44% dei valori & compreso fra -2 e +2;

- 11 99,73% dei valori & compreso fra -3 e +3.

Lenves Ulpper

Speciicabion Speciicabon . .

Limi {LsL) Linnit {LISL) C UUSL - LSL
i i —

Fd

65

Propess &

o deve | P{defect)

1a 0.33 0.317 317,000

E;Fu’,' e, Nloyg ;‘\I e, Fle 3;&.'%' 2':'_ DIE‘? DIMSS 4515ED
X I". 3o 1.00 0.0027 2,700
Process8 | [ ]\ 4o 133 0.0001 63
(wath st devag) | H
; j \ ; 5¢ 1.67  0.0000006 06 gy <
L I 6 200 2x10° 0,00 N
Tiay = Frbag
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

La curva che la rappresenta volge la sua concavita verso il basso nell'intervallo (-1, 1) i punti di ascissa z==%1 sono dei flessi:
- 11 68,26% dei valori & compreso fra -1 e +1;
- 11 95,44% dei valori &€ compreso fra -2 e +2;
- 1199,73% dei valori & compreso fra -3 e +3.

E’ un programma di gestione della qualita basato sul controllo dello scarto quadratico medio che ha lo scopo di portare la
qualita di un prodotto o di un servizio ad un determinato livello, introdotto per la prima volta dalla Motorola nella seconda meta
degli anni '80 da Bob Galvin e Bill Smith. Si diffuse ad altre importanti compagnie, come General Electric, Toyota, Honeywell e
Microsoft.

L'obiettivo del metodo & di raggiungere un tale controllo del processo da avere soltanto 3.4 parti difettose per milione:

l'obiettivo da raggiungere é quello di

avere 6 deviazioni standard tra il limite superiore di specifica ed il centro della produzione
ed altrettanto tra questo ed il limite inferiore.

In altre parole, la produzione deve avere una deviazione standard non superiore ad
un dodicesimo della larghezza delle specifiche.

Leives Upper
Specification Speciicabon

Limif {LSL) J..m.qe:rsu . USEL— LSL
| C » — -
6
Process A = =
{with 5t dev =) |?J1EL__ ect} D
_ 1o 033 0317 317,000
T oex Fiey ?\ T | o 067  0.0455 45,500
I,l' \'. 3a 1.00 0.0027 2,700
. [\ 4c 133 0.0001 63
(withi st dev og) i
j \ Sa 1.67 0.0000006 06
_ L~ 6 200  2x10° 0,00
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

Esempio di approccio six sigma:

Un impiegato esce di casa tutti i giorni alle 8.00 e deve entrare al lavoro alle 8.30.

Per raggiungere I'ufficio in auto ha due possibilita: attraversare la citta, o seguire un percorso di campagna, piu lungo ma meno
trafficato.

Per decidere quale sia il percorso piu conveniente, misura il tempo di percorrenza piu volte su entrambi i percorsi e trova che
attraversando la citta impiega mediamente 25 minuti, mentre per il percorso in campagna occorrono in media 28 minuti. Quale
percorso gli conviene seguire?

Vecchia risposta: 'uomo dovrebbe scegliere il percorso cittadino, che in media € piu veloce.

Risposta Sei Sigma: la media non & un indicatore significativo per questo studio.

Infatti I'impiegato & penalizzato quando arriva in ritardo, ma non ha alcun beneficio quando arriva in anticipo.

L’'uomo definirebbe come difettosi i percorsi che richiedono piu di 30 minuti di viaggio. Quindi si deve analizzare I'intera distribuzione dei dati nei due casi.
Come si vede, il percorso cittadino presenta una forte variabilita dei dati, perché &€ molto influenzato (oltre che poco prevedibilmente) dal traffico; il
percorso di campagna invece richiede un tempo praticamente costante. Visto I'alto numero di difetti nel caso del percorso cittadino, & evidente che quello
di campagna & decisamente preferibile dal punto di vista dell’impiegato. La risposta fondata sul semplice paragone delle medie viene quindi ribaltata.

Lower Ulpper
Specilication Speciicaton
Limit {LSL) Liit (USL)

~ USL-LSL

Process A

with st disv a,) DRI
( | 317,000
T e, T, ;\ AR S -2 067  0.0455 45,500
[\ 30 1.00  0.0027 2,700
roccss | [ i ds 133 0.0001 63
[ — \ H
j \ g 56 1.67  0.0000006 0,6
- | — 6o 200  2x10° 0,00
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Gauss

A) Al valore della variabile casuale x=16 anni corrisponde:

P= = = —=1,5 Conn p(Z=1s5]=Dx4332

f(z)

Esempio 1:

La vita media delle lavastoviglie

prodotte da un'azienda € di 10

anni (u=10) con scarto quadratico . ' .
medio s=4 anni. 3 2 o2 9

0,4332

l'area di nostro interesse vale p(x 216)=p(z =1,5)= 0,5- (,4332 = (,0668
Calcolare in un lotto di 500

su 500 lavastoviglie, dopo 16 anni, saranno ancora in funzione 500-0,0668= 33

lavastoviglie, quante: lavastoviglie.
a) Saranno in Vlta d0p0 16 anni; B)L(_ﬁ macchine che avranno durata compresa fra 8 & 12 anni. possono essere ottenute
b) avranno durata compresa fra 8 considerando che:
e 12 anni. g=at 87102 g
o 4 4
L _EamH_12-10_2 .
2= p = 4 = 4_ !

sapendo che p(0,5)=0,195avremo
p(8=x212)=p(-0,522 =< 0,5)=2- 0,195 = 0,39

0,39-500= 191 lavastoviglie che avranno un tempo di funzionamento compreso fra 8 e 12
anni.
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Elementi di Statistica
Distribuzione lognormale

La distribuzione lognormale € una distribuzione di probabilita di una

variabile Y il cui logaritmo naturale X = log(Y) segue una distribuzione
normale.

E’ spesso usata per descrivere la vita a fatica di componenti meccanici e
in matematica finanziaria.

20 T ™
\
\
4 |
2 —o=10 ]
1 x—u o L5 | ; .
flx)= eXp —— ks con -0 <X <+w I ‘ — o=32
vaZTr 2\ o, /l ‘ o=|
| \ o=12
. . o . /| \ —o=1/4
se si pone y=log(y). si ottiene la distribuzione log-normale di oH \

o=l/8 1

1 1({log()— sz, \ ,
v)= exp ——| —=~ L % con 0<y<+w
)= { 2[ - J
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Elementi di Statistica
Distribuzione chi quadro

La distribuzione y2 € una distribuzione di probabilita che descrive la
somma dei quadrati di alcune (k) variabili aleatorie indipendenti aventi
distribuzione normale (k € detto grado di liberta).

SO

In statistica viene particolarmente utilizzata per 'omonimo test di verifica
d'ipotesi (test x?).

t\D
- I‘\J

2
T

Ernst Karl Abbe
Eisenach, 23 gennaio 1840 — Jena, 14 gennaio 1905
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Elementi di Statistica

Distribuzione chi quadro
Il test di verifica d'ipotesi si utilizza per verificare la bonta di un'ipotesi, ovvero

un'affermazione che ha come oggetto fenomeni reali, che si presta ad essere
confermata o smentita dai dati osservati sperimentalmente (metodo sperimentale):
- metodo deterministico, ad esempio attraverso 'uso di strumenti, etc.;
- metodo statistico

- parametrico (media, varianza, etc.)

- non parametrico.

Il

Esempio
Un dado viene lanciato 2000 volte con i seguenti risultati (distribuzione uniforme con p = 2000/6 = 333,33):
1: 388 volte

2: 322 volte Si puo affermare che esso non é equilibrato?

3: 314 volte . o \ , _

4 316 volte Effettivamente il risultato 1 & apparso un numero di volte sensibilmente
5: 344 volte superiore agli altri.

6: 316 volte o _ (388-333,333)% (322-333,333)2 (314 -333,333)* (316—333,33)% (344-333,333)> (316—333,333)

= 12,616

333.333 | 333.333 | 333.333 333333 | 333.333 | 333.333
possiede 5 gradi di liberta = (k — 1).

Se fissiamo I'errore tollerato al 5% dalle tavole della distribuzione chi quadrato con 5 gradi di liberta dobbiamo
rifiutare l'ipotesi nulla con valori della statistica test superiori a 11,07.

La nostra statistica test &€ uguale a 12,616 pertanto dobbiamo respingere l'ipotesi che il dado sia equilibrato.
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Elementi di Statistica
Distribuzione t di Student

La distribuzione t di Student € una distribuzione di probabilita continua che
governa il rapporto tra due variabili aleatorie, la prima con distribuzione normale e
la seconda il cui quadrato ha distribuzione chi quadrato.

Viene utilizzata negli omonimi test t di Student.

0.40
0.35}
0.30}
0.25}

William Sealy Gosset
(Canterbury, 13 giugno 1876 — Beaconsfield, 16 ottobre 1937)
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Elementi di Statistica
Distribuzione Fisher-Snedecor

La distribuzione di Fisher-Snedecor € una distribuzione di probabilita continua
che regola il rapporto tra due variabili aleatorie che seguono due distribuzioni 2.

Viene utilizzata negli omonimi test F di Fischer o Z di Snedecor.

2.0

o
w0 _| g -
o — d1=1, d2=1 ©
o — d1=2, d2=1 S
i — d1=5, d2=2 <
| — di=1, d2=1
d1=100, d2=1 S = 3172' 1
wn -5 »
2 - d1=100, d2=100 g - — d1=5, d2=2
\§ d1=100, d2=1
- — g d1=100, d2=100
& T 1 I 1 I I
| I | I | I
0 1 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 Ronald Aylmer Fisher

(Londra, 17 febbraio 1890 — Adelaide, 29 luglio 1962)
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Laplace (esponenziale)

La distribuzione esponenziale (o di Laplace) & una distribuzione di
probabilita continua che descrive la "durata di vita" di un
fenomeno/sistema che non invecchia (ovvero e priva di memoria).

WAITRES BE L4 PENSER SEIRNTIFIGER
" ablal por b st s Mnarien BOLOVISE

Pierre-Simon Laplace, marchese di Laplace

ER8A OSOPHIQUE
(Beaumont-en-Auge, 23 marzo 1749 — Parigi, 5 marzo 1827) | HiL Hi
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Elementi di Statistica

Distribuzione di Laplace (esponenziale)

Un esempio € la durata di vita di una particella radioattiva prima di decadere, oppure la
durata di una richiesta di servizio (arrivo di un cliente in una coda, I'arrivo di una

telefonata).
Dunque essa ¢ in relazione al tempo di attesa del primo successo, in fenomeni aleatori

con distribuzione geometrica.
Si concretizza quando la variabile aleatoria continua x € caratterizzata dalla seguente

densita di probg&)xilité:
Dix)=A@ con A >0 (25)

ed il valore atteso e la varianza sono date dalle seguenti espressioni:

— 1 SHESS I
—— (26) ol
A *|
G :—2 (2 7 ) u.(l) (:/, 15
A -‘ﬁak 4 s
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Laplace (esponenziale)

Variazione della forma di pdf al variare di 4

0.04 r
0.035 —i=0.01]
o3 —3.20.02 Variazione della forma della cdf al variare di 4
0.025 _l =Dﬂ4 I I I I I I
I
S N e f- A=
N W it R $---- R S o S T
s et R T ]
0.005 [ e ey pp—— I
=il = ]
——— | | | .
% slu 100 ________:____:____:_'—l=ﬂ.ﬂl
___JI____:____:___.TL=ELD2
[ [ 1 |—A=0.04
_ 350 450 Eéﬂ 500 700
f=1-e" — f(0)= 4 t
Variaz'loniud;ella forlma dellla funzlione talsso dilguastc;I h(t) al variare di A , \ [Dtei 171 = 1/0,01 = 100
[ [ [ ! [ [ F| —1=0632 -t=1/A=1/0,02 =50
R R R R 7 = 1= 110,04 - 25
h(tjﬂ-m————*lr———T--—ﬂl——--:————:—-—} =0.02
| | | 1 I |—h=0.04
[ e s s Rt e e et
| | | 1 | |
| | | 1 | |
T R ey s
SHRES S S S | 1/A = durata media
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Elementi di Statistica

Distribuzione di Laplace (esponenziale)
Esempio 1:

La vita di una tipologia di lampadina e descritta da una esponenziale negativa
con parametro 4 = 9.5-10* hl. Sichiede di calcolare: fO=A-e™

F(t)=1-e™
La probabilita di rottura tra 0 e 500 ore . "'//

1.

2. La probabailita di rottura tra 500 e 1000 ore _

3. La prnbab?ll:tﬁ d1 rottura tra 1000 e 1500 ore o 3.500E.04 o

4. La prﬂbﬁ]?ﬂl,ta dl rﬂm tra 1500 e 2000 ore 500 5.903E-04 0.378115 0.378115 : 378%
5. L'affidabilita condizionata tra 1000 e 1500 ore ,
6. La probabilita che una lampadina duri meno di 800 ore 1000 | 3.672e-04 | 0.613233 | 0.235144 = 23.5%
7. La probabilita che una lampadina viva per pi di 1600 ore 1500 | 2.285E-04 | 0753492 | 0446233 > 14.6%
8. Il percentile 10% e 90% 2000 1.421E-04 0.850431 | 0.09094 > 09.1%

5. L’affidabilita condizionata tra 1000 e 1500 ore

> —F(15
R(1000:500) = 1300 _ 1= F(1500

R(1000) 1-F(1000)
6. La probabilita che una lampadina durit meno di 800 ore

F(800)=1-e* =1-¢"" =532%

=062.2%

7. La probabilita che una lampadina viva per pin di 1600 ore
F(1600)=1—e " =1—¢™* =78.1%

|

R(1600)=1-0.781=21.9%
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Elementi di Statistica

Distribuzione di Laplace (esponenziale)

Percentile: il valore h che divide un assegnato insieme di n dati, cioé di n valori, supposti
ordinati in senso non decrescente, in modo che il numero dei valori inferiori a h costituisca una
data percentuale di n.

Per esempio, il primo, il secondo ecc., percentile & il valore h,, h,, ... tale che I'1%, il 2%, ... dei
dati sia inferiore ad hy, h,, ...

Il venticinquesimo, il cinquantesimo, il settantacinquesimo percentile si dicono rispettivamente
primo, secondo e terzo quartile.

Il confronto tra i vari percentili fornisce un criterio per misurare la forma della distribuzione

considerata. 8. Il percentile 10% e 90%
F()=p=1-e*
—)JP =In(l1- p) o
7\ \ Per cu1 s1 ha:
S S PR S —> |
0 00 150 200 250 300 350 40 450 500 550 f — _hl{l_p) [ i =_h1{1_D'1) =111h
» ) T 0.00095
_ Ind-09) _
Yo% toos, e == 00005~ 24
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Laplace (esponenziale)

Esempio 2:
Sia X la durata in anni della batteria di un cellulare.

Si supponga che X segua una distribuzione esponenziale con durata media 4 anni.

a) Determinare la probabilita che una batteria di durata 2 anni duri,
complessivamente, piu di 4 anni.

b) Quando una batteria si guasta, viene sostituita da una nuova dello stesso tipo, che
funziona indipendentemente dalla precedente.

Calcolare la probabilita che usando 2 batterie la durata complessiva sia superiore a 6
anni. Calcolare media e deviazione standard della durata complessiva.
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Elementi di Statistica

a) X émnana variahie aleatoga di lepge esponenziale di paramewo & =1,/4=023

Devo determinare
1

R
—_:lﬁ Eﬁ' -5 |4. E—qg 1

L =

_1+e

= -1z TH

- 1
PiX>4 X =2} P{X>4}
PiX>4|X>2}= _ - - - >

o

=0.607
b) Sia F =X, +X, lavadabie casnale durata complessiva, con X, X, indipendent: di legge

esponenziale di parametro &=1/4
T &nna varabile casnale di lepge pamma di parametd @ =2, §=1/4.

1

B.—EIH "a’:Lx ' perl<x<m
@,(x)={T(a) 16T(2)
.I:] altrove
P¥>6}=1-P{F<6}=1-8"| x e “dx=1-8"| ——xe™*| +[=e"dx|=
o e s of

l s

¥

T B;

& =

-« |&
}1—5‘[—%‘”—1 ‘ﬁ"“—i]=1—:ﬁa+11e"‘=’—1=
[

L

= (66 +1)™ =2.5¢7 =0.338
(Si ricordi che Ia fonzione Tler) & tle che Tla)=(a —D{a —1) per a > 1. Inoltre per valod di &

interi (@=n) s ha T(n)=(n-1"
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Laplace (esponenziale)

Esempio 3:
Una fabbrica possiede due diverse linee di produzione che producono elementi
esteriormente indistinguibili, ma di qualita diversa.

| pezzi prodotti dalla linea A sono il 70% del totale e hanno un tempo di vita distribuito
secondo una legge esponenziale di parametro A.

| pezzi prodotti dalla linea B sono il imanente 30% e hanno un tempo di vita distribuito
secondo una legge esponenziale di parametro g > A

a) Un pezzo viene scelto a caso e indichiamo con T il suo tempo di vita. Qual € la
probabilitache T<t ?

b) Calcolare il valore atteso di T.
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Laplace (esponenziale)

a

Siano Y, X, 1tempi di vita dei pezzi provementi dalla linea A e dalla linea B nspettivamente.
X,~Esp(d), X ~Espl u)

P{Id ut J‘}= 'F.l'. (f)=1-g*

PiX, <t}= Fp D=1- e ™
PiIT <t}=P{T <t| AJP{d}+ P{T <t| B}P{B}=P{X, <t}P{d}+ P{X_ <t}P{B}=
—(l-e*P7+[-e*P3=07+03-07e —036™ =1--0Te™ —03c7*
per t =0.
b)
Bisogna determinare la densita di T. Al punto a) abbiamo caleclato la fanzione di npartizione.
Desmwando 51 ottiene la densita:
2. ()= [0.748™ +0.3u™ per 0 <t <o
lEI altrove

E(T)= Tto. (Ot = [(0.7267 + 03 it =2+ 93
- il A
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Weibull
La distribuzione di Weibull € una distribuzione di probabilita continua definita sui

numeri reali positivi e descritta da due parametri (parametro di scala o vita
caratteristica, A) e (parametro di forma, k).

La distribuzione fornisce un'interpolazione tra la distribuzione
esponenziale (per k = 1), la distribuzione di Rayleigh (per k =
2) e la distribuzione normale (per k = 3).

Viene impiegata per descrivere sistemi con tasso di guasto
variabile nel tempo, come estensione della distribuzione
esponenziale che prevede tassi di guasto costanti nel tempo.

Ernst Hjalmar Waloddi Weibull

= (Vittskovle, 18 giugno 1887 — Annecy, 12 ottobre 1979)
e stato un ingegnere e statistico svedese

. k k=1 _—(Z)k

Ir) = - e A7 x>0
flx) = 3r e

F(xz)=1 _ e (3 >0
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Weibull

La distribuzione fornisce un'interpolazione tra la distribuzione esponenziale (perk =1), la
distribuzione di Rayleigh (per k = 2) e la distribuzione normale (per k = 3).

A =cost. 2
Vita caratteristica costante =& Componente costante ?

<
-

2.5

>0 >0 >

Pk e et et

o
V=D
v

i,

>
S Hnnn
Txxx

NE=O

[y

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
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Elementi di Statistica

Distribuzione di Weibull
Variazione della forma di pdf e cdfal variare dif  (a =100 s cost)

PDF CDF
0.016, | = | | | 1 r T |
B_c”d____J__—_.-’i l___i___J____|_B=1 I I ,r/ f __,_L-"'"__F____r_
| x’f iy | | l_ﬁ=2 0_3____J____J_?z'__4 C S P | (R RN
DI osreg et —peret ) wee | '/ ' '
DU L 0 - RUNRE ol AU .
i i) B —|r —: : F(t) [ [ [ [
B e e T R R i T ] [ [ [ [
SRRl WL W [ SR DO S 04 — = — b N R SRR
Ao | | .3 | | —p=1
=S R ] B e o il L __l____l____l'—'ﬁ=2
S I 2 T LT T
l} ' {_ = “——:————— it ; | | p=4
150 200 250 300 GD 50 100 150 200 250 300
t t

B & detto parametro di forma
Da notare che F'(a) =63.2%

La distribuzione di Weibull & caratterizzata anche dal cosiddetto effetto scala:

Se si ha un sistema costituito da n componenti identici in serie, la cui affidabilita € descritta da una
Weibull di parametria e 3
allora
I'affidabilita dell'intero sistema € una Weibull, descritta ancora da una Weibull, di parametri 8 e a,,; = a/n’®
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Weibull

Esempio 1:
Si considerino delle molle di sospensione per auto, la cui vita a fatica € descritta da una
legge di Weibull con a = 300.000 ciclie g = 2. Sehawa e &Y saspansiens

Si calcolino:

1. | percentili 10%, 50% e 90%;

2. La percentuale di pezzi che si rompe prima di 100.000 cicli;
3. Il tasso di guasto a 200.000 e a 300.000 cicli;
4. Se un’auto montasse queste stesse molle su tutti e due gli assi, a quale numero di cicli
corrisponderebbe la probabilita di cedimento del 10% per il sistema complessivo?

F{r):l—expl:—[é)ﬁ:l
A E‘PZE('[— {1 — ]l’lf’H
RNV 1

ose = 300000 -[-In(1-0.D)["* =97378
fop, = 300000 - [~ In(1-0.5)]"* = 249766
tio% tso0 tao% fooe, = 300000 -|—In(1-0.9)[* = 455228
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Weibull

Esempio 1:

Si considerino delle molle sospensione per auto, la cui vita a fatica & descritta da una legge
di Weibull con a = 300.000 ciclie B = 2.

Si calcolino:

1. | percentili 10%, 50% e 90%;

2. La percentuale di pezzi che si rompe prima di 100.000 cicli;

3. Il tasso di guasto a 200.000 e a 300.000 cicli;

4. Se un’auto montasse queste stesse molle su tutti e due gli assi, a quale numero di cicli
corrisponderebbe la probabilita di cedimento del 10% per il sistema complessivo?

F)=1 —expli—[é]ﬁ:l

100000
F(100000) =1—exp| — —0.1052=10.52%
300000,
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Distribuzione di Weibull
Esempio 1:

Si considerino delle molle sospensione per auto, la cui vita a fatica € descritta da una legge
di Weibull con a = 300.000 cicli e B = 2.

Si calcolino:

1. | percentili 10%, 50% e 90%;

2. La percentuale di pezzi che si rompe prima di 100.000 cicli;

3. ll tasso di guasto a 200.000 e a 300.000 cicli;

4. Se un’auto montasse queste stesse molle su tutti e due gli assi, a quale numero di cicli
corrisponderebbe la probabilita di cedimento del 10% per il sistema complessivo?

-per S < 1. il tasso di guasto & decrescente

- per 5= 1. il tasso di guasto & costante
;}'{f) . f{f) _ f(f) . /B fﬁ_l 0" per f> 1.1l tasso di guasto ¢ crescente
= =7 =7 N
R@#) 1-F@) « S O S P R Y
T D l l
5 ¢ o h(t) 6""7:, "'1"7T/'"T"T'"T
(200000 = -200000°" =4.44E—06 guasti/ciclo S S - DA O N S N
3000000 f:‘ /// I | I I I I
. oo i __ ]
3 : . ¢ N R N R B
h(300000) = = JOOOOO] =~ —(6.66E-0.6 guasti/ciclo /_ | ! | | | ]
3000004 300000 300000 % 1 2 3 1 5 & 7 8
t
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Elementi di Statistica
Distribuzione di Weibull

Si considerino delle molle sospensione per auto, la cui vita a fatica &€ descritta da una legge di
Weibull con a = 300.000 ciclie B = 2.

Si calcolino:

1. | percentili 10%, 50% e 90%;

2. La percentuale di pezzi che si rompe prima di 100.000 cicli;

3. Il tasso di guasto a 200.000 e a 300.000 cicli;

4. Se un’auto montasse queste stesse molle (4) su tutti e due gli assi, a quale numero di
cicli corrisponderebbe la probabilita di cedimento del 10% per il sistema complessivo?

Considerando mnservibile 1l sistema quando I vari componenti possono essere
uno solo dei suoi componenti va fuori uso ricondotti ad un unico sistema in serie

a 300000 300000

o = =

tot 1 1
}.F p Vq

45

=150000 cicli

v

.0, =150000- [~ In(1 - 0.1)]"* = 48689 cicli
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