
Esame di Meccanica Quantistica, 23/01/2024

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1.

a) Le due particelle si trovano in uno stato della forma

ψ = f(r1, r2)[a|1,−1⟩+ b|1, 1⟩+ c| − 1, 1⟩],

dove a, b, c sono costanti complesse, la funzione spaziale è normalizzata e soddisfa la condizione
f(r1, r2) = f(r2, r1), gli stati |s1z, s2z⟩ sono autostati di S1z ed S2z con autovalore ℏs1z e ℏs2z. Si
determinino tutti gli stati ψ tali che, in una misura contemporanea di S1z ed S2z, la probabilità di
trovare lo stesso valore sia pari a 1/2.

Tra gli stati precedentemente trovati si determini quello per cui il valor medio ⟨ψ|S2
1xS

2
2x|ψ⟩ assume

il valore massimo possibile.

b) Il sistema evolve con Hamiltoniana

H = H0 +
ω

ℏ
S1 · S2,

dove S = S1 + S2, H0 non dipende dagli operatori di spin e f(r1, r2) è autofunzione di H0 con
autovalore E0. In una misura di energia al tempo t sull’evoluto dello stato trovato al punto a),
quali valori si possono ottenere e con quale probabilità?

c) Si assuma

H0 =
1

2m
(p21 + p22) + V (r1, r2),

dove V (r1, r2) = V (r2, r1) ed r1, r2 sono i moduli dei vettori posizione delle due particelle. Si
determini [H,J ], dove J = L+ S, L = L1 +L2.

d) La funzione d’onda spaziale è data da

f(r1, r2) = Nr1r2e
−α(r21+r22) sin θ1 sin θ2e

i(ϕ1+ϕ2) α > 0,

con N costante di normalizzazione. Se si misura al tempo t l’osservabile J2 sull’evoluto dello stato
ψ con questa funzione spaziale, quali valori si ottengono e con quale probabilità? Si assuma che
H0 abbia la forma data alla domanda c) e che f(r1, r2) ne sia un’autofunzione come detto alla
domanda b).

Esercizio 2. Una particella di massa m è soggetta ad una Hamiltoniana H = H0 + V , dove

H0 =
p2

2m
− e2

r
V = A

(
x2 + y2

)
.

a) Determinare i commutatori [H0,L], [H0,P], [V,L] e [V,P], dove L è l’operatore associato al
momento angolare orbitale e P è l’operatore associato all’inversione spaziale (parità).

b) Calcolare al primo ordine in A la correzione all’energia del livello fondamentale di H0.

c) Calcolare al primo ordine in A la correzione all’energia del primo livello eccitato di H0. Si discuta
l’eventuale rimozione della degenerazione.
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Suggerimento: si determinino le simmetrie di V e si identifichino i corrispondenti operatori che
commutano con V ; ciò permette di determinare quali elementi della matrice della perturbazione
ristretta al sottospazio degenere sono necessariamente nulli.

Possono risultare utili le seguenti formule (a0 ≡ ℏ2
me2

è il raggio di Bohr e Rnl(r) sono le autofunzione
radiali normalizzate del problema Coulombiano):

R10(r) = 2a
−3/2
0 e

− r
a0

R20(r) = (2a0)
−3/2(2− r

a0
)e

− r
2a0

R21(r) = (2a0)
−3/2 r√

3a0
e
− r
2a0

Γ(n+ 1) =

∫ +∞

0
tne−tdt = n!
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Esame di Meccanica Quantistica, 09/02/2024

Esercizio 1. Due particelle di uguale massa m sono vincolate a muoversi in una dimensione. La
Hamiltoniana è data da Ĥ=Ĥ0 + λV̂ dove

Ĥ0 =
1

2m
(p̂21 + p̂22) +

1

2
mω2

(
x̂21 + x̂22

)
V̂ = mω2x̂1x̂2.

a) Si assuma che le due particelle siano distinguibili di spin 0.

(a1) Si determini l’energia dei primi 3 livelli di H0, la degenerazione e una base di autostati.

(a2) Si assuma 0 < λ≪ 1. Si calcoli al primo ordine perturbativo in λ la correzione all’energia dei
primi 3 livelli di Ĥ0 e si discuta l’eventuale rimozione della degenerazione.

b) Si assuma che le due particelle siano indistinguibili e di spin 0. Si risponda nuovamente alle
domande a1 e a2.

c) Si assuma che le due particelle siano indistinguibili e abbiano spin 1/2. Si risponda nuovamente
alle domande a1 e a2.

d) Si consideri ora la Hamiltoniana H con λ = −1.

(d1) Si scriva H nel sistema di riferimento del centro di massa.

(d2) Nel sistema di riferimento del centro di massa, si determini l’energia dei primi 3 livelli di Ĥ,
la degenerazione e una base di autostati. Si assuma che le due particelle siano indistinguibili e di
spin 0.

Esercizio 2. Il moto di una particella di massa M e spin 3/2 è determinato dalla Hamiltoniana

H =
p2

2M
+
κ

r

(
2L · S + L2

)
,

dove κ > 0 è un parametro e r = |r|.

a) Si determini lo spettro dei livelli energetici degli stati legati, la relativa degenerazione e le
corrispondenti autofunzioni dell’Hamiltoniana.

b) Si considerino gli stati legati descritti da funzioni d’onda spinoriali della forma

ψ(r, θ, φ) =



f(r) sin θe−iφ

− 2√
3
f(r) cos θ +

g(r)√
3
sin θe−iφ

−f(r)√
3

sin θeiφ − 2√
3
g(r) cos θ

−g(r) sin θeiφ


dove f(r) e g(r) sono funzioni di r. Si determinino tutti gli stati ψ per i quali: i) una misura
dell’energia fornisce con certezza un valore minore di −Mκ2ℏ2/3; ii) ⟨ψ|Jz|ψ⟩ = ℏ/2; iii) la prob-
abilità che una misura dell’energia fornisca il valore dell’energia dello stato fondamentale è 3/4.

c) Quali sono i risultati possibili di una misura di Lz su tutti gli stati ψ trovati al punto precedente
e quali sono le corrispondenti probabilità ?
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d) Tra gli stati trovati al punto b), si determini quello per il quale ⟨ψ|r|ψ⟩ assume il valore massimo.

Formula utile:

Γ(n+ 1) =

∫ +∞

0
tne−tdt = n!

Autofunzioni radiali Rnl(r) per il problema Coulombiano (a0 è il raggio di Bohr):

R10(r) = 2
1

a
3/2
0

e
− r

a0

R20(r) =
1

(2a0)3/2

(
2− r

a0

)
e
− r

2a0

R21(r) =
1√
3

1

(2a0)3/2
r

a0
e
− r

2a0

R30(r) = 2
1

(3a0)3/2

(
1− 2r

3a0
+

2r2

27a20

)
e
− r

3a0

R31(r) =
4
√
2

9

1

(3a0)3/2
r

a0

(
1− r

6a0

)
e
− r

3a0

R32(r) =
2
√
2

27
√
5

1

(3a0)3/2

(
r

a0

)2

e
− r

3a0 .
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Esame di Meccanica Quantistica, 09/05/2024

Esercizio 1. Due particelle indistiguibili di massa m e spin 1 sono vincolate a muoversi in una
dimensione. La Hamiltoniana è data da

H =
1

2m
(p21 + p22) +

1

4
mω2(x1 − x2)

2 +
ω

2ℏ
S1 · S2,

dove S1 ed S2 sono gli operatori di spin delle due particelle. Si risolva il problema nel sistema del
centro di massa.

a) Si determinino le energie e le degenerazioni dei primi tre livelli del sistema.

b) Le particelle si trovano nello stato (x = x2 − x1)

Ψ = ψ1(x)(A|1,−1⟩+B| − 1, 1⟩) + Cψ2(x)|0, 0⟩,

dove A, B, C sono costanti complesse. Abbiamo indicato con ψn(x) le autofunzioni dell’oscillatore
armonico di pulsazione ω e massa µ = m/2 e con |s1, s2⟩ gli autovettori di S1z ed S2z con autovalori
ℏs1 ed ℏs2.
Si determinino tutti gli stati tali che la probabilità di misurare S2 = 0 sia 1/6, dove S = S1 + S2

è lo spin totale. Per tali stati quali sono i valori misurabili di S2 e quali sono le corrispondenti
probabilità? Si risponda alla stessa domanda per Sz e per l’energia.

c) Sia Ψ(t) l’evoluto temporale di Ψ, Ψ(0) = Ψ. Si calcoli ⟨Ψ(t)|S2|Ψ(t)⟩.

d) Si calcoli ⟨Ψ|(x2 − x1)
2|Ψ⟩.

Esercizio 2. Una particella possiede la stessa massa e carica elettrica dell’elettrone ma ha spin
pari a 3/2 invece che 1/2. La Hamiltoniana che descrive la sua dinamica è la seguente:

H0 =
p2

2m
− e2

r
+AL · S (1)

con 0 < Aℏ2 ≪ 1 eV. Nota: l’interazione Coulombiana è scritta nel sistema di Gauss; nel SI si usi
−e2/(4πϵ0r).

a) Si determinino i commutatori [H0,J], [H0,L] e [H0,S] (J è il momento angolare totale, J =
L+ S).

b) Si determini lo spettro di H0. In particolare si indichi la degenerazione e una base di autoket
per ogni livello energetico con energia E < −2 eV.

c) Il sistema viene ora perturbato in maniera armonica, H = H0 + Vz, con

Vz =
1

2
mω2z2 (2)

e ω ≪ Aℏ. Al primo ordine perturbativo nel parametro ω2, si determini la correzione al primo
livello energetico (quello di energia minore) trovato al punto b). Si discuta l’eventuale rimozione
della degenerazione. [Il testo continua nella pagina successiva]

1



d) Si risponda di nuovo alla domanda c), considerando ora come perturbazione l’operatore Vr =
1
2mω

2r2 e come livello imperturbato di H0 quello con momento angolare totale J = ℏ/2 e con
energia E < −2 eV.

e) Si indichi, motivando la risposta, se esistono o meno autofunzioni limitate non-normalizzabili
dei seguenti operatori: H0, H0 + Vr e H0 + Vz.

Formule utili (a0 è il raggio di Bohr e Rij(r) sono le autofunzioni radiali normalizzate per il problema
Coulombiano):

EI =
me4

2ℏ2

∣∣∣∣
Gauss

=
me4

8ϵ20h
2

∣∣∣∣
SI

= 13.6 eV

R10(r) = a
−3/2
0 2e−r/a0

R20(r) = (2a0)
−3/2 (2− r/a0)e

−r/(2a0)

R21(r) = (2a0)
−3/2 r√

3a0
e−r/(2a0)

n! =

∫ +∞

0
xne−xdx
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Esame di Meccanica Quantistica, 25/06/2024

Esercizio 1.
Si consideri l’atomo di idrogeno nell’approssimazione di potenziale coulom-
biano in cui l’elettrone viene sostituto da una particella di spin 1 avente stessa
massa e stessa carica dell’elettrone. All’istante iniziale lo stato è descritto
dalla seguente funzione d’onda spinoriale:

ψ = N

 −(x+ iy)√
2z

(x− iy)

 e
− r
2a0 , (1)

dove N è una opportuna costante di normalizzazione, a0 è il raggio di Bohr
e r =

√
x2 + y2 + z2.

1. Se si effettuano misure di J2 e Jz quali valori si possono ottenere e con
quali probabilità?

2. Se si effettua una misura di energia che valori si possono ottenere e con
quali probabilità?

3. Calcolare il valore medio dell’operatore ~L · ~S al variare del tempo.

4. Si consideri ora il seguente stato

ψ = N

 −(x+ iy)√
2z

(x− iy)

 f(r) , (2)

dove f(r) è una funzione ignota dipendente solo dal modulo r. Quali
valori energetici non possono sicuramente essere ottenuti da una misura
dell’Hamiltoniana? Motivare la risposta.

Esercizio 2.
Una particella di massa m è soggetta al seguente potenziale unidimensionale,

V (x) =


0 per x < −L
Vbuca(x) per −L < x < 0

+∞ per x > 0 ,

con Vbuca(x) < 0.

Inizialmente, si assuma Vbuca(x) = −V0, con V0 > 0.

1. Determinare il numero di stati legati come funzione di V0, L e m.

2. Determinare il valore di V0 in modo che esista un solo stato legato, ψ0,
e che questo abbia energia E0 = −V0/2.

[Il testo continua nella pagina successiva]
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3. Scrivere la funzione d’onda normalizzata dello stato legato ψ0 e calco-
lare la corrispondente probabilità di trovare la particella nella regione
x < −L.

Si consideri ora Vbuca(x) = −V0 + vx.

4. Utilizzando la teoria delle perturbazioni, calcolare la variazione dell’energia
dello stato legato rispetto al caso precedente nel limite vL/V0 � 1.
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Esame di Meccanica Quantistica 11/07/2024

Esercizio 1. Lo stato di un particella di massa m al tempo t = 0, in una dimensione, è speci�cato

dalla seguente funzione d'onda

⟨x|α⟩ = ψα(x) = N eik0xe−k0|x| ,

dove k0 > 0 è un parametro assegnato e N > 0 è una costante di normalizzazione tale per cui

⟨α|α⟩ = 1.

1) Calcolare il valore di N e gra�care la densità di probabilità ρ(x) di misurare la posizione x.

2) Calcolare la media dell'operatore posizione e la sua dispersione ∆x.

3) Calcolare la densità di probabilità π(p) di misurare l'impulso p e disegnarne il gra�co.

4) Utilizzando l'espressione di π(p), calcolare la dispersione ∆p dell'operatore impulso. Veri�care

la relazione di indeterminazione posizione-impulso per lo stato |α⟩.
5) La particella evolve con l'Hamiltoniana di particella libera. Calcolare i valori medi di posizione

e impulso e la densità di probabilità π(p, t) al generico istante di tempo t > 0.

Integrali utili: ∫ +∞

−∞

dx

(1 + x2)n
=

π

((n− 1)!)2
(2n− 2)!

22n−2
n ∈ N+

Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 0 sono vincolate sulla super�cie di una sfera e soggette

alla seguente Hamiltoniana

H =
L2
1

2I
+
L2
2

2I
+
α

I
L1 ·L2 , (1)

dove I è il momento di inerzia ed 0 < α≪ 1 è un coe�ciente numerico.

1) Si determinino i primi 4 livelli energetici, la loro degenerazione ed i corrispondenti autoket di H.

2) Si consideri uno stato tale che una misura dell'energia fornisce sempre un'energia E < 5ℏ2/2I e

tale che, se viene e�ettuata una misura simultanea della proiezione del momento angolare orbitale

delle particelle lungo ẑ, si ottengono sempre i valori +ℏ e −ℏ. Si supponga che al tempo t = 0 il

sistema sia in tale stato. Si scriva il ket di stato |ψ(t)⟩ al tempo t > 0.

3) Si determinino, al tempo t > 0, i possibili valori ottenibili da una misura di Lz, L
2 e Lz1Lz2,

speci�cando le corrispondenti probabilità (L = L1 +L2).

4) Si consideri la perturbazione ∆H = ζ(cos2θ1 + cos2θ2). Al primo ordine perturbativo nel pa-

rametro ζ, si determini la correzione al secondo livello energetico (primo eccitato) e se ne discuta

l'eventuale rimozione della degenerazione.
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Esame di Meccanica Quantistica del 12/09/2024

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m che interagiscono in tre
dimensioni con Hamiltoniana

H0 =
1

2m
(p21 + p22) +

1

4
mω2(r1 − r2)

2 +
a

ℏ
J2,

dove J = L + S1 + S2, e L è il momento angolare orbitale. Si risolva il problema nel sistema del
centro di massa. Si assuma 0 < a≪ ω.

a) Si calcolino le energie e le degenerazioni dei livelli con energia inferiore a 3ℏω.

b) Si determinino tutti gli stati |ψ⟩ tali che: i) una misura dell'energia fornisce un risultato sempre
inferiore a 3ℏω; ii) una misura di J2 fornisce 0 con certezza; iii) una misura di Lz fornisce ℏ con
probabilità 1/9.

c) Sia |ψt⟩ l'evoluto di |ψ⟩ secondo la Hamiltoniana H0. Si considerino i seguenti valori medi:
⟨ψt|H0|ψt⟩, ⟨ψt|L2|ψt⟩, ⟨ψt|Sz|ψt⟩, ⟨ψt|S1zS2z|ψt⟩, dove Sz = S1z + S2z. c1) Quali valori medi ci si
attende a priori che non dipendano dal tempo? c2) Si calcolino tutti i valori medi al variare di t.

d) Si supponga che la Hamiltoniana sia H = H0+ bSx, dove Sx è la componente x dello spin totale,
con |b| ≪ a. Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, si calcolino le energie e la
degenerazione dei livelli perturbati che corrispondono ai primi 2 livelli calcolati al punto a).

Esercizio 2. Una particella di spin 1/2 e massa m è vincolata a muoversi in una dimensione.
L'Hamiltoniana del sistema è data da Ĥ = Ĥ0 + ϵĤ1 con

Ĥ0 =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 + ωŜz

Ĥ1 =
√
2mαωβℏγ

(
x̂Ŝx −

p̂

mω
Ŝy

)
dove α, β, γ sono numeri razionali e 0 < ϵ≪ 1.

1. Determinare α, β, γ e riscrivere l'Hamiltoniana in termini degli operatori di creazione e di-
struzione dell'oscillatore armonico (â, â†), degli operatori a scala dello spin (Ŝ+, Ŝ−) e di
Ŝz.

2. Determinare lo spettro dell'Hamiltoniana imperturbata Ĥ0, indicando la degenerazione di ogni
livello e una base di autoket.

3. Si determini al primo ordine in ϵ la correzione al livello energetico fondamentale e al primo
livello eccitato. Si discuta l'eventuale rimozione della degenerazione.

4. Sia Ô ≡ â†a+ λŜz, dove λ è un parametro. Determinare il valore di λ tale che
[
Ô, Ĥ

]
= 0.

5. Calcolare
[
Ĥ0, Ĥ

]
. Utilizzare il risultato ottenuto per dimostrare che i risultati trovati al

primo ordine in ϵ risultano validi a tutti gli ordini.
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Esame di Meccanica Quantistica del 15/11/2024

Esercizio 1. La dinamica di una particella di spin 1/2 è descritta dalla seguente Hamiltoniana:

H = a|+; z⟩⟨−; z|+ b|+;x⟩⟨−;x| − a

4
|+; z⟩⟨+; z| ,

dove a, b sono due parametri e |±; i⟩ sono autoket di Si con autovalore ±ℏ/2.

a) Si �ssi il rapporto b/a in modo che l'operatore H sia Hermitiano.

b) Si calcolino autovalori ed autoket di H.

c) Al tempo t = 0 lo stato della particella è descritto dal ket |ψ(0)⟩ = |+; z⟩. Si determinino i
possibili risultati di una misura dell'energia, le relative probabilità e il valor medio dell'energia.

d) Si determini il ket di stato |ψ(t)⟩ ad un generico istante di tempo t > 0.

e) Calcolare la probabilità che una misura di Sz at tempo t dia −ℏ/2 come risultato.

Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m che interagiscono in tre
dimensioni con Hamiltoniana

H =
1

2m
(p21 + p22)−

α

r
dove α > 0, r = r2 − r1. Nel centro di massa del sistema le due particelle hanno funzione d'onda
spinoriale normalizzata

ψ = afa(r)χ1 + bfb(r)Y
0
1 (θ, ϕ)χ2,

dove le funzioni fa(r) e fb(r) sono normalizzate secondo∫ ∞

0
r2dr |fa,b|2 = 1

ed r, θ e ϕ sono le coordinate sferiche del vettore r. Gli spinori χ1 e χ2 sono entrambi autovettori
normalizzati di Sz con autovalore 0, dove S = S1 + S2 è lo spin totale. Si assuma che a e b siano
numeri reali positivi.

a) Si calcolino a e b sapendo che la probabilità di misurare S2 = 2ℏ2 è 1/3. Nei punti successivi si
assuma che a e b soddis�no questa condizione.

b) Sapendo che una misura di H sugli stati ψ fornisce sempre un risultato inferiore a −Eα/20, e
che ⟨ψ|H|ψ⟩ = −Eα/8, si determinino tutte le possibili funzioni fa(r) e fb(r). La costante Eα è
data da Eα = mα2/ℏ2,

c) Si calcoli l'evoluto ψ(t), con ψ(t = 0) = ψ e si calcoli ζ(t) = ⟨ψ(t)|z2|ψ(t)⟩. Si mostri che ζ(t) è
periodica e se ne calcoli il periodo.

Integrali utili. Se a0 è il raggio di Bohr e Rnℓ(r) sono le autofunzioni radiali normalizzate per il
problema Coulombiano, de�niamo:

In,ℓ1,m,ℓ2 =

∫ ∞

0
dr r2(r/a0)

2Rnℓ1(r)Rmℓ2(r);

vale I1,0,1,0 = 3, I1,0,2,0 = −512
√
2/243, I2,0,2,0 = 42, I1,0,2,1 = 1280

√
2/(243

√
3), I2,0,2,1 =

−20
√
3/243, I2,1,2,1 = 30.
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