Esame di Meccanica Quantistica, 23/01/2024

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1.

a) Le due particelle si trovano in uno stato della forma
= f(ri,r)[all, =1) + b1, 1) + ¢| = 1, 1)],

dove a, b, c sono costanti complesse, la funzione spaziale € normalizzata e soddisfa la condizione
f(ri,re) = f(re,r1), gli stati |s1,, s2,) sono autostati di S, ed Sz, con autovalore hsy, e hsa,. Si
determinino tutti gli stati ¢ tali che, in una misura contemporanea di Sy, ed S5, la probabilita di
trovare lo stesso valore sia pari a 1/2.

Tra gli stati precedentemente trovati si determini quello per cui il valor medio (1|S?, 5%, |) assume
il valore massimo possibile.

b) 1l sistema evolve con Hamiltoniana

H:H0+%Sl‘52,

dove S = S; + Ss, Hy non dipende dagli operatori di spin e f(ry,ry) ¢ autofunzione di Hp con
autovalore Fy. In una misura di energia al tempo ¢ sull’evoluto dello stato trovato al punto a),
quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?

c) Si assuma

1
Hy = %(p% +p3) + V(ry,72),

dove V (ri,1m2) = V(re,r1) ed ri, ro sono i moduli dei vettori posizione delle due particelle. Si
determini [H, J]|, dove J = L+ S, L = L; + Lo.

d) La funzione d’onda spaziale ¢ data da
f(ri,re) = errge*a(’”%”%) sin 0y sin fgei(@11792) a >0,

con N costante di normalizzazione. Se si misura al tempo ¢ Iosservabile J? sull’evoluto dello stato
1) con questa funzione spaziale, quali valori si ottengono e con quale probabilita? Si assuma che
Hj abbia la forma data alla domanda c) e che f(rj,re) ne sia un’autofunzione come detto alla
domanda b).

Esercizio 2. Una particella di massa m e soggetta ad una Hamiltoniana H = Hy + V, dove
2 2

_ b e _ 2 2
HO*Qm r v A(:c —i—y).

a) Determinare i commutatori [Ho, L], [Ho,P], [V,L] e [V, P], dove L & l'operatore associato al
momento angolare orbitale e P & l'operatore associato all’inversione spaziale (parita).

b) Calcolare al primo ordine in A la correzione all’energia del livello fondamentale di Hy.

¢) Calcolare al primo ordine in A la correzione all’energia del primo livello eccitato di Hy. Si discuta
I’eventuale rimozione della degenerazione.



Suggerimento: si determinino le simmetrie di V e si identifichino i corrispondenti operatori che
commutano con V; cio permette di determinare quali elementi della matrice della perturbazione
ristretta al sottospazio degenere sono necessariamente nulli.

Possono risultare utili le seguenti formule (ag = mﬁ—zz ¢ il raggio di Bohr e R,;;(r) sono le autofunzione
radiali normalizzate del problema Coulombiano):

—3/2 ——

Rig(r) = 2a,”"e a0
Rao(r) = (2a0) *?(2— Z)e 2a0
Ro(r) = (2@0>_3/2\[%a06_%

+o0o
Fn+1) = / t"e~tdt = n!
0
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Esame di Meccanica Quantistica, 09/02/2024

Esercizio 1. Due particelle di uguale massa m sono vincolate a muoversi in una dimensione. La
Hamiltoniana ¢ data da H=Hy + AV dove

I R | Y - .
Ho = 5—(p1 + p3) + 5me’ (31 + 23) V = mw’iy .

a) Si assuma che le due particelle siano distinguibili di spin 0.

(a1) Si determini l’energia dei primi 3 livelli di Hy, la degenerazione e una base di autostati.

(az) Si assuma 0 < A < 1. Si calcoli al primo ordine perturbativo in A la correzione all’energia dei
primi 3 livelli di Hy e si discuta ’eventuale rimozione della degenerazione.

b) Si assuma che le due particelle siano indistinguibili e di spin 0. Si risponda nuovamente alle
domande aq e as.

¢) Si assuma che le due particelle siano indistinguibili e abbiano spin 1/2. Si risponda nuovamente
alle domande aq e as.

d) Si consideri ora la Hamiltoniana H con A = —1.
(d1) Si scriva H nel sistema di riferimento del centro di massa.

(d2) Nel sistema di riferimento del centro di massa, si determini ’energia dei primi 3 livelli di H ,
la degenerazione e una base di autostati. Si assuma che le due particelle siano indistinguibili e di
spin 0.

Esercizio 2. Il moto di una particella di massa M e spin 3/2 & determinato dalla Hamiltoniana

p2

H=—
2M

+5(2L-S+ 1Y),

dove k > 0 & un parametro e r = |r|.

a) Si determini lo spettro dei livelli energetici degli stati legati, la relativa degenerazione e le
corrispondenti autofunzioni dell’Hamiltoniana.

b) Si considerino gli stati legati descritti da funzioni d’onda spinoriali della forma

f(r)sin e~
2 g(r) . .
——=f(r)cosf + —=sinfe ¥
3 3
@b(Ta 67 SD) = \;;7,) . {
sinfe'? — —g(r) cos b

V3 V3

—g(r) sin fe'®

dove f(r) e g(r) sono funzioni di r. Si determinino tutti gli stati ¢ per i quali: i) una misura
dell’energia fornisce con certezza un valore minore di —Mr2?h?/3; i) (¥|J,|¢) = h/2; i) la prob-
abilita che una misura dell’energia fornisca il valore dell’energia dello stato fondamentale ¢ 3/4.

¢) Quali sono i risultati possibili di una misura di L, su tutti gli stati ¢ trovati al punto precedente
e quali sono le corrispondenti probabilita ?



d) Tra gli stati trovati al punto b), si determini quello per il quale (¥|r|¢)) assume il valore massimo.
Formula utile:

+oo
F(n+1)= / t"e~tdt = n!
0

Autofunzioni radiali R,,;(r) per il problema Coulombiano (ag ¢ il raggio di Bohr):

1 1 T _LO
= — ———¢
V3 (2a0)3/% ag

1 2r 22\ .
R -2 (1- = 8a
(1) =23 a7 ( 3ag 27a3> .

4/2 1 r r\ .
- - 3a
Rs1(r) 9 (Bao)?? ag <1 6a0> )

_ 2v/2 1 (r)z e_L
27v/5 (3a0)?/? \ao '

R32 (7“)
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Esame di Meccanica Quantistica, 09/05/2024

Esercizio 1. Due particelle indistiguibili di massa m e spin 1 sono vincolate a muoversi in una
dimensione. La Hamiltoniana & data da

1 1 w
H = %(P% +p3) + zmwz(l’l — 19)° + o S1 52,

dove S7 ed Ss sono gli operatori di spin delle due particelle. Si risolva il problema nel sistema del
centro di massa.

a) Si determinino le energie e le degenerazioni dei primi tre livelli del sistema.

b) Le particelle si trovano nello stato (x = x9 — 1)
U = (x)(A|1,—1) + B| — 1,1)) + Cp2(2)|0,0),

dove A, B, C sono costanti complesse. Abbiamo indicato con 1, (z) le autofunzioni dell’oscillatore
armonico di pulsazione w e massa = m/2 e con |s1, s2) gli autovettori di S7, ed Sz, con autovalori
hsy ed hss.

Si determinino tutti gli stati tali che la probabilita di misurare S = 0 sia 1/6, dove S = S1 + S5
¢ lo spin totale. Per tali stati quali sono i valori misurabili di S? e quali sono le corrispondenti
probabilita? Si risponda alla stessa domanda per S, e per I'energia.

c) Sia ¥(t) 'evoluto temporale di ¥, ¥(0) = W. Si calcoli (¥ (¢)|S?|¥(t)).
d) Si calcoli (¥|(xo — z1)?|W).
Esercizio 2. Una particella possiede la stessa massa e carica elettrica dell’elettrone ma ha spin

pari a 3/2 invece che 1/2. La Hamiltoniana che descrive la sua dinamica ¢ la seguente:

2

Hy —67+AL-S (1)

_ 7
2m
con 0 < Ah? < 1 eV. Nota: l'interazione Coulombiana ¢ scritta nel sistema di Gauss; nel SI si usi

—e? /(4meor).

a) Si determinino i commutatori [Hy, J], [Ho, L] e [Ho,S] (J ¢ il momento angolare totale, J =
L+ 8S).

b) Si determini lo spettro di Hy. In particolare si indichi la degenerazione e una base di autoket
per ogni livello energetico con energia ' < —2 eV.

¢) Il sistema viene ora perturbato in maniera armonica, H = Hy + V., con

1
V., = §mw2z2 (2)
e w < Ah. Al primo ordine perturbativo nel parametro w?, si determini la correzione al primo
livello energetico (quello di energia minore) trovato al punto b). Si discuta ’eventuale rimozione
della degenerazione. [Il testo continua nella pagina successival



d) Si risponda di nuovo alla domanda c), considerando ora come perturbazione 'operatore V, =
%mwzﬂ e come livello imperturbato di Hy quello con momento angolare totale J = h/2 e con
energia F' < —2 eV.

e) Si indichi, motivando la risposta, se esistono o meno autofunzioni limitate non-normalizzabili

dei seguenti operatori: Hy, Hy+ V, e Hy+ V..

Formule utili (a € il raggio di Bohr e R;;(r) sono le autofunzioni radiali normalizzate per il problema
Coulombiano):

4 4
E; = % - 82%22 =18 eV
Rip(r) = a53/2 2¢~T/a0
Roo(r) = (2a0)*3/2 (2— r/ag)eﬂ"/@ao)
Roi(r) = (2a0) 3/ ——¢7/(2a0)
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Esame di Meccanica Quantistica, 25/06/2024

Esercizio 1.

Si consideri 'atomo di idrogeno nell’approssimazione di potenziale coulom-
biano in cui I’elettrone viene sostituto da una particella di spin 1 avente stessa
massa e stessa carica dell’elettrone. All’istante iniziale lo stato e descritto
dalla seguente funzione d’onda spinoriale:

—(x +iy) B
=N V22 e 20, (1)
(z —iy)
dove N & una opportuna costante di normalizzazione, ag ¢ il raggio di Bohr

er =+/x2+y?+ 22

1. Se si effettuano misure di J? e .J, quali valori si possono ottenere e con
quali probabilita?

2. Se si effettua una misura di energia che valori si possono ottenere e con
quali probabilita?

3. Calcolare il valore medio dell’operatore L - S al variare del tempo.
4. Si consideri ora il seguente stato

—(z +1y)
b=N V22 fr), (2)
(z —iy)
dove f(r) & una funzione ignota dipendente solo dal modulo r. Quali

valori energetici non possono sicuramente essere ottenuti da una misura
dell’Hamiltoniana? Motivare la risposta.

Esercizio 2.
Una particella di massa m e soggetta al seguente potenziale unidimensionale,

0 per x < —L
V(z) = ¢ Viuea(z) per —L <z <0
+00 per x >0,
con Viyeq(z) < 0.
Inizialmente, si assuma Viyeq(x) = —Vp, con Vy > 0.

1. Determinare il numero di stati legati come funzione di Vg, L e m.

2. Determinare il valore di Vj in modo che esista un solo stato legato, 1y,
e che questo abbia energia Fy = —V;/2.

[Tl testo continua nella pagina successiva]

1



3. Scrivere la funzione d’onda normalizzata dello stato legato 1 e calco-
lare la corrispondente probabilita di trovare la particella nella regione
x < —L.

Si consideri ora Viyeq(x) = —Vo + va.

4. Utilizzando la teoria delle perturbazioni, calcolare la variazione dell’energia
dello stato legato rispetto al caso precedente nel limite vL/Vy < 1.



ESeRCcR10 4
@
A, QAQWWOVY'O Lo /27)911401\& A c’»oo«-ob\w&\*e O\Fb&'uc/n&

re'fse, 6
Q{J=N( /2 cer ® ) e_r/z%

& ¥sine

5 Yon '
ods  che /Y‘Q < = C.Qz‘("”) C= (QCIO)%"\[’;;CTO

OH“eV\‘Ovr'rO

\/44
QP = N¢C \/\ ( \(&6 IQQ' (r)

— N

A v

4
che ,}QS'S v rmsocrnvers Com

14> =B [ (24 4> 14>+ 12 4o>;¢o>s+124-4>l4—42'
o ’435 Nreanrno A /eei‘ Lello 4’}‘”"‘ |
<Y‘l n £ m > = Rhe (r‘) (@ \P) e, lq )aark S/oa}m’c

Im"g—amer)obo
. (P A T 5 mu&)
P> - /5 B e

“[m >4 At (2 40314 0¥ (2 1-1>h- 1]

7= S
Por Y‘ts'oohol/ere aﬂ&zolmfo:momo(a {, V)ect*)@o\rr\o }acunouc
s bare an  ox 4}7,3;@ ohogonae“

folomone : dak che  <Fln€m> =< R, )V, (6, p)

r Wom
(StmWamo e p, s [n €% [ €m >

o1
e
FYD:‘OL\O\"\‘- ‘?ﬁo’ﬁrﬁ/



(2
\> = lf—;\IQ4>)~ [144>IM>$+ (4 O>Mo‘>sr/4~4>/4~4>s
- (%nbe“e, CéG AxA) =

£ s ) da
:\/%‘L]‘EMZ‘[M/I QQ>J+ 3—2144203\_)

PT‘QB(J: @)3 6
‘ 1
prob (Tm2k) =3
A
Pwé[?zzo):% %35
-4
?WQ‘Q (Uat ’13)"\3

) oA A}UJ,, con h=2 .
= EO): 1 [:Eﬁz-emf/(a/ﬁ /alcdﬁ F)’”J’j

3. L-S= %(J"SLLSL) commu e con Mo o £

e ov me,obm nohn Oulaeha/e

@wv:o(/\ L . 2
4l T 9> 3 (2R% 270

<d|Lsly> =

Rk 52-#
Ios bots Aot Lz con ankvalowe

Now " othene man Lo

——
-

A & hatten A& i
gt} CQ‘o\/tQ con L"’)'

Sl :F\QHA@””)%LC\('@



| ©
POLQ,M%Q(Q /P‘QL - £€x<€o0 Q(JE‘I.O\'Y"O

-

B = -
i-,r\/o -QT"?«/) VOQP- IE’L}/ (5):\/94 Z@bq )
N+ 2m V.- 1€l -
A Tz’*c el) 4 =0

3 )\z/—%) Ko Aclutone Che Aodpbwfq

P0)=0 < A sis AX

~ § >~
o ~ ¥ _ i 2m €§)
‘Ptc L -] a(‘)énv\mo 2~—m (/,/’—.--tf:”ll/ e K e

,ZQ, ()Q&«}\,o’y\z, e\
- kx

Yy = 6@4@<+ Ce
tdw-e/»:je P’CA X —> =00

RQOC»O)’OL@ Aen X:-"L

-k L
'~E’)stn'AL:A€k el %v—fan')Lv
Bhcendl = khe *

%'v /\/\/QUCAN, ./Ze, OQ&A}x;w delﬁ\ﬂ:o\mo g:kl_ ) 4’):)\)_
2Vn Vo _ RL

{g fy)vLUC+)) t - gl"])O
£= -

7™ i




S ,
uA / ,2’”%

a ¥,

Noy & @ono slah /ZQﬁaL“ }fe’t Q<‘§
%

4 ahds Lesods N §_< <?2—”=§+7c
n sl /@%a[,,‘ Ff/{/ Cn-1)’rrr§_<R<n7T+—Z7—r
3. Se an 2 an adke shats Legods
E( ,@—-T—T 7]'2 o
QRQ<2 2)< 2mVL<( )
K/ b (é_'”f ‘
Zi(5) = Ve < st =) ()
Se, lE,z Vs k:)-’ ﬂo
i

3. P‘e/\ k q = BT \4 a£>510\mo
a4 L
kL

_BsinL= Akt oS ~E)s,},(:§f):f\€

BF 9—kL



Q uan s
,LP { Bsi, kx ~ L £x <o
Heer~6§ o KOt L) e
@ha o .
8 21<(x+L)
4> =4 = [BI fd,( et hey + ‘5:[
o) -L -
= L A 4 Zk()w-L)J
’Q‘de(4—c@32/<x)+ _(5 C[
- L

¢ 4
LE)J \*—i—/\)lﬂQKL) l@_‘ =
2 (L 2k 5 2k

[sin 2Lz (B7)=-1)

-
—

YIS = l&ik(gﬂkdk o

L I 4 ET
< ’ 4
(Bl L 67_‘_ %, i 3Tr+4
L U okt l) g
PY\OB(Xé~L): de _’_i’ e \ .@_
~ 0o 2 ak
.4 _em oL 2
L 3M+4 CIny In+4
*00
4. DE- Uf I&//(K)dex

Ca(oo‘e\'a\mo nre(pg ra{‘z,\w,emlz& 2’@ .Am}‘%m@'

[~LIO] € [‘00,—L]



(a)

(L)

O o (é/

2 2 4 2k
,Bf'\ t -k o
== *-LL~ ’_%_’ 9[~ 1 Con 2
4 4 TK 2k kxl
(B ¢ (G
== oL~ [BI" 2 ~_i+—46032kL]
4 ok 2k 2k
A, 1
- BIL B _is__ic@ZkL~-iS’4nZ/<L-2Lj
4 4 2p* pt 2k
kL? i—ﬂ— Cen 2kl = O M 2kl =-1 . Qumo&
B} IQ»“[ ¢y L]
=~ = t + =
4 2kt K
[}
- 1Bl 2 8
=~ ==L [ 8 i]
4 1*91 JFBﬂ"
ESA -
36,’”1 (9'”-(-0-(—/(2“’)
-L
t Qe (x+L)
= = Jdv X €
o
. B> I ok (xtL) y 2k(¥+L)J[
3 Z:a? _goj* < U dxe
\
S l_%_l 1[L er(»c-fL)] jz_[ 2’/‘("“‘)] %
4 ok | 2k . 2k -0-
<
= ﬁ’{_@q(_L)Q L
4 Tk \ 2k 3
:\’3“{4 L—f--’ﬁi((g 4)L<
4 (26 k 4 lont 3n
tB;‘
= (2+ ?)‘T)L.



@Wnoﬁ,\'

2t
<Ylxliy> 2~ 81 L (3‘7‘[(-(-42‘(]'-68)

dent
2,1
- lBg(l_; (31‘(+2)
T
st t
_ I;B)IL(gﬂL+«[2ﬂ+8¢8+//27T)
ot
2,
- f@f" (I~ 2471 +16)
T’L
Z, C
2L/ 2
= - ;;ﬂl (31+ 4)
.1 €N (zm+4) L
3ent 3u+4
:«2%(577+4)L
AE = - L (3n+4) L

ER



Esame di Meccanica Quantistica 11/07/2024

Esercizio 1. Lo stato di un particella di massa m al tempo ¢ = 0, in una dimensione, é specificato
dalla seguente funzione d’onda

(w]a) = () = Nehoreholel,

dove kg > 0 ¢ un parametro assegnato e N' > 0 & una costante di normalizzazione tale per cui
(ala) = 1.

1) Calcolare il valore di N e graficare la densita di probabilita p(x) di misurare la posizione .

2) Calcolare la media dell’operatore posizione e la sua dispersione Az.

3) Calcolare la densita di probabilita m(p) di misurare I'impulso p e disegnarne il grafico.

4) Utilizzando V'espressione di 7(p), calcolare la dispersione Ap dell’operatore impulso. Verificare
la relazione di indeterminazione posizione-impulso per lo stato |«).

5) La particella evolve con ’'Hamiltoniana di particella libera. Calcolare i valori medi di posizione
e impulso e la densita di probabilita m(p,t) al generico istante di tempo ¢t > 0.

Integrali utili:

teo dx s (2n — 2)!
= N*
[ mror-woe

Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 0 sono vincolate sulla superficie di una sfera e soggette

alla seguente Hamiltoniana
L 12 «
= =4+ =4+ —-L{-L 1
ol T T 1)

dove I € il momento di inerzia ed 0 < a < 1 é un coefficiente numerico.

1) Si determinino i primi 4 livelli energetici, la loro degenerazione ed i corrispondenti autoket di H.
2) Si consideri uno stato tale che una misura dell’energia fornisce sempre un’energia E < 5h2/21I e
tale che, se viene effettuata una misura simultanea della proiezione del momento angolare orbitale
delle particelle lungo Z, si ottengono sempre i valori +h e —h. Si supponga che al tempo t = 0 il
sistema sia in tale stato. Si scriva il ket di stato [¢(¢)) al tempo ¢ > 0.

3) Si determinino, al tempo ¢ > 0, i possibili valori ottenibili da una misura di L., L? e L.1L.o,
specificando le corrispondenti probabilita (L = L + Lo).

4) Si consideri la perturbazione AH = ((cos?0; + cos?fs). Al primo ordine perturbativo nel pa-
rametro (, si determini la correzione al secondo livello energetico (primo eccitato) e se ne discuta
I’eventuale rimozione della degenerazione.
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Esame di Meccanica Quantistica del 12/09/2024

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m che interagiscono in tre
dimensioni con Hamiltoniana
1 1 a
Hy = —(p2 + p2) + ~mw?(r1 — o) + = J2,
0 2m(P1 +p2)+4mw (r1—mr2)° + -

dove J = L 4+ S1 4+ So, e L é il momento angolare orbitale. Si risolva il problema nel sistema del
centro di massa. Si assuma 0 < ¢ < w.

a) Si calcolino le energie e le degenerazioni dei livelli con energia inferiore a 3hw.

b) Si determinino tutti gli stati |¢)) tali che: i) una misura dell’energia fornisce un risultato sempre
inferiore a 3hw; ii) una misura di J? fornisce 0 con certezza; iii) una misura di L, fornisce A con

probabilita 1/9.

c) Sia |¢) Pevoluto di [¢) secondo la Hamiltoniana Hpy. Si considerino i seguenti valori medi:

(Ve Holtbe), (| L2|0e), (0] Sz |be), (104]S1289:|10), dove S, = S1, + Sa2,. c1) Quali valori medi ci si
attende a priori che non dipendano dal tempo? ¢2) Si calcolino tutti i valori medi al variare di ¢.

d) Si supponga che la Hamiltoniana sia H = Hy + bS,,, dove S; ¢ la componente = dello spin totale,
con |b| < a. Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, si calcolino le energie e la
degenerazione dei livelli perturbati che corrispondono ai primi 2 livelli calcolati al punto a).

Esercizio 2. Una particella di spin 1/2 e massa m & vincolata a muoversi in una dimensione.
L’Hamiltoniana del sistema ¢ data da H = Hy + eH; con

. 1 .
Hy = —+ fmwzch +wS,
2m = 2
H = V2m%%°n <:%S’x — p§y>
mw

dove «, B,y sono numeri razionali e 0 < € < 1.

1. Determinare «, 3,7 e riscrivere I’Hamiltoniana in termini degli operatori di creazione e di-
struzione dell’oscillatore armonico (a,af), degli operatori a scala dello spin (S;,5_) e di
S..

2. Determinare lo spettro dell’Hamiltoniana imperturbata JEIO, indicando la degenerazione di ogni
livello e una base di autoket.

3. Si determini al primo ordine in € la correzione al livello energetico fondamentale e al primo
livello eccitato. Si discuta l'eventuale rimozione della degenerazione.

4. Sia O = ata + )\S’Z, dove A é un parametro. Determinare il valore di A tale che [@, fl} = 0.

5. Calcolare [ﬁg,ﬁ } Utilizzare il risultato ottenuto per dimostrare che i risultati trovati al

primo ordine in € risultano validi a tutti gli ordini.
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Esame di Meccanica Quantistica del 15/11/2024

Esercizio 1. La dinamica di una particella di spin 1/2 & descritta dalla seguente Hamiltoniana:
H = al+; 2)(—; 2| + bl2) (5] — JH 204321,

dove a,b sono due parametri e |+;4) sono autoket di S; con autovalore +h/2.

a) Si fissi il rapporto b/a in modo che 'operatore H sia Hermitiano.

b) Si calcolino autovalori ed autoket di H.

c) Al tempo t = 0 lo stato della particella ¢ descritto dal ket [¢0(0)) = |+;2). Si determinino i
possibili risultati di una misura dell’energia, le relative probabilita e il valor medio dell’energia.

d) Si determini il ket di stato |¢(¢)) ad un generico istante di tempo ¢ > 0.

e) Calcolare la probabilita che una misura di S, at tempo ¢ dia —h/2 come risultato.

Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m che interagiscono in tre
dimensioni con Hamiltoniana
1 4 9 «
H = %(M +p3) — "
dove a > 0, » = r9 — r1. Nel centro di massa del sistema le due particelle hanno funzione d’onda
spinoriale normalizzata

¥ = afa(r)x1 + bfs(r)Y(0,6)x2,

dove le funzioni f,(r) e fp(r) sono normalizzate secondo

oo
/ r2dr |fa,b’2 =1
0

ed r, 0 e ¢ sono le coordinate sferiche del vettore r. Gli spinori x1 e x2 sono entrambi autovettori
normalizzati di S, con autovalore 0, dove S = S + So é lo spin totale. Si assuma che a e b siano
numeri reali positivi.

a) Si calcolino a e b sapendo che la probabilita di misurare S? = 2h2 & 1/3. Nei punti successivi si
assuma, che a e b soddisfino questa condizione.

b) Sapendo che una misura di H sugli stati ¢ fornisce sempre un risultato inferiore a —FE, /20, e
che (Y|H ) = —FE4/8, si determinino tutte le possibili funzioni fo(r) e fp(r). La costante E, &
data da E, = ma?/h?,

¢) Si calcoli 'evoluto 1(t), con ¥(t = 0) = 9 e si calcoli ((t) = ((¢)[22]w(¢)). Si mostri che ((t) ¢
periodica e se ne calcoli il periodo.

Integrali utili. Se ag ¢ il raggio di Bohr e R,¢(r) sono le autofunzioni radiali normalizzate per il
problema Coulombiano, definiamo:

Lngyme, = / drr®(r/a)? Rye, (1) Ring, (7);
0

vale 1170,170 = 3, 11707270 = —512\/5/243, 127072’0 = 42, 11707271 = 1280\/5/(243\/3), 12’07271 =
—20v/3/243, 5121 = 30.
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