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11OCOMPITO DI ESONERG DI ISTITUZION] DI FISICA TEQRICA
Proff. M. Lusignoli 2 A, Pugliese

1) Una particella di massa m gi ruove di mato unidimensionale ed é
soggetta all'azione del potenzisle:

Ux) = + Ug (5% <b)
Hx)= 0 (b¢x <a)
U(x} = + 00 (a¢x)
U(-x) = Uix)

Per quali valori di b e di Uy {70) V'autovalore minimo tdell'operatore
hamiltoniano, E,, e uguale ad U,?
In particolare, quale @ il minimo valore di U, per cui questa si pud

verificare?
Scrivere 1'sutofunzione caorrispondente normalizzata.

2 Una particells di massa m Sl muove in una dimensione.
L'energia potenzisle e

Uln) =+« (% < 0)
Blxy =+ 172 m we 2 {x 7
Alistante {=o la {funzione d'onda e
oo e 2 L e

U m wow 2 %

¥ixols ——— y) ( — X ) ,8
\h—; mx W,
;

) Determinare i poseibili risultati di una misurs dell’energia e le
relative prebsbilits.

b} 51 supponga che &ll'istante = éuf i1 potenziale venga
madificato "¢tantaneamente”™ e diventi:
U0 = 172 m w2 %2 S
Se si effettua uns misura di energia ad un tempao t successtvao, con
quali probabitits si possono ottenere i risulisti precedentemente
determinati {v. domanda (a) }?

c) Facolattivo: o
Calcolare { =2 Y infunzione del tempeo per 0Kt <

(7Y
a
Folinomi di Hermite:
H,.J () =1
H1(><:| = 2y

Hplx) = dx2-2
Hlx) = Bxo-12%
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12 COMPITO DI ESONFRO DEL CORS0 SERALE DI ISTITUZION. D1

Prof. G. Martinelli

£s.n? |

{ 1ivelll di energia di un sistema di oscillators fermionici un!dimen_s.iong\li
d1 spin 179 (5= % k/2) in presenza di un campo magnetico esterno B=Bz

sono dati dall‘espressione:
€ =hvin+1/2) + jiB

conn=0,12,.. e 1l segno ¥ st riferisce al caso In cuf lo spin sia
orientato lungo la direzione del campo magnetico o nella direzione opposta
rispettivamente.

Determinare nel caso non degenere:

1} la funzione di partizione canonica

2) L'energia interna e 1l calore specifico

3) La magnetizzazione (M=KT @ InZ) nel limite di piccolo campi

magnetici. 9.5

Es. n? 2

Sia dato un sistema di bosoni 1iber in due dimensioni contenuti in una
scatola quadrata @i lato L.

1) Calcolare i1 potenziale chimico fn funztone della temperatura

2) Dimostrare che non esiste 1a condensazione di Bose.



. Compito di escnero di Istituzioni di Fisica Teorica
Y28 -1-83

‘b
i
1]

1) Si gbbia wn cilindro , di altezza L e base 4, contente

N molecole di wn gas classico monoatomico, determinare il
numero N; e N, di molecole con 0 < 2 < L/2 e ‘
I/2 < z ¢ L wrispettivamente. Determinare la distribuzione

in velocita delle molocola.
o W- ‘

2) Determinafa il povenziale chinico alle zero assoluto

di un gas;df?fermioni in un_?olume V applicando la rela- )
zione relativistica tré energia e impulso ¢ :..Jq;fﬁrjffﬁgl -me”
In quali condizioni gli_éffefti rela%iviétici sono troscuo-

rabili®

SRR I Y
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Compito di-csanefa Gi Istituzicni di Piciea Teorica
1L - 4 - 83

1) Si considopi il ceguente potenziale:

U(x) = U, x{ -a

U(x) = ~U, -3 L% < 0

Hx) =0 x>0 o
Peternivare per quali valowi di U, esiste wic stato géx
con ¥ = @, In che sasg questd & enche 1o stato Tondamentale

Cel sistemg?

2} Tne particells éi TASEO W e imcersn nel potensisle gell'o-
0

S2illaverce crmonies 4i pulsazionew

i #aponde che lo sigto
&oils pavticells 2 T sovranpesicions Cai Prini due livelil
—— L amedd
Lo AL T s — - .
REEREGL o B 34w, ohiz p(C) 5 0 0 3 ¢) > C, deteruinaras
s .--;"'"! ll 1



1,

Un gas perfctto di N particelle identiche'di spin § in un volume V, &
imaerso in un canpo magactico B in modo tale che 1thamiltoniana di ogn
particella & B 2 '

H_’E'-"é;-r

%= (oa)

1i gas & ad alta %emperatura e bassa densitd, e quindi si pud usare
ligpproessinazione claoeica, ' :
a) Calcolare il ealove specifice 2 velume costante, Cyo

» solltenséntle ‘danonico,

(1)

R

- raliFQ

(2)

Q)'CaJPQJare:ii valore medio. di g,

Hota: Si <enea Mesante che
' B

cosko B ¢ aimbha . G

7 cle & nulle por X <o m'entr-e'_per X>o0 &
2go liasse o, Una particella elettricaménte neutr:

Lo

d =]
e ¢i cpin % ha, in cucate campo 1'hamsltoniana ¢

o
H = %ﬂ-‘ i Bo, X5 0
2
H = E- X<o0o .
-  2m -
81 supporgs clic il mote della particalis avvanga lungo l'asse x, e che
Mingd Iz porte cpovisls deliz funcione dfenda dipenda solo da X, €
non da y & =, e si assva Dopuld , ove © & l'ensrgia della particella,
a) Scrivere tl'ojvanicne i Lrhrddinger indipendente dal tempo per la
parie ssaziale (elia foncicne d'onda, roi due stati di spin ( # %*
lungo i1 camsc)
b) Determincre il coefiiciente di riflessione dal campo magnetico, .-
Per stoti staricnani che corristondeno a particelle provenienti da

X B o~n , nel die stati G2
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Compito di esonero di Istituzioni di Fisica Teorieca
. L-6-83
I) Un elettrone di spin 1/2 ® immerso in un campo magnetico
che giace nel piano x z e £ un angolo di 60° con l'asse z.
Sayem Trascurando il moto orbitale , sapendo che all'istante
iniziale una misura @i 8, dh con certeeza il valore -l/?, deter-
/minare in funzione del tempo la probabilith di.ottenmere il valore
+1/2 in una misura i s, 8, +I1 sistema ritorna alle stato ini-
t ziale? Se si per qualz valori ai t 2

IT) Due. particelle identiche d; Bpln 1/2 hanno la seguente

hamlltoniana: A
i é\, o -'_é‘ .pl Rt 5 S
: = ot S tRw (z} — T, )

(oscillatore armonico tridimensionale)
“Determinare le autofunzioni deilo stato fondamentale e del

A

A
primo livello eccitato. Sono autostati di s* ( S 8, + 8, )%

Se si con quale autovalore?



¥

CONPITO DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
10 - 12 ~ 83

1) Un gas classico di N particelle con carica elettrica g & conte-

2)

nuto in un cilindro di altezza I e raggio di baseR., Il gas
immerso in un campo elettrico radiale di modulo costante E, ed

& sotttoposto alla forza di gravitd diretta lungo l'asse del ci-
lindro., Determinare 1la densith delle particelle in funzione della
pésizione; determinare il numero di particelle che si trovano

ad wna distanza compresa tra r e r+dr dall'asse del cilindro e

il numero di particelle che hanno un'altezza compresa tra z e z+dz.
Determinare la: pressione media 8ulle basi del cilindro.

IEEE N

51 trascuri ltinterazione elettrostatica tra le particelle.

vrry ok A

a x>

Un gas bidimensionale @i K elettroni & immerso in un debole cam-
po magmetico H uniforme. Determinare in funzione della tempera-

tura e al I ordine in H il potenz1a1@ifh1mlco ¢ il momento magne~
Lo r*vl-"{ [

tico medio del sistema, ILa (momento magneticoe di un elettrone

nella direzione del campo magnetico 2 + X , ed S & 1l'area del

sistema. se N/S = 10" particelle su cm® e o = 407%° “9 [ otryfrol

per quall valori di He T il primo ordine in H & una buona

Y

apprOBSlmazlone9



1)

2)

¥

PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL 13/12/83

Siano N particelle di spin 1 noninteragenti fra di loro per le quali i
livelli di energia sono (-, €).
Calcolare llenergia interna e il calore specifico nel limite N)1
e nelle regioni.
a) £y 7
b) 1 5> €

Discutere i risultati confrontandoli con quelli che risulterebbero se

la statistica fosse Maxwell- Boltzman,

(U

Una particella di massa m, vincolata a muoversi in una dimensione,
soggetta ad un poten21a1e di oscillatore armonico e ad un campo di

forze costantl, cosi che la sua hamiltoniana &

A A A
H=H, +H

1
2
"_P 1 F I ]
H, = > + 3 mx W
4
H1 = mgx

Considerando il termine ﬁl come una perturbazione, si calcolino le
correzioni agli autovalori dell'energia al 1® e al 2° ordine della
teoria delle perturbazioni,

Determinare poi gli autovalori e le autofunzioni esatte del-

. A
1'hamiltoniana H e confrontare il risultato del calcolo perturbativo

con il risultato esatto,



2”PROVA DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL 30/1/1984 .
A.A. 1983~1984 - Proff. Lusignoli e Virasoro

1) - Nel sistema di quiete del baricentro, due particelle identiche di
' spin 1/2 interagiscono fra di loro con una forza elastica di richia
mo e l'hamiltoniana &
o= 2.1
2p 2

- -

(r = ry - r,, coordinata relativa; P = B & 12 massa ridetta).
2

Determinare autovalori ed autofunzioni dello stato fohdamentale e
del primo stato eccitato e il loro grado di degenerazione.

2) - Schematizzando il nueleo di uno ione ldrogenoide come una sfera
di raggio L 10713 cm e densitly di carica costante 9 =
=3Le %U’o*") » i1 potenziale a cui & soggetto ltelettrone &
i)
3 1e [ 1 (L ‘] le*
Flz-=2={1- % -V} - L€ r-t,
U= -2 {1 3(E) o0 - 2 9treny

thsiderandé come una perturbaziene la differenza fra U(r) e il pe-
tenziale di un nucleo puntiforme si calecaline le correzieni (al
primo ordine) agli autovaleri dell'energia del livello fandamentale
e del primo livello eccitato. (Si tenga presente nei calcoli che
2@41 << 41 ), dove a~ .53 1078 cm & i1 raggio di Bohr),

Dire se la perturbazione elimina qualche degeneraziene del sistema
imperturbato e discutere 1e ragioni fisiche del risultato.

N.B. - 3i trascurino tutte le correzioni relativistiche.

3) - Un elettrone in un ateme di idrogeno & in uno stato tale che una
misura dell'energia e del momento angolare orbitale di con ceertez-
za i risultati

2

E
-Ez = 2452

Richiedendo che la probabiliti di trovare 1'elettrene cen

- JE_ £ (f < sia massima, determinare 1la funzione d'onda.

= E, = « 13.6 ev
L

.r_-':[

Formularie: autofunzioni dellfatiemo di idrogeno

-zr
Yoo = fz? e > 2 Y., (®
! i zr
Yoo = !fza (4_ rYe e 3 Yoo (P 0)

'gos !

L.PZH“ = J—ij ..‘_
ga® {3

e [8,¢) sono armoniche sferiche normalizzate.

-Lr
¢ % Y'!m {ﬁ'\t")

aff By

Autovalori imperturbati. -

E: - . 1le

10 m?
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COMPITO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL 2§£6£1284

AJA, 1083-84

1) Un gas-perfetto monoatomico classico composto da N atomi di massa *m a’

2)

temperatura T & racchiuso in una sfera di raggio Rs Il gas & sogeetto
ad un campo gravitazionale uniforme e 1'hamiltoniana di singola partiaei .
cella & Pz

H= _L .. 4 -

5 myaz
5i calcoli:; '
a} il calore specifico del sistema e i suoi andamenti per T-o e per
T » oo

b) la pressione media sulla superficie della sfera

c) la densita e la pressione in funzione della quota z,

Una particella di massa m e spin 4 & racchiusa in una sfera impenetrabiX:
le di raggio R, .

Quanti nunmeri quaﬁtici occorrono per caratterizzare gli autostati dellle-
nergia? Qual'e® il grado di degenerazione di ogni livello?

Supponiamo che untaltra partiéella, identica alla precedente, sia an-
chiessa racchiusa nella sfera,

Limitandosi agii stati nei quali entrambe le particelle hanno momento an-
golare nullo rispetto al centro-della sfera, calcolare i livelli ener-
getici ed il grado di degenerazione dello stato fondamentale e¢ del pri-
mo stato eccitato,

S8i supponga infine che le due particelle interagiscanoe fra di loro con
il seguente potenziale

-
vead,-3

-> 3
dove G, e
il calcolo della precedente domanda per questo caso,

sono gli operatori di spin delle due particelle, Ripetere
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SECONDA PROVA DI ESONERC DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL

15 Dicembre 1984 - I Semestre A,A, 84-85§

Proff, Lusignoli e Tombesi

1) Lo stato di un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazic

2)

¢ alltistante t=0 & definito dalle seguenti proprieta:

a) una misura dell'energia pud dare; i due r'is.ultati E°=§{woppure E1=%—J
ciascuno con probabilita 50%;

b) il valore medio di p & nullo;

c) il valore medio di x & positivo,

Scrivere la funzione d'onda al tempo t» 0 e calcolare x e p in funzione

del tempo. :

Allt'istante ©= % viene "istantaﬁeamente" modificata la pulsazione &J
che diventa w’:Bw per t >¥ : facendo una misura dell'energia a t,_> T,

quali sono le probabiliti di ottenere i risultati 1w e%‘f{r..)?

Una particella di massa m si muove di moto unidimensionale soggetlta.

al potenziale © e olxzoo
-~
ch)‘-"* - ﬁmwzcx.—q)z' hua. ~ > Ol

Ux) = UEX)

Spiegare qualitativamente perché l'energia dello stato fondamentale di
guesta Hamiltoniana soddisfa la relazione o< Ea‘-'s"_hw

Per quali valori di a %0 uno degli autovalori dell foperatore Hamiltoniane
& uguale a %ﬁu?

Scriverne quindi la funzione d'onda normalizzata,



1)

2) a)

b)

51

19

TERZO ESONERO DI ISTITUZIONTI DI FISICA TEORICA DEL 26 GENNATIO 85

Proff, Lusignoli e Tombesi

Lo stato di una particella di spin zero & descritto alltistante
t=0 dalla funzione d'onda

-LP (x, v, z-;..t-O) .,_f(ﬂ)._ (1 + Eixﬂ_)

Ve

dove )
r = x2+yz+z2 e J'dr rZ‘ f(r)lz -1
_ (e}
a) Quali risultati si possono ottenere facendo uns misura di Lz

b)
e)

d)

(terza componente del momento angolare) e con quali probabilif

Stesse domande per una misurs di Lz.

Supponendo che l'operatore hamiltoniano sia H=gl..z scrivere
la funzione dtonda per t)> 0,
Calcolare, in funzione del tempo, i valori medi delle tre

componenti del momento angolare I-‘x(t)’ zy(t) e zz(t).

Dette |1,+1> s 11,05 e | 1,-1> le autofunzioni simultanee

degli operatori 52 e Sz per una particella di spin 1, si co-

2 2

struiscano le autofunzioni simultanee di 52, 52, 5" e Sz

1

{dove S=$1+Sz) per un sistema di due tali particelle,

Se le due particelle sono indistinguibili, formano un sistema

isolato ed interagiscono fra ¢i loro con una forza attrattiva

.dipendente solo dalla distanza relativa, quale pud essere lo

spin totzle del sistemc nel livello fondamentale? Quale & il

grado di degenerazione del livello fondamentale?

Se nell'hamiltoniana & anche presente un termine di interazione

- -+
Bpin-spin, V=A Slo g2 come 5i modificano le risposte alle doman-

de del punto b) per A>0 e per A< 07

ricordi che S2|s, 5§ 7 = \/(s+sz)(s-sz+1) |5, Sy12>



1

2,

3e

PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
del 24/6/85 - A.A, 1984-85

Si consideri un sistema costituito da N oscillatori armonici tridimensiq~
nali isotropi,quantistici;distinguibil%?non interagenti tra loro e in e~
quilibrio termico a temgaratura T, - ' ‘ .
Determinare a guale temperatura 1a probabiliti di trovare un oscilldtof;
re nel livello fondamentale & uguale a quella di trovarlo in un qualsia-
si stato del primo -livello eccitato, o ;

Una particella di massa m & confinata su un segmento Oé)CQL_ sul
quale si muove liberamente, 5i an chie la misura 'della sua energia pud
dare i valori del primo livello (fondamentale) E1 e del terzo livello "

E3 e che il valore redio del quadrato dell'impulso &

< ¢P2> = 5 Kz !! 2‘ o
2 :
L

Si sa inoltre che al tempo t = o la probabilitd di trovare la particel-
la 21 centro del scgrmento & la minima possibile per un tale stato,
Calcolare dopo quarnto tempo 1a probabilit%_diatravarg,la particella al

centro del segmento & diventata niassima,

Una particella di spin 1 si trové ailtempo t = o nello stato con spin
+4 lungo llasse Z., Essa & soggetta ad un'interdzione magnetica del ti-
po . L . . ' ;

H=K A (cosl S+ AN 5})

(A e o costanti, 6—x,y sono le matrici di Pauli), Si calcoli dopo
quanto tempo la componcnte lungo 1ll'asse Z dello spin & -4,




\
COMPITO SCRITTO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
=i 2al SURITTO DI ISTIT
del 18/9/85 -~ Sessione autunnale

1} Un insieme di fermioni di spin % non interagenti, la cui energia

2)

in funzione dell'impulso & data dalla formula Ep=Af& s5i trova al-

lo zero assoluto in un volume Ve
Si calcolino:

a) l'energia di Fermi EF

b} la costante o definita da Um o{NEF dove U & llenergia

Un fel‘mione di Spin S='% e massa m, descritto al tempo t=o0
; s 55
. o Rer ( )

si trova in un campo magnetico uniforme B diretto lungo
Y

Spinore

e la corrispondente Hamiltoniana &
_ _ R
H = jL_ + E; Gszs
awm
dove g & una costante,
a) Quali sono i possibili risultati di una misura di G, al

t=0, e quali le rispettive probabiliti?

b) Qual'é il valor medio dell’energia al tempo t=07%

interna

dallo

1'asse

tempo

c) Quale sara lo spinore che descrive lo stato della particella

dopo un tempo t= Tl k /@%B‘a) !



I° COMPITO DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA -_11/1 g 5§

Prof, A.Pugliese e M Lusignoli

Si abbiano N Particelle non interagenti di spin 4 vincolate a mioversi i@
un piano, in una regione di area A,

La reiazione fra impulso ed energia di ogni particella &

E=& 1/‘;3‘2-1- Py2+ mzﬁz - me? (1)
1) Supponendo che sistema sia allo zero assoluto, calcolare

a) l'energia di Fermi

b) 1l'energia media per particella, U /N

c) la "pressione" P (forza per unitd di lunghezza del contorno},
Discutere la relazione fra l!'energia 1}' ed prodotto PA, in

particolare nei limiti di bassa ed alta densitd del gas,

2) Si consideri il sistema nel limite classico (alte teniperature e basse
densita):
determinare
a) la funzione di partizione nell!ensemble canonico
b) llenergia media per particelle “J /N
¢} la "pressione " P

Anche in questo caso, discutere la relazione fra U/ e PA,



1)

2° COMPITO DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL

14 DICEMBRE 19835
Proff, A. Pugliese e M., Lusignoli

Lo stato di un oscillatore armonico unidimensionale & una sovrappo-

- 31z1one dei due autostati dell'hamiltoniano corrispondenti agli

2)

autovalori pid bassi,

Alltistante t=0 si ha

1) x> 0;

2) p=mwiX.

In quali istanti t successivi l'equazione (2) sarid nuovamente
verificata? E per quali t sard invece p=mwXx?

Sempre valendo l'equazione (2), per quale valore dell'energia
media dell'oscillatore si ha che x(0) assume il massimo valore
possibile?

Questa richiesta & sufficiente a ceterminare completamente

lo stato?

Una particella di energia E si muove di moto unidimensionale ed &

soggetta all'azione di un potenziale

U(x]=CI%S(x)+S(x+F,)J (E;g)

Esistono valori della distanza [} fra le due barriere tali che il
coefficiente di riflessione di questo potenziale sia nullo?

In caso affermativo, determinarli,



a——

3 compito di esﬁnero (1 - 2 -~ 1086)
Istituzioni di Fisica Tecorica
(prof. Lusignolj e Pugliese)

1) Due particelle identiche si attraggono con un potenziale di tipo

coulombiano . 4

V(“[’ ! 12 = - a li;-:!;,

Determinare autovalori e autofunzioni dellthamiltoniana per fermioni di
spin 1/2 e bosoni di spin 0, (8i consideri solo lo Spettro discreto del
moto relativo,)

2) Una particella di 5pin 1/2 & vincolata a muoversi sullaﬂfﬁperfioie di
una: sfera di raggio R, ed & immersa in un campo magnetico B = (0,0, B);

la sua hamiltoniana & quindi : Ay " ‘) -3
4 ? <
- . S - t18/).8B
H = 1¢KR1‘( ﬂﬁ (¢

Inizialmente la particella & in uno stato con 1 =« 1, J=1/2, Jr= +1/2,
Determinare in funzione del tempc 1a probabilit) di trovare la particella
con J=1/2 e J=3/2 riSpettivamcnte. Determinare inoltrq¢ Seﬁpre in funzione

del tempo, %ﬁoggibili xx¥x risultati di ung misura si.c e §, ¢ele rispettive
probabiliti, (J momento angolare totale),



i.

2.

T I Wk o T A it e ST e n L T iy e i T et § a2 . K PR

!,? I .

te omma o E—
T .

PROVA SCRITTA EI ISTITUZIONI DI FISICA TRORICA
cel 16/6/86 -
{ :
Due particelle ¢i spin 3 sono vincolate a stare sul segmento O ' X< L.

le cue particelle si - respingono con un potenziale v(xl, x )-) ‘rt *

8(¥r~

Determinare i livelli energetici, le corrisponcenti funzioni ¢'onda

e la 1oro aegenerazione per A =0,

Determnare inoltre al pr:i\go orcine in )’\ la correzione al Y e IT livel-
lo energetico; discutere la‘z dt:generazione c¢ei livelli, A quale conclizio;-

ne ceve obbecire X perché il primo orcine perturbative s:i_.g_ accettabile?

1

Sia un gas ¢i ¥ particelle; con hamiltoniana ci singole particelle

2 2 2 2., 2
Em Px_ 4 Py” 4 P2t k. (T4 y%) 0 £z gL
2m 2m 2t 2 /

Calcolare la funzione ¢i partizione nella regione ¢i teuperatura

KT LHwW w;-,/:;.;\

(cioé nella regione guantistica),.
a) Calcolare il calore specifico a L costante ec il suo limite
per T =2 0O

b} Calcolare la forza esercitata sulla parete z = L,



L . -

1Ie COMPITO LI ESORERO BI ISTITUZIOWI DI FISICA TEORICA DEL 19/12/86
' Proff, G, Altarelli e i, Lusignoli
Un oscillatore armonico liacare di massa m e pulsazione &) 81 trova a!

_tempo t=0 nello stato
T : m ) 2

-

Yoz A (5-/%x) e 2k

Determinare:

a) il valore mecio welllenergia

L)} Dopo guanto tempe lo state cel sictema civiene per 1a prima volta

yn =B (3+(5Ex) & EF*

c) Il valore medio di X in funzione del tempo

2

C) Se alltistante tﬂ%ég—" il potenziale cambia istantaneamente ca
2 2 . .
1m es? 2 a -?;- m L X » ruale sard la probabiliti ac un istante
r

successivo ¢i trovara ll'energia Celltoscillatore & —g— %&J
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PROVA SCRITTA DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
del 177373'7--: - A AT1985-87 |

Due particelle identiche - di spin ¥ e masga m sonn vincolate a 
nuoversi in una dinensioﬁe'"I'Hamiltoniana A ' '
Z
e B . b 4 -
w %«*awmw(x IS TS REATICELNS
a8) Determinare gli autnvalori e le autofunzioni di nel sistema del .

bharicentro.

b) 51 discuta la degenerazione dei livelli per %}ﬂ.o < % +o

2) Un gas perfetto classiro & composto da N particelle monoatomiche

di massa m non interagenti tra loro. Le particelle sono vincolate
a muoversi su di un ‘pidno e 1'hamiltoniana della singola parti-
cella & - o . o 2

Hew 5 P2 + Y

2w, 0 |

( r & la distanza di una generica particella dal centro dellaﬂfotih)
I1 pas si trova fﬁ“equilihrio' alla temperatura T ed » confinate
all'interno di una corona circolare di raggi R e ¥2' R e centro
nel centro della forza,
Calcolare

1) il valore medio di r2 in funzione di T 5

2) I1 calore specifico nel limite Ai alta temperatur"a (T’})’ @kk,. )
B



2A

PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA

-

dell’'1/2/1989

1)

Una particella neutra di massa m, spin S=1 e momento magnetico K =g s e
sottoposta ad un campo magnetico uniforme B diretto lungo 1'asse y.
Lo stato al tempo t=o & descritto dallo spinore

. = >
Koo (%

YT, 5= Ae .

-

dove K ed T sono rispettivamente il vettore d'onda ed il vettore posizione
della particella ed A 2 una costante di normalizzazione. \ :
Determinare i possibili valori di una misura di S, e le rispettive probabilj
al tempo t=o., :

Serivere 1'eveluzione temporale dello stato e la probabilitd in funzione del
tempo di ottenere in una misura di S 1'autovalore +

Dopo quanto tempo la probabilita di attenere S,= ++& & uguale a quella inizi
le? '

2)

Un gas di fermioni di spin ¥ in due dimensioni, contenuto in un recipiente
quadrato di lato L ha una temperatura di Fermi Tg.

—

a) Calcolare il potenziale chimico in funzione della temperatura,
b) Calcolare per quale temperatura metd dei fermioni hanno una energia
maggiore dell'energia di Fermi ‘E;:-
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PRIMO COMPITO DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA

dell'8/4/1989 A.A. 1988-89
Proff.: M. Lusignoli, A. Pugliesge

Si abbia un gas perfetto di N particelle racchiuse in un volume V,
La relazione fra energia ed impulso di opni particella & 1la seguente:

CE®= cpo log (142 ) | [ VeR+of+el ]

Po

A) Counsiderando il sistema come un gas classico di particelle senza spin,
calcolarne la funzione di partizione nell'ensemble canonico,
Mostrare che esiste una temperatura massima possibile Typer questo si-
stema e determinarla.
Calcolare poi, per T < T

M l'energia interna ed il potenziale chimi-
co del gas.

B) Considerando il sistema come un gas quantistico di particelle di spin
%, determinatne-nel'limite di T3>0 °K 1'energia di Fermi e 1'energia
interna.

C) Discutere il limite Per povromper i risultati ottenuti in A) e B)

D) (Facoltativo)

Considerando il sistema come un gas quantistico di particelle di spin inter
discutere se per esso si verifica 0 no il fenomeno della condensazione

di Bose-Einstein. :

Formulario:

Per a 7 -1 e b< -1-a si ha-
[omy =]

)dx x@8 (l+x)b= [ (as1y [~ (-a-b-1)
[ (-b)

dove [ & la funzione di Eulero:

[ (n+1)= n [ (n)=n!
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COMPITO DI ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
del 20/6/89 - A.A; 1938-89

1) L{hamiltoniano che descrive 1'interazione di due particelle identiche dt

magsa m e spin % nel sistema di quiete del loro baricentro &
] 2 7 2
Hem+zma®r” + 24 L.

dove Pz sz-l-Pyzd-Pzz ?-x +y +zz, 2 © sono gli operatori di momento
anpolare orbitale del moto relativo e ? 31 + Qz quetli dello spin’

totale,

Determinate per lo stato fondamentale e per il primo stato eccitato gli

autovalori dell'energia, il loro grado di depenerazione e le autofunzio-

ni, sapendo che +« % R <A<+ 1 Yoo
4

Facoltativo:
Supponendo A > 0, calcolare le correzioni al primo ordine perturbativo
apli autovalori determinati in precedenza determinate dalla presenza di
un ulteriore termine nell'hamiltoniano:

v= X (L, *+2s).

2) Si consideri un pas perfetto classico di N particelle a temperatura T :
sottnposte ad un campo esterno di forze.
L'energia di sinpola particella &
€ = %; + br

con b> 0, Le particelle sono vincolate a muoversi all'esterno di una

sfera di raggio R e centro nell’origine,

a) Calcolare la funzione di partizione nell'ensemble canonico:;

b) Calcolare la pressione esercitata dal pas sulla'superficig della sfe~
ra anzidetta;

¢) Calcolare 1'enerpia interna del pas;

d) Come- =i comporta il calore specifico per témperature molto magpiori
o molto minori 4i b.R?



12 Esercizio _

Si abbia un gas perfetto di N particelle di massa m racchiuse in un cong di
oltezza 1, raggio di base R, con vertice nell'origine e come asse -il
semiasse 2>0, soggette alla forza.peso. 11 gas & mantenuto all'equilibrio s
temperatura T. o . | _ :
Considerandc 11 sistema come un gas di Boltzmann, calcolare l'energia
libera di Helmotz.

Calcolare I'energie . interna - del - sistema e discutere i limiti per
temperature molto maggiori e molto minori di mgl/k. ' o

2 Esercizic
Due “particelle identiche di spin 1/2 vincolste & muoversi in una
dimensione sono descritte dalla seguente Hamiltoniana:

dove
Ho= 057200 - 572 + 11 k(62 + 2)

e B & un campo magnetico diretto secondo I'asse z positive e le costanti
g € G sono positive.
Sapendo che 1o stato & autostato di Hq con autovalore 2w (w=vk7/m):

1) Scrivere le autofunzioni di H compatibili con questa informazione e
determinare i corrispondenti sutovalori.

2) Determinare quale di questi stati ha I'energia pil bassa, in funzione del
campo magnetico.

3) Determinare per quale velore del campo 1 stato di energia piu bassa
risults degenere. Qual'¢ il gredo delle degenerazione? :
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PRIMO COMPITO DI ESONERO DI 1STITUZIONI DI FISICA TEORICA
H SEMESTRE AA. 1989-90
Proff.: M. Lusignoli, A. Pugliese

1) 51 abbia un gas classico di N particelle di massa m non

interagenti soggette ad un campe di forze con energia

potenziale :
Vir)=-ar3 (con a > o)

¢ racchiuse in una corona sferica di raggt Ry e Ry (R;< R2). 11

sistema & un equilibrio a temperatura T.

Determinare I'energia libera e successivamente I'energfa {nterna
del sistema. _

Determinare, in funzione di r (distanza dal centro della corona)
12 densita del gas.

Determinare la pressione esercitata dal gas suelle superifici
interne ed esterne della corona sferica, discutendo in
particolare 1 1imit1 per temperatura molto maggiore di a_&-’; e
per T —» 0 °K, «

2) Si considerf un recipiente costituito da un cilindro di altezza
infinita e raggio R contenente al suo interno (appoggiato sulla
base) un altro cilindro coassiale di raggio R/2 e altezza £ (v.
figura)

o
|

supponendo di immettere nella zona compresa fra { due cilindri

.de! fermionf df massa m e spin 1/2 soggetti alla forza peso,

qual'e i1 numero massimo di particelle N Max 2ffinche allo zero

assoluto ta quota massima, di una particella sia uguale ad £ ?
Per N= Npmax calcolare i1 valor medio della quota df una

particella del sistema.
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
del 21/6/1990
Proff.: M. Lusignoli, G. Martinelli, A. Pugliese, P. Tombesi,
M. Virasoro |

-

l}

Sia date un gas classico Cﬂatltllltﬂ da N mulecnle nc-n mteragemt if
equilibrie g temperatura T cnntenutu m un volume V Le smgnle malecale
"1*3.“.“9 una struttura m*ﬁmﬁ tale che 1 enerma gi oununa di esse puo essere
3oriita come

f,n['f’” - LE:J .I.f 'n’Z[ w
1 m ' ' '

cann=0, 1, 2 . eo : L _
Determinare leﬂulgitl intetrna Ge} 0&s, la Sug pre smne e H puteuzmw
chimien.
Determinare anche it valore specifico @ oressione costante definita come
CP - (b AZ)
5 T P

23
Stoconsidering dee eletironi vincolati & mueversi sulls fl[pprf‘mmﬁ} ”na
sfera di raggio R e soggetti al sequente hamiltoniano

A 12 . -2 -3
Ho: malke‘ +{, tu« C.oy )

dove @ é cac-tante L= 44 +45' e il momenta angotare orhitale totale e

[, I X A

1 A .
5= 5y 4+ 5o @ daspin tolale. Verificare che f{ ¢ z; sGNG costanti del

moto Determinare le sitre co:.tanh del motao. -
scelti qli autovatori ( = {, = 1 ,scrivere ghi sutostati dell'hamiltonianc
in funziane degli autwﬂmn degh operatori precedentemente determinat).
Geterminare quindi gli  autdvalori dell'hamiltoniang e la relstive
degeneraziane,
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIOR! DI FISICA TEORICA
dell’11/9/90

! Meccanica Statistica

¥ hosoni di massa m in d dimensioni sono soggettt ad un potenzigle
attratiive i
YIN=mae? (2  dave
4.
':FE’Q :.E :“’:12
v f

La frequenzow e i temperature che ¢i interessano sono tali che fw <« T
in tal caso 51 pud trascurare )a discrelizzazione quantistica ge Hvelli e
considerare gli ascillators semiclassic o '

©) Inscutere qusle sard la dimensione di mimma aifinche cf possa essers
copgensgzione 91 Bose, S
23 Catcolare i1 funzione i N, T &0, avertughmente o irtegral

[N

i . Bl B IR T
2himensionall del LI0a

vare 1 Jipendenza ds

Meccanica quantistics

bue particelle identiche di massa m & spin 172 =i muovono @ moto
uridimensionale, soggette al potenziale dell'escillatore armonico e ad uns
debole interszione

Hoo = aom ol 4y ks

canA<c ], e Xy € ¥ coargingte delie particelle

1) Delerminare, in assenza di interazione (2=0 ) i primi due livelli
energetici, 1a loro deqeneraszione e le corrispondenti funzioni donds
{compresa 1a parte qi spin).

2) Determinare i tivelli di energia per xzoQ.-

3) {facoltativo): Dimostare che sviluppando al primordine in A si ottiene,
per 1 primi tre livelli, il risultato dj un calcolo perturbativo allo stessq
ardine in x |



PRIMA PROVA DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA

1° SEMESTRE Proff.: G. MARTINELLI, M.A. VIRASORO
del 19/11/1990

1 Esercizio

In un metallo di volume V 'energia degli elettroni nella banda di conduzione
e’ data da ¢ = Eg + p? /2m,; 'energia degli elettroni nella banda di valenza,
e’ data da € = p?/2m,. .

1) Determinare I'equazione che permette di calcolare I'energia di Fermi.

2) Calcolare il valore dell’'energia di Fermi a! di sotto del quale non i
sono eletironi nella banda di conduzione e spiegare il risultato.

3) Calcolare il potenziale chimico nel limite in cui il gas di Fermi non e’
degenere (cioe’ ad alta temperatura).

2 Esercizio

Sia dato un sistema di N molecole biatomiche la cuj Hamiltoniana unidimen-
sionale €’ data da

Pf Pg 2
H=m+%§+1‘((r1-—r;)/2 (1)

1) Calcolare I'energia libera, 'energia interna ed il calore specifico.

2) Calcolare le medesime quantita’ nel caso quantistico in cuj Penergia di
un oscillatore armonico unidimensionale €' data da En = hv(1/2 + n), dove
v €’ la frequenza caratteristica dell’oscillatore.

3) Studiare il caso 2) nel limite di alta temperatura e confrontarlo con il
risultato del caso 1).

Suggerimento: utilizzare il sistema di coordinate del centro di massa e
della distanza relativa.



PRIMO COMPITO DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
(CORSO SERALE) 19 gennaio 1991 (prof. M.Lusignoli)

1) Si abbia un sistema di N oscillatori armonici bidimensionali non interagenti in
equilibrio alla temperatura T. I Livelli energetici di ogni oscillatore sono dati dalla seguente
formula: ’ '

€n =(n+1) hv

conn =0,1,2,... ed a ogni livello corrispondono n + 1 stati indipendenti.
a) calcolare I'energia media del sistema; A
b) caleolare il calore specifico e discuterne il limite per alte temperature (kv < kT).

2) Si abbia un sistema di N particelle di massam e spin § dotate di momento magnetico
@ in un volume V e a T= (°K. In Presenza di un campo magnetico B Penergia di ogni

particella ¢

p?
e(p,0) = om caB

con o = x1,

a) determinare il minimo valore del campo magnetico B, Bynin, affinché la magnetis-
zazione sia uguale a Na; |

b) per B > Bmin determinare Penergia media per particella ¢ la pressione.
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3 Compito di esonero del 30 maggio 1991 di
ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA - corso serale

1) L’'Hamiltoniano di un rotatore sferico immerso in un campo magnetico diretto

.H — = + pBL;
2I

All'istante t = 0 lo stato del sistema & descritto dalla funzione d’onda,
P(0,4,t = 0) = A (cos 8 + sin 8 cos ?)
(con A costante di normalizzazione),

Determinare, in funzione del tempo:
a) il valore medio di L,;

b) la probabilita di trovare il rotatore nell’intervallo:

T T
Z <o Z
4< <34
™ T
-Z<¢<+Z

2) Due particelle identiche di spin i e massa m sono vincolate da barriere di poten-
ziale infinite a muoversi sul segmento 0 < z < L. Determinare gli autovalor; e le autofun-
zioni corrispondenti ai primi due livellj energetici e discuterne il grado di degenerazione.

Supponendo che sul sistema agisca inoltre una perturbazione
L L
¥ =BS8,-8,+VL 6(z, —§)+6(z‘2 - '5)
(dove S; sono gli operatori di spin della i-esima particella e 6(x) & la “funzione” di Dirac),

calcolare, al primo ordine nella teoria delle perturbazioni, gli spostamenti dei primi dye
livelli e discuterne il grado di degenerazione,



Seostho MP—M
AF /C /1974
3t

1. Esercizio

Un gas classico costituito di N particelle di massa m e’ posto all'esterno di una
sfera di raggio R. Le particelle del gas sono soggette al potenziale:

V(r) = aff (L1)

Determinare:
i} L'energia media ed il calore specifico nei limiti T — 0 ¢ T — oo0;
ii) La pressione sulla superfice della sfera e studiarne il imite per T — 0 e T — oo;

tii) Il numero di particelle per unita’ di volume in funzione di r. ~

2. Esercizio

Due particelle identiche di massa m e spin 1/2 son descritte dall’Hamiltoniana:

2 2
_h P2 _f_{__.__.z
H= 2m+2m+ 2(?1 72) (21)

Discutere tutte le proprieta’ di simmetria del sistema ed elencare le corrispondenti

grandezze conservate.

Trascurando il moto del baricentro, determinare gli avtovalori dell’energia, 'eventuale
degenerazione e tutti i numeri quantici dello stato fondamentale e del primo livello

eccitato.

Se si introduce la perturbazione:
V = gy — 72) - (51 ~ 52) (2.2)

quale delle simmetrie di H viene rotta?

Quali sono gli elementi di matrice di V diversi da zero nel sottospazio di Hilbert

che contiene lo stato fondamentale ed il primo livello eccitato 7

Determinare la dipendenza da g degli autovalori di # + V in questo sottospazio.
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Seho A1 /9 J1551
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1. Esercizio

Un gas bidimensjopale ¢’ costituito da N oscillatori armoniei indistinguibili di spin

Determinare I'energia di Fermi e Penergia media di un osecillatore a T=0

i) nel caso di oscillatori quantizzati

ii) per oscillatori classici ( nel senso di considerare continuo lo spettro dell’energia)
Per quali va.lon di N ¢ w Peffetto quantistico e’ irrilevante 7

Nota Bene 30 k% = n(n +1)(2n + 1)/6.

2. Esercizio

L’Hamiltoniana di una particella di spin 1/2 in tre dimensioni ¢’ data da:

mw?i?

ﬁa.
H= ot b (2.1)

La funzione d'onda all'istante iniziale e’ data da:

¥ = o() X X5,24112 (2.2)
dove X, 4172 €' lo spinore corrispondente all’autovalore di §,, S, = thi2e:

mw

(2.3)

Yo(f) = —\/’=(—“*-)3"4

Determinare ad un istante ¢ generico;
i) La funzione d’onda del sistema
ii) i possibili risultati di una misura deil’energia € le relative probabilita’

iii) i possibili risultati di una misura di 52 e j,, 7 essendo il momento angolare
totale.

Formulario:

Yoo = 1/VAx Yy = /3/4x cosf (2.4)



QESTS

33

1"Fl.l = "\f3/8‘ﬂ' sint?e‘"" = -—Y‘l‘.—l )_’2'0 = 4 ’5/1611‘ (360829 _ 1)

Vo1 = —,/15/,?# senfcosfe™® = Y7 | Vi35 = \/15/32r sin?6e?é Yo,

Le prime autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale sono:
Up = (mw/'n;h;:‘-e_"ﬁ
U = VU,

U - 1/v2(2€ — 1)U,

con § = 1/@/&3. '

R m— s o, s s et e e — e 4 e L

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
(2.9)
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA - (prof. M.Lusignoli e A.Pugliese)
Secondo compito di esonero (del 16 dicembre 1991)

1) Un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w si trova in

uno stato tale che il valore medio dell’energia &

3
< H>= ihw’

lo scarto quadratico medio ¢ dato da
1 .
<(H- < H>)>= E(ﬁm)’,

ed inoltre una misura dell’energia non pud dare un risultato maggiore di 3hw.

a) Quali risultati si possono ottenere facendo una misura dell’energia, e con quali proba-
bilita ?

b} Scrivere il pili generale vettore di stato compatibile con le informazioni suddette.

c) Sapendo che all’istante ¢t = 0 il valore medio dell’operatore di posizione z é il massimo
possibile, determinarne il valore ad un istante { > 0 generico.

d) Determinare in funzione del tempo il valore medio dell’operatore quantitad di moto p.
p

2) Una particella di massa m & vincolata a muoversi in una dimensione soggetta

all’azione di un potenziale {buca rettangolare):
V(z) =0 (per [z| > a)

Viz) = -V, (per |z| < a)

a) Quale deve essere la profondita della buca Vj, data la larghezza 24, perché il primo
livello eccitato abbia energia E; = —% Vo ?

b} Se la particella si trova nell'autostato dell’hamiltoniano corrispondente al primo livello
eccitato, qual’e la probabilita di trovarla facendo una misura della sua posizione nella
regione classicamente proibita ?

¢) L’energia del livello fondamentale E; obbedisce evidentemente alle condizioni:
1
-V < Ey < Ey =—§Vc-

Determinare per Ep un limite superiore ed uno inferiore piu stringenti dei precedenti.

d) Quanti sono gli stati legati di questo hamiltoniano ?
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA - (prof. M.Lusignoli ¢ A.Pugliese)

Terzo compito di esonero (del 30 gennaio 1992)

1) L’hamiltoniano di una particella di spin 3 ¢ massa m vincolata a muoversi sulla
superficie di una sfera di raggio R &

L2 2w
H= SRl + ——ﬁ-L-S.

All'istante ¢ = 0 lo stato della particella & rappresentato dal seguente spinore:

$(t =0) = Y1,0(6,¢) x+ .

a) Determinare l'evoluzione nel tempo dello stato .
b} Determinare in funzione del tempo la probabilita di trovare la particella con §, = —
ef < 1.

L

2) Due particelle identiche di massa m e spin % si muovono di moto unidimensionale

e sono vincolate da barriere infinite di potenziale, in modo tale che la loro distanza non
puo superare a e la coordinata del loro baricentro & 1”—"2?—’1 < L.
a) Considerando solo gli stati per i quali Penergia del moto del baricentro & la minima
possibile, determinarne autovalori ed autofunzioni dell’energia, precisando il grado di de-
generazione.
b) Se 'hamiltoniano contiene 1'ulteriore termine

2 K3

AV:AW ]-‘51—32'0'1‘0'2;

determinare le correzioni al primo ordine della teoria delle perturbazioni ai primi due fra
i livelli determinati al punto (a).
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
Compito di esame de! 6 febbraio 1992

1) Un gas & composto da N particelle non interagenti di massa m e spin 1, che si
muovono soggette ad un campo di forze con energia potenziale (di singola particella)

V(r)=al,

con ¢ > 0. _ _

a) Determinare I'energia media ed il calore specifico nel limite classico.

b} Nel limite di T — 0 determinare I'energia di Fermi, la massima distanza dall’origine
alla quale si possono ancora trovare particelle e Penergia totale del sistema.

2) Due particelle identiche di massa m e non interagenti sono vincolate a rimanere
nell’interno del parallelepipedo:
[z[<a,

lyf <&,
lz|<cl

cona>b>c

a) Determinare autovalori ed autofunzioni dell’energia, precisando il grado di degener-
azione, per il livello fondamentale ed il primo eccitato per il caso di particelle prive di spin
e per il caso di spin 1.

b) Supponendo che le particelle si trovino in uno degli autostati comuni allo spin totale
ed all’hamiltoniano, corrispondenti al primo livello eccitato, determinare Ia probabilita di
trovare entrambe le particelle con coordinata z > 0.

c) Se all’hamiltoniano si aggiunge I'ulteriore termine (A << 1)

72 B?
8ma4 r]. '1'2 ]

AV =2

si determinino le correzioni al primo ordine della teoria delle perturbazioni ai due livelli
determinati al punto (a).
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3 Esonero di Istituzioni di Fisica Tedrica
6-6-1992

1 Esercizio: Una porticella & soggetta au un potenziale centrale
e ad un compo magnetico diretto lungo 1'asse z. L'Hamiltoniana del
sistema é: _ . _ -

I -
H -._‘i-i-ir'(r)—p.B};‘t
~ill
All’istante ¢ =0 lo funzione d'ondo é&:
Wir=0)=A O{r)cost +ci“sinﬁcosq:)

Determinare: e

@) il valore di a per il quale a t = @ si ho <lx»«0.

b) la probabilitd al tempo t che una misura di Lx fornisca il
valeore Q.

X2 Esercizio: Due particelle identiche di spin 1/2 non interogenti
sono vincolate sull'asse x e sono soggette ad un potenziale
armonico di uguale pulsazione.
Determinare:
a) autofunzioni e cutovalori dell'Hamiltoniona, specificando sio
la parte spaziale che di spin e il grado di degenerazione del
sistema.
b) 1o stato del sistema sapendo che:
i)lo spin totale & zero.
ii)Una misura dell'energia fornisce i risultati hw e 2hw
con uguale probabilita.

: Xy 4X
i1i)il valore medio della coordincta del baricentro x= 12 Z

- J . ¥ - DL - e -
TSR T et e R e ea w
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
Compito di esame del 14 settembre 1992

1) Un gas ¢ composto da N particelle non interagenti di massa m, che si muovonoin

due dimensioni, soggette ad un campo di forze con energia potenziale (di singola particella)
V-—_a(x?-}-yz)z ,

con ¢ > 0,

a) Supponendo che le particelle abbiano spin %, determinare la massima distanza
dall'origine alla quale si possono trovare le particelle se la temperatura é T = 0,

b) Supponendo invece che lo spin delle particelle sia nullo, determinare la temperatura al
di sotto della quale avviene il fenonieno della condensazione di Bose-Einstein.

Nota bene: Esprimere il risultato in termini di integrali adimensionali, che si possono

lasciare indicati.

2) I tre livelli piu bassi di un atomo paramagnetico in un reticolo cristallino ed

immerso in un campo magnetico (0,0,3) possono essere ricavati dall'Hamiltoniana efficace:
H = aBS, + 057 4 (5: - 52)

dove a, # e v sono costanti positive {8 S.'-y) e ﬁS,‘. sono gh operatori di spin per una
particella di spin uno.
Nella base in cui §, & diagonale (ket di base |- >,]O >,|+ >) gli operatori sono rappre-

sentati dalle matrici

1 £
?75? 0 % 0 -1 0 ¢
=l U oas=laE 0 H] s 000
0o L 0 0 = o

Determinare autoket ed autovalori dell’operatore hamiltoniano. Determinare inoltre
il valore medio del momento magnetico (p = —a8.) nello stato fondamentale, discutendo

in particolare i casi di campo magnetico nullo e di grande campo magnetico (aB > v).
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA - (prof. M.Lusignoli e A.Pugliese)
Secondo compito di esonero (del 16 dicembre 1992)

1) L’'Hamiltopiano di un sistema, quantistico a due livelli pud essere scritto come

H = —%“-’I-(]O ><0| - [1><1])

dove [0 > ¢ [1 > sono gli autoket, mutuamente orfogonali e normalizzati, appartenenti aghi
autovalori :F%’-, rispettivamente.

Si considerino ’operatore lineare ¢ = |0 >< 1] ed il suo coniugato hermitiano at.

a) Dimostrare che valgono le relazioni seguenti: '

{a,a’}Eaat + ala = 1; a2 = ot =0
[H,a] = —hwa; [H,aﬂ = +hw al
¢ che l'operatore N = ala ha autovalori 0 ¢ 1 e che i suoi autoket sono i ket di base.
Esprimere 'Hamiltoniano in termini di N e dell’identita. '
b) Supponendo che il sistema si trovi alllistante iniziale ¢ = 0 nell'autostato dell’operatore
hermitiano A = a + af corrispondente all’autovalore 1, determinare i valori medidi 4 e
~ A? ¢ l'indeterminazione < (AA)? > in funzione del tempo ¢. Detto B = —g (a —al)

ur altro operatore hermitiano, determinare anche < B > <B?>e< (AB) >in funzione
del tempo #. Verificare Ia relazione di indeterminazione generalizzata fra 4 e B.

2) Una pafticella di massa m & vincolata a muoversi in una dimensione soggetta
all’azione del potenziale

V() =+oo (perfe] > %)

Viz) =10 (per |z| < g) .

Allistante iniziale la funzione d’onda &:
3z

P(z,t = 0) = ‘/%(m % ~ ¢os T) 8z + -‘;‘-) o(—z) .

2) Quali, fra i possibili risultati di una misura dell’energia della particella, hanno probabilita
non nulla? .

b) Determinare le probabilita dei primi tre autovalori dell’Hamiltoniano.

¢) Supponendo che il sistema, evolva liberamente, esiste un istante dj tempo ¢t > 0 tale
che in quell’istante la particella non possa essere trovata nella meta sinistra del segmento,

z<07? In caso affermativo, quando questo si verifica per la prima volta ?

1



40

ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA - (prof. M.Lusignoli ¢ A.Pugliese)
Terzo compito di esonero (del 27 gennaio 1993)

Una particella di massa m, spin ; e carica elettrica ¢ & vincolata a muoversi sulla
superficie di una sfera di raggio r ed & soggetta all’azione di un campo magnetico B diretto

lungo l’asse z. L'operatore hamiltoniano ¢ quindi (I = m r?)

L?. q‘B
= E—E;;‘E(L;""?S;).

All'istante £ = 0 la particella si trova in un autostato degli operatori di momento
angolare totale J e J, con autovalori %hz e %h rispettivamente. Si sa inoltre che la
probabilita di ottenere —3% come risultato di una misura di S, & 3 e che il valor medio
del coseno dell’angolo 8 ¢ il massimo possibile, compatibilmente con i dati precedenti.

{1) Quali risultati si possono ottenere e con quali probabilita facendo una misura
dell’energia? _
(2) Determinare in funzione del tempo le probabilita dei diversi possibili risultati di una
misura di S, e di L2, nonche il valor medio < cos 8 >.
(3) Se all’hamiltoniano si aggiunge una perturbazione
L-.S

AV = A—Ef— ,
con A < 1, quali variabili di momento angolare sono ancora costanti del moto ? .
(4) Determinare, al primo ordine nella teoria delle perturbazioni, lo spostamento degli
autovalori dell’energia di cui alla domanda (1).
Facoltativo: (5) Determinare, al primo ordine nella teoria delle perturbazioni, le correzioni

alle autofunzioni associate.
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
Prova scritta di esame del 5 febbraio 1983

1) Si consideri un gas di particelle di massa m, spin 1 (e momento magnetico p),
vincolate a muoversi in un piano, racchiuse in un cerchio di raggio R e mantenuto allo zero,
assoluto. Le particelle non interagiscono fra lore, ma sono soggette all’azione di un campo
magnetico disomogeneo perpendicolare al piano e di intensith B = Byr/R, sicché Penergia

di una singola particella pud essere scritta

2 2
pztpy, r
==T% 4 ,p T
om Foew

a) Sapendo che ’energia di Fermi & pari a By determinare il numero totale di particelle
del sistema.

b) Determinare con quale probabilitd il momento magnetico di una particella & diretto
come il campo B.

¢) Determinare la distanza media dall’origine per una particella con momento magnetico
antiparallelo a B,

2) Una particella di massa m e spin 3 & soggetta all’azione di un potenziale attrattivo

di oscillatore armonico isotropo. L’operatore hamiltoniano & quindi

2
_ Pt
Ho = 5o+ gmw

2
™ .

Ad esso va aggiunto un ulteriore termine:

3
W o= ML,
A

dove L e S sono gli operatori di momento angolare orbitale e di spin, rispettivamente.

Considerando i due livellj energetici pilt bassi dell’Hamiltoniano Hy, calcolare le Joro
correzioni al primo ordine nella teoria delle perturbazioni in AV. Discutere in particolare

i gradi di degenerazione di questi livelli sia in assenza che in presenza della perturbazione.
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I prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica

II semestre dell’ A.A. 1992-93 - 29 Marzo 1993

(1) Un sistema ¢ costituito da 2 particelle, non interagenti, ognuna delle quali ha a
disposizione 2 stati le cui energie valgono € e 2¢. Scrivere in forma esplicita la
somma di partizione canonica del sistema nei casi seguenti:

a) Le particelle sono distinguibili,

b) Le particelle seguono la statistica di Fermi-Dirac,

c) Le particelle seguono la statistica di Bose-Einstein.

Come si modificano le risposte ai punti precedenti se le particelle sono N > 2
(e gli stati di singola particella non cambiano) ?

Determinare infine I’ entropia del sistema nei casi b) e ¢} (¥ = 2) e discutere

il risultato,

(2) Un gas perfetto classico di NV particelle, di massa m, & racchiuso in un cilindro,
la cui sezione misura A, infinitamente lungo, con asse parallelo all’ asse z. Le
particelle sono soggette a una forza di richiamo elastica verso il piano z = 0; I’

Hamiltoniana di singola particella si scrive:

p2
H = ;n‘ + §mw222.

Sapendo che il gas & in equilibrio alla temperatura T', determinare:
a) la sua energia media,

b} la densita di particelle in funzione della quota,

c} la pressione nel gas in funzione della quota.

Discutere il limite delle grandeze determinate in b) e ¢} per T — 0.



43

II prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica

II semestre dell’ A.A. 1992-93 - 4 Maggio 1993

(1) L’ Hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli & descritto dal seguente
operatore
ML =)+ ), M) = )
dove |1) e |2} sono gli autostati normalizzati di un altro operatore hermitiano
A:
All) = v2[1),  A2) = —v2)2).
All’ istante ¢ = O si esegue una misura dell’osservabile associata all’'operatore
A e si trova il valore —+/2.
2) Immediatamente dopo si esegue una misura di energia; qual’ ¢ la probabilita
di trovare il sistema nello stato fondamentale ? | |
b) Come cambia questa probabilita eseguendo la misura dopo un intervallo di
tempo finito T 7
c) Se all’ istante ¢, il sistema si trova con certezza nello stato 12}, in quali istanti

successivi (se esistono) il sistema si troverd nella stessa condizione ?

(2) Un fascio monocromatico di particelle di massa m si muove lungo I’ asse z in
presenza del potenziale
V(z) = —Voé(z), dove §(z) ¢ la delta di Dirac.
Per un fascio proveniente da --co una funzione d’ onda stazionaria di energia
F si puo’ scrivere:
exp(izv2mE/k) + Rexp(—izvZmE/k), per z <0,
Texp(ixm/ﬁ), per z > Q.
a) Determinare per quale valore di E il flusso trasmesso & uguale al flusso
riflesso, nei due casi: V, > 0 e Vo < 0.

b) Nel caso V, > 0 determinare |’ energia dello stato fondamentale.
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III prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica

IT semestre dell’ A.A. 1992-93 - 31 Maggio 1993

(1} 2 particelle identiche di massa 2m si attraggono con una forza armonica isotropa;

nel riferimento del centro di massa il loro hamiltoniano é:

2

_’
P 1 2—2
H==-—+4-mu’T
2m + 2
dove 7 = 7', — 73 & la distanza relativa tra le particelle ¢ P’ il suo impulso
coniugato,

a) Discutere la degenerazione del livello fondamentale e del primo livello ecci-
tato nel caso che le particelle abbiano spin 0 oppure spin 1/2.

b) Nel caso che le particelle abbiano spin 1/2, calcolare il valor medio dell’
operatore L} sugli stati del primo livello eccitato che siano anche auto-
stati dell’operatore L, (L e L, sono due compenenti del momento orbijtale

IT=7A7).

(2) L’ Hamiltoniano di un oscillatore unidimensionale &

2
1

H = i + —mw?z? 4 az® + bzt (b > 0).
2m 2

Trattando il termine az® + bz? come una perturbazione, determinare, al primo
ordine perturbativo, le correzioni allo spettro dell’ hamiltoniano dell’ oscillatore

armonico.
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Esame di Istituzioni di Fisica Teorica

A.A. 1992-93 - 21 Giugno 1993

(1) 2 fermioni di massa m e spin 1/2 si trovano in una buca infinita unidimensionale

di larghezza L. L interazione tra i 2 fermioni é :

hin? 4:5‘ S
4mL2 [(3 + ;2 2) + A‘1;6(3:1 - *2 )]'l

dove (y) ¢ la delta di Dirac a) Calcolare, nel caso A = 0, autovalori e autostati
dei primi 3 livelli dell’ Hamiltoniano. Discutere I’eventuale degenerazione dei
Hvelli.

b) Calcolare, nel caso A # 0, la correzione, al primo ordine della teoria delle
perturbazioni, dell’ energia dello stato fondamentale e del secondo livello ecci-

tato.

(2) In uno spazio a 1 dimensione si consideri un gas di N fermioni di massa m e
spin 3/2 contenuti in un segmento di lunghezza L. Il sistema & immerso in un
campo magnetico B, in modo tale che I’ Hamiltoniano di singola particella &:

2

H=2_1Bs, &, =x41,43.

2m

a) Calcolare I’ energia di Fermi nel caso B = 0.
b) Calcolare, in funzione del potenziale chimico, il valore minimo di B per cui,
a I'= 0, il numero medio di particelle con ¢ = 3 & uguale a zero. Determinare

inoltre, in questo stesso caso, il numero medio di particelle presenti nel sistema.
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
Compito di esame del 13 settembre 1993

1) Un gas ¢ composto da particelle non interagenti di massa m e spin %, che si muovono
soggette ad un campo di forze con energia potenziale V (2,y,z) =m g 2 (forza peso). II
gas ¢ racchiuso in un cilindro di raggio R sulla cui base z = Q & poggiata una semisfera
impenetrabile anch’essa di raggio R.

Determinare il massimo numero di particelle che pud essere posto nel recipiente in modo
che allo zero assoluto la massima quota occupata da particelle sia z = R, Determinare
inoltre il valor medio della quota z delle particelle, sempre a 7" = 0,

r(;+1)r(b+1)
Ta+b5+2)

Formula utile : J: 2*(1—2)t de =

2) Due particelle identiche di massa m che si muovono in una dimensione sono vinco-
late a rimanere nell’interno del segmento |z| < a. Inoltre, la loro interazione & descritta

dall’hamiltoniano
(hr)?

mat

-'Hint:’)il

Tydz,

con A << 1.

a) Determinare, al primo ordine della teoria delle perturbazioni, gli autovalori dell’energia
dei primi tre livelli, precisandone il grado di degenerazione con e senza interazione. Si
considerino separatamente il caso dj particelle prive di spin e il caso di spin 3.

b) Si determinino inoltre quali dei coeflicienti dello sviluppo del ket corrispondente allo
stato fondamentale in autoket dell’hamiltoniano imperturbato sono diversi da zero, sempre

al primo ordine della teoria delle perturbazioni.
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA (proff. M. Lusignoli e G. Martinelli)}
Primo compito di esonero del 15 novembre 1993

Sta dato un gas di bosoni non interagenti di massa m e spin 1, in presenza
di un campo magnetico esterno B diretto lungo I'asse z. L’hamiltoniana per

una singola particella &:
2

H= ;;m-—aaB, (1)

dove o @ il modulo del momento di dipolo magnetico e ¢ pud assumere i
valori 1, 0, —1.

» Determinare il valore massimo del potenziale chimico.

s Calcolare nel limite classico il potenziale chimico, la magnetizzazione e
I'energia interna. Esprimere I'energia interna in termini della temper-
atura e della magnetizzazione.

Discutere il limite B, — 0 e confrontare 1 risultati con il caso dj bosoni
di spin zero.

e Scrivere I'equazione che determina la temperatura critica T, per la con-
densazione di Bose, lasciando indicati alcuni integrali adimensionali.

¢ Calcolare la temperatura critica 7, nel limite di campo magnetico in-
tenso, cioe tale che aB,/kT. > 1.
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA (prof. M.Lusignoli e G.Martinelli)
anno accademico 1993-94 - primo semestre

SECONDO COMPITO DI ESONEROQ (20/12/'93)

1) Una particella di massa m e spin zero & vincolata a muoversi in una
dimensione ed & soggetta all'azione del potenziale

V(x)=+c perlx|>a

2
Vix)=- Lol Y 0(x) perlt<a
2m

a) 5i determini il valore di y4>0 per il quale I'autovalore piu basso
dell'Hamiltoniano ¢ E=0 e se ne scriva la funzione d'onda normalizzata.

b) Si scrivano le equazioni che determinano gli altri autovalori,
eventualmente lasciandole indicate.
<) Supponendo che all'istante iniziale t=0 lo stato della particella sia

descritto dalla funzione d'onda

X
ly(x,t=0)=N{1-~’-—|
a
dire dopo quanto tempo la particella ritorna allo stato iniziale. Se si fa una
misura dell'energia in questo stato, quali risultati si possono ottenere e con

quali probabilita ?

+ sin(n‘f)},
a

2) Si consideri un sistema quantistico a due livelli e si assumano come

ket di base gli autoket [+) e |-} di un operatore lineare A, che & rappresentato
da

A= |5+ = =)
L'operatore Hamiltoniano &
H=ho([+X+ + |-X-|)+

+ha (40| + [=)])

Il sistema si trova all'istante iniziale nello stato [+).

Calcolare il valor medio dell'energia e la dispersione di A ((Az)—{A)z) in
funzione del tempo. In quali istanti lo stato del sistema & autostato di A ?
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III COMPITO DI ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
Profs. Maurizio Lusignoli e Guido Martinelli, A.A. 1993-1994
ESERCIZIO 1

Sia data una particella di spin § = 1/2 la cui Hamiltoniana e’ data da:
= A - — - L
= S (g _
Hy = F(~3-L +2L- 5+ K(L, + S.)) (1)

1) Trovare gli autostati e gli autovalori di H,.
2) Si consideri ora I'Hamiltoniana H = Hy + V dove

V= de— (2)
o
e 7 = (r,y,z) e il vettore che individua la posizione della particella.
~ Cosiderando V come una perturbazione, A < 1, si calcoli lo spostamento in
energia dello stato fondamentale e del primo stato eccitato e la funzione d'onda
dello stato fondamentale al prime ordine in teoria delle perturbazioni.

ESERCIZIO 2

Siano date tre particelle di spin zero, tali che una e’ certamente in uno state di
momento angolare |L%] = 0 e le altre due hanno momento angolare |L?| < 242,
1) Trovare tutte le funzioni d’onda angolari indipendenti per questo sistema.
2) Supponendo che 'Hamiltoniana sia
72
H=—+al,, 3
57 + (3)
dove J = El + Ez + Es e’ il momento angolare totale del sistema, calcolare gli
autovalori di H corrispondenti agli stati trovati al punto 1).

1
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
COMPITO DI ESAME DEL GIORNO 8 FEBBRAIO 1994

1) - Si abbia un sistema di N fermioni non interagenti di massa m e spin
3/2, vincolati a muoversi in due dimensioni in un volume V e soggetti
all'azione di un campo magnetico uniforme e costante di intensit B.

L'energia di una singola particella &

p+p}
2m

dove 6 pud assumere i valori (-3, -1, +1, +3). 1l sistema @ mantenuto allo
zero assoluto. ' '

s(p,_,p,,a)= -~ Bo

Calcolare in funzione della intensita B del campo magnetico la
frazione delle particelle che hanno lo spin totalmente allineato con la

direzione del campo, N(6=3)/N.

-2) Si consideri un sistema quantistico costituito da c_iué particelle
identiche di spin 1/2. L'operatore hamiltoniano &

N
Ho=—2—‘,(ff+,f§)

I'_ .
essendo j’ =(I +3,)’ l'operatore del quadrato del mgmento angolare totale
di una particella. Le due particelle sono in un autostato del quadrato del
momento angolare orbitale con } =1 =1.

a) Determinare i possibili autovalori dell'energia, il loro grado di
degenerazione e la forma degli autostati di H,,* ¢ 4 (con h =1 =1.)

b) Dire quali sono i possibili risultati di una misura del quadrato del

momento angolare totale del sistema, j* =(j, +j,)*, negli stati determinati al
punto precedente.

¢)  Se all'hamiltoniano si aggiunge una perturbazione AV:L}— L-L,

calcolare lo spostamento dell'autovalore Piti basso (fra quelli discussi in
precedenza) al primo ordine della teoria perturbativa.
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I COMPITO DI ESONERC DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
(11 - 4 - 94)

Un sistema termodinamico & costituito da N fermioni non intera-
genti di massa zero, di spin 1/2 e di momento magnetico X . Il siste-
ma & racchiuso in un volume V ed & immerso in un campo magnetico B;

l'energia di singola particella & quindi:

¢ = c‘ﬁ)l—G“O(B (G_=:1)

a) Determinare nel limite classico (alita temperatura e bassa densita)

l'energia libera=m, la magnetizzazione e il potenzisle chimico del
sistema. '

b) 11 sistema si trova allo zero assoluto. Per quale valore di B
vale la seguente condizione ?
N(U‘ = 1) =8N( T = - 1)

Det%;@inare 1'energia di Fermi e l'energia media per particella.
NOUT T ST
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II Compito di Esonero di Istituzioni di Fisica Teorica
16-5-1994

Una particella & vincolata a muoversi nel segmento

Lo stato del smtema ¢ tale che una misura dell’energia da certamente un
valore E < 555~ " 2. Al tempo ¢ = 0 la densita di probabilitd di trovare la
particella a z = — ¢ nulla. Determinare ad un istante ¢ generico < E >
e < pr+zp> -—2 <p >< z >, Determinare moltre la probabilitd di
trovare la particella traD e 2

L’'Hamiltoniana di una particella &

= P
H—2m+V(I)
con
Viz) = 0 z|>ea (1)
Viz) = -V —a<z<eVp>0

Determmare Vo in modo tale che il secondo stato eccitato abbia energia
By = ——4‘1 Determinare in questo caso la probabilita di trovare la parti-
cella all’internc della buca. Derminare i! numero di stati legati.

Per P'energia dello stato fondamentale vale certamente la seguente dise-
guaglianza —Vp < Ey < Eg, sapreste trovare due limiti pilt stringenti?
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA (prof. A. Pugliese)
anno accademico 1993-94 - secondo semestre

TERZO COMPITO DI ESONERO (8/6/'94)

1) Un elettrone & vincolato a muoversi su una sfera di raggio R ed &
soggetto ad un campo magnetico diretto lungo l'asse x. L'Hamiltoniano &

2

2mR?

+y B(L, +28,).
1z

All'istante iniziale lo stato della particella & descritto dallo spinore

= 0)= 3 (cos@
2(t=0)= 87 \cos@

Determinare lo spinore all'istante generico t. Determinare in funzione del
tempo i possibili risultati di una misura di Ly e di Jz, dove J; & la
componente del momento angolare totale, e le loro probabilita.

2} Due particelle identiche sono vincolate a muoversi in una
dimensione. L'Hamiltoniano del sistema &

H=H,+AV=
2 2 ’ 3 e

P D 1 @
=ﬁ+ﬁ+zmw2(x, —x2)2+2, mﬁ—3 le —leS, 'S2 .

a) Si determinino, nel sistema in cui il baricentro & in quiete, i due
autovalori pit1 bassi di Hy ed i corrispondenti autoket, nei casi di particelle
di spin 1/2 e di particelle di spin 1.

b) Calcolare al primo ordine in A le correzioni agli autovalori di cui al
punto a). Discutere la degenerazione dei livelli con e senza perturbazione.
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COMPITO SCRITTO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
A.A.1993-1994, 17 Giugno 1994

ESERCIZIO 1

Sia dato un sistema costituito da due particelle indentiche di spin s = 1/2, la cui Hamilto-
niana e’ data da

H=Ho+%f-§ (1)
con f - 2
Y 5 P & Wil =
Ho=pbtsmt = (R+73). @

L e S sono rispettivamente il momento angolare orbitale totale e lo spin totale del sistema.
1} Trovare gli autostati e gli autovalori £y di Hp.

2) Per E, < 4hw calcolare gli autostati e gli autovalori di H e determinare il valore di a,
a., per il quale lo stato corrispondente a Ey = 3hw non e’ pin’ lo stato di energia piu’ bassa.
Trovare lo stato fondamen*ale per a 2> a..

3) Data la perturbazione
6H = A(Zl — 22)2 (3)

trovare, al prim’ordine della teoria delle perturbazioni, lo spostamento in energia per lo stato
fondamentale, quando a > a..

ESERCIZIO 2

Sia dato un gas di N particelle identiche di massa nulla in una dimensione. L'Hamiltoniana
di singola particella e’ _
H = clp| + ala], (4)
con a > Q.

1)Per un gas di particelle di spin 1/2, determinare I'energia di Fermi e il massimo valore
che |z| puo’ assumere.x. Tz 0.

2) Per un gas di particelle di spin zero, dimostrare che c’e’ condensazione e calcolare la
temperatura critica (lasciando indicati gli eventuali integrali adimensionali).
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ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
compito scritto di esame del 12 SETTEMBRE 1994

-

1) Un gas bidimensionale & composto di N particelle non interagenti, vincolate a muoversi

nella regione --aexp (f;) <z < aexp (;‘;&) (dove y, ed a sono costanti positive e

—00 < Y < 00).
L’energia di una particella &:

2
€ 2m+V° exp ve

con m e V, costanti positive. X
Supponendo che le particelle abbiano spin % determinare ’energia di Fermi del sistema.
Nel caso in cui le particelle siano prive di spin, dire se si verifica il fenomeno della
condensazione di Bose-Einstein e, in caso affermativo, al di sotto di quale temperatura.

2}  Si abbia un atomo di idrogeno immerso in un campo magnetico diretto lungo 'asse
z. Suppensndo di poter trascurare gli effetti relativistici, Phamiltoniano nel sistems del

baricentro &: . . .
P e e
= — - — 4+ —PB 2 .
2m r + 2me (L +25;)

Al tempo t = 0 lo stato dell’elettrone & dato da:

dove ¢ & il raggio di Bohr e si sono usati come spinori di base gli autostati di S,.
Determinare lo stato ad un tempo ¢ > 0.
Determinare i possibili risultati di una misura di H, L? ¢ J, ¢ le rispettive probabilita.
Calcolare in funzione del tempo il valor medio del quadrato del momento angolare
totale, {J2).
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I prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica

I1 semestre dell’ A.A. 1994-95 - 4 Aprile 1995

Un oscillatore armonico unidimensionale ha massa-m e pulsazione ..
Eséguendo misur‘gfdi energia si trovano i valori (3/2)hw e (7/2)hw. con valor
medio 2hw. .

a) Determinare con quali probabilitd si ottengono le energie pérmesse e scrivere
lo stato piti generale compatibile con queste informazioni.

I} Determinare lo stato |¥) completamente sapendo che al tempo f = 0 si ha

11 &
21qy =
(¥]27]2) = 4 mw
(_'l
rp+ pr 3
<x11|—’-;_;_1~1;) = -k

essendo £ e p la coordinata e I'lmpulsa dell oscillatore.

¢) Caleolare il valor medio. in funziowe del tempo: degli osservabili (a1 “quﬂ) e
-3 : )

x°,

d} Determinare la corrente di probabilitd in + = 0. in funzioue del tewmpo.

¢} All" istantog; > 0 viene esegulta una misura i energia di cui gnoriamo

il risultaro. Caleolare i valori possibili. e le relative probabilita. dello searto

(adratico medio dell osservabile 4 = (£p 4 pr)/2 a un tempo £y > 1.



I prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica

II semestre dell” A.A. 1994-95 - 26 Aprile 1995

Un oscillatore armonico unidimensionale ha massa m e pulsazione w: la sua

funzione d’ onda al tempo ¢ = 0 si scrive:

_-‘k,'(x) =( [(‘(_:T;%‘l)l i @I)J exp_%( T;-v _.)2.

essendo ¢ una costante i normalizzazione.

a) Calcolare il valor medio. in funzione del tempo. delle osservahili (rp+ pri/2
e p.

1) Dopo quanto tempo { elpli) e (Wltrp+pr)/ 2|} riassumono contemporanes-
mente il valore iniziale ?

c) A un tempo #; > 0 si misura la posizione dell’oscillatore trovando ~ ik
s1assuma che sia esattamente + = 0. Se si misura I energia del sistema a
fempo 1 > 1L quali valori si possono ortenere ? Si cousiderino le due pit basse

encrgie possibill e si dica quale o i prohabile.
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IT prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica
II semestre dell’ A.A. 1994.95- 9 Maggio 1995
Avvertenza. L’ elaborato sara corretto solo se:
I} le risposte ai quesiti posti saranno scritte in forma chiara sulla prima facciata del
foglio di bella;
) nelle pagine interne saranno riportati in modo chiaro e conseguente gli sviluppi
formali e le eventuali osservazioni necessari a ottenere le risposte. N.B. queste

pagine interne non sono la brutia copia

(1) L’ Hamiltoniano di un sistema quantistico composto da due particelle identiche

di spin 1/2 &

2 2 1 1
H = %::1- -4 ?%2; + Emwzxf + Emngg_"‘a'sl . SZ|

dove o = costante , S; e S, sono gli operatori di spin delle due particelle,
Determinare lo stato del sistema sapendo che I’ energia vale esattamente 3fiw —
(3/4)a e il valor medio dell’ osservabile A4 = (191 + p121)/2 - (z2p2 + prz2)/2

€ zero.

(2) Due particelle identiche di spin 1/2 sono vincolate a_‘muoversi sul segmento

—(L/2) < 2 < {L/2) con hamiltoniano:

» . P} 7
H= m + 5 + Vir)+ Viz) + 5(51: + 52.),

dove V(z} = 0 se —(L/2) < z < (L/2) e V(z} = oo altrimenti, 0 < 7 <
(zh/LY*/(2m), S1: € 5,5, sono le componenti secondo 1’ asse z dello spin
delle due particelle. All' hamiltoniano del sistema si aggiunge il termine
8V = Ar1125:,5,,. da considerare una piccola perturbazione: calcolare. al
I ordine perturbativo, le correzioni ai primi tre livelli energetici del sistema
imperturbato e discutere la degenerazione dei livelli.

Formulario., ?sinacosb = sinfa — b) 4 sin{a + b)

[ rsin(nz)dr = —(1/n)x cos{nz) + (1/n?)sin(nz) + costante



ITI prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica

II semestre dell’ A.A. 1994-95 - 5 Giugno 1995

(1) Un gas classico é costituito da N particelle identiche, di massa m e senza spin. Le
particelle non interagiscono tra di loro e sono vincolate a muoversi in un piano,
all’interno di una circonferenza con centro nell’ origine degli assi di riferimento
e di raggio R. L’ hamiltoniana, di singola particella si scrive:

2 2
_ P + py
Im

H — A{2? + %), con A > 0.

Il gas € in equilibrio alla temperatura 7.

a) Calcolare l'energia media del gas ¢ la pressione esercitata nei punti deila
frontiera.

b) Discutere i limiti di alta temperatura (kT > AR?) e bassa temperatura

(AT < AR?) dei risultati precedenti.

{2) Si consideri un sistema composto da N fermioni indistinguibili, non inter-
agentl tra loro; ciascuna particella ha a disposizione due livelli energetici
(Hy =0 Hz = €) e ogni livello ha degenerazione N. ~
a) Determinare il potenziale chimico e I'encrgia media del sistema. in funzione
della temperatura e del numero di particelle,

b} Discutere i limiti di alta (KT > €) e bassa (kT « ¢) temperatura dell’

energia media.
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Prova di scritta di Istituzioni di Fisica Teorica

A.A. 1994-95 - Giugno 1995

(1) L" Hamiltoniana di singola particella di un gas perfetto, costituito da N particelle

by

indistinguibili di massa m, vincolate a muoversi tra i plani z =0ez =1L, ¢

2 2 2
H = m -+ 1171“;2(“4:2 -[=y2) (0 <z< L)-r
2m 2

dove w & una costante.

A) Assumendo che le particelle non abbiano spin, che il gas sia in equilibrio
termodinamico alla temperatura T' e possa considerarsi un gas classico, deter-
minave:

1) la sua energia media,

1i} la sua densitd (numero di particelle per unita di volume} p(a, y, z).

B) Assumencdo che le particelle siano fermioni dj spin 1/2, determinare |'energia
dt Fermi.

C) Assumendo che le particelle siano bosoni di spin zero, dire se esiste la tran-
sizione di Bose e, nel caso affermativo, determinare la temperatura critica,

lasciando indicati eventuali integrali adimensionali.

(2) Due particelle di massa m e spin 1/2, non interagenti tra loro, si muovono in una
dimensione attratte verso I’ origine del sistema di riferimento da un potenziale

armonico; I" hamiltoniana del sistema & quindi

2 2
_bhitpy 1 5,
H = —?n—— + ‘-)*???w‘ (;l‘l + ;1.2}.

-

A) Determinare i valori dei primi due livell; energetici e la loro degenerazione,
scrivendo le relative funzioni d’ onda.
B} Se 1" hamiltoniana delle particelle viene modificata aggiungendo un poten-

ziale di interazione

?}?u.‘z

V= /\*--hT RS 81 4 Sz,

determinare, al primo ordine perturbativo in A, le correzioni ai primi due livelii.



Pro{fa di scritta di Istituzioni di Fisica Teorica

A.A. 1994/95 - 12 Settembre 1995

(1) Un gas, costituito da NV fermioni identici, non interagenti tra loro e vincolat a muoversi -

i 2 dimensioni, & mantenuto allo zero assoluto. L' hamiltoniana dj singola. particella
si scrive: )
H = —;# + ar?
dove a & una costante positiva. Determinare:
a) I energia di Fermi;
b) la massima distanza dall’origine (rmez) a cui PUS trovarsi una particella;

c) la frazione media dj particelle con r < Tmaz/ V3.
(2) L’ operatore hamiltoniano di un sistema quantistico a due livelli &:
H = ho(e™1)(2] + e #2)(1)),

dove |1} € [2) sono due ket ortonormali, w e .qb due costanti (w > 0 e 0 < ¢ < 2x). Al
terﬁpo ¢ = 0 lo stato del sistema & [t =0) = (|1) + 12))/V2.

a) Determinare I’evoluzione temporale di {(4) e di (42) - (A)?,

essendo A = {(|2)(1] — [1}(2).

b) Esistono valori di ¢ per i quali |1, 1) diventa autostato dj A per qualche ¢ ?



Istituzioni di Fisica Teorica - I prova di esonero
A.A. 1995-96 - 7 Novernbre 1995

(1) L’ hamiltoniana di una, particella &:

1

mwz:cz.

2
pc 1
H=>—14_
2m+2

Determinare io stato iniziale, |o,t = 0}, sapendo che:

a} una misura di energia da certamente un valore minore di 3#w,
b) lo stato & autostato della parita con autovalore +1,

c) {H) = (7/6)hw,

d) (2®)4=p & il massimo compatibile con le condizioni precedenti.

Determinare inoltre |a,t) e (z2),.
(2) Si consideri un sistema quantistico descritto dall’ hamiltoniana:
1
H = B(1)(3] + 8)(1] + 2 23¢2),

dove E & una costante positiva e i vettor 1), 12) e |3} costituiscono una base ortonor-

male completa.
a} Determinare autoket e autovalori dj H .

Si consideri inﬁtfc r osserva.hil;
A = {1}(1] — |3)¢3].

b) Determinarne gli autoket e gli autovalori.

Altempo ¢ = 0 lo stato del sistema, |, f = 0), & tale che una misura di 4 d3 certamente
il suo massimo autovalore,

¢) Determinare |a, t).

d) Esiste un valore di ¢ > 0 tale che una misura di A da con certezza uno degli altri

autovalori ? In caso affermativo determinare ¢.



Prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica
20-dicembre 1995

Y

Una particella di spin 7 51 muove in uno spazio a tre dimensionj e la sua Hamiltoniana

- P’ 1 ., nd
= 4 S A/ —
- " 2m + 2 il mh P8

Determinare :
a) I'energia del livello fondamentale fino al II ordine in A e la relativa degenerazione,
b) i corrispondenti ket fino al I ordine in '

2) Due particelle identiche di spin -;- sono vincolate a muoversi sulla superfice di una
sfera di raggio R.
La loro Hamiltoniana é:

1 1 - 1
T e — 2 ————— 2 T——r— L L]
Ho= it gl + —LaS1 4 b2 Ss.

Determinare:

a) le costanti del moto;

b) autovalori e autoket dell’hamiltoniana nel caso in cui Lh=1=1.
Si consideri ora la perturbazione :

4

mR?

AV = A-=(Ly, - L,,).

c) calcolare la correzione al | ordine in A dell’energia di quelli tra gli stati discussi al punto
(b) che sono autostati d; Je (Jo =L, + Sy, + Lo, + S2.) con autovalore zero e hanno la
massima energia.
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Prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica
12-gennaio-1996

1) Una particella si muove in uno spazio a una dimensione e la sua Hamiltontana é:

2

I
H= 5+ V(z)

dove

V(z) =400 z < ~L/2

hig? Tz

= in — —L/2 2
V(z) Aszz sin — Li2<a< L/

V(z) =400 z> L/2

Determinare:

a) l'energia dello stato fondamentale fino al IT ordine in A
b} il ket corrispondente fino al I ordine in A

2) Due particelle identiche di spin % € massa m si muovono in uno spazio a tre

dimensioni sotto ’azione del seguente potenziale:
1 2 2
V(I‘;l,rz): Ekll‘l—rzl (1"— 'h-?S]_ Sg) k>0

a) Determinare V'energia del livello fondanentale;
discutere la sua degenerazione e scrivere i relativi ket.

b)Determinare come si modificano le energie e le relative degenerazioni degli stati di
cui al punto a) se si aggiunge all’interazione il termine

V’ = CE(S1 -+ Sz) -L

dove L ¢ il momento angolare del moto relativo e a ¢ una opportuna costante.
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Prova di esonero di Istituzioni di Fisica Teorica
(2 - febbraio - 1'996)_' ;

1) Cosideriamo due sfere concentriche, quella esterna di raggio R e quella interna, di
raggio variabile p. Nel sistema sono contenute N particelle non interagenti di massa 1m,
N nella corona sferica e N; nella sfera interna. L’ hamiltoniana, 51 singola particella &:

1
S—Ipl? + AP,

dove A»0. Sapendo che il sistema si comporta come un gas classico in equilibrio alla

temperatura T determinare g in modo che sulla superfice della sfera interna ci sia equilibrio
meccanico.

2} Si consideri un gas di particelle non interagenti di spin 1/2 e massa m racchiuso
nel seguente dominio bidimensionale: un rettangolo di base 2R e altezza infinita da cui &

stato tolto un triangolo di base 2R ¢ altezza R, vedi figura
. : 4 !

B

!
zi

e — l’l "' . . ’ - ' . -_—— ;

L’hamiltoniana di singola particella ¢

1
5 (P2 + p2) + myz

Sapendo che il sistema & all’equilibrio allo zero assoluto e che nessuna particella supera la
quota R, determinare:

a)il numero mussimo, Ny, di particelle che possono essere contenute nel sistema;

b) il valore medio di 2 quando il sistema contiene N, ., particelle.
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Prova scritta di Istituzioni di Fisica Teorica,
13-febbraio-1996

1)5i consideri un oscillatore armonico tridimensionale isotropo di pulsazione w € di spin
1/2. Determinare gli autovalori e gli autoket relativi ai primi due livelli della Hamilton; ana.
S aggiunga ora alla Hamiltoniana, il seguente potenziale:

w .
V=i—(LyS_—L_S
" (Ly +)
a) Verificare che J, & ancora una costante del moto.

b)Come st modificano gli autovalori e ghi autoket precedentemente determinati?
¢} Discutere la degenerazione dei livelli.

2)Si consideri un gas costituito da N particelle identiche, non interagenti, di massa m.
Il Gas & confinato nel segnente dominio:

0<z < og, ——L”sinh% <z< L‘/sinh%, —L‘{sinh% <y < L\!sinh%

ed ¢ soggetto al seguente potenziale:
Viz) = I{](cosh% - 1)

dove 15 > 0,
a) Nel caso di particelle di spin 1/2 determinare I'energia di Fermi.
b) Nel caso di particelle di spin 1 verificare che si presenta il fenomeno della conden-

sazione i Bose e calcolare la temperatura, critica (eventualmente in funzione di integrali
adimensionali).



