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ESAME SCRITTC DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA i

3 giugno 1965

Meccanica analitica

1)

Scrivere le equazioni di Hamilton e trovare una costante del moto
per i1 problema di una pallina di massam e di dimensicni trascu-
rabili soggetta alla forza pesoc € vincolata a muoversi senza attritc
sulla superficie di un cono di apertura of il cul assefverticale
(con la punta del cono in basso). -

Trovare con il metodo di Hamilton- jacobi le equazioni orarie per
le tre coordinate di un oscillatore anisotrepo. Lthamiltoniana di
tale sistema &

2 2 2 2 2 2
H—(Px+Py+Pz)/(2m)+(klx +k Y 4k 2 )/2
e le condizioni iniziali scno
PxfO)=Py(0)=pz(0)=0. x(0)=y(0)=a, z(0)=0.

Meccanica guantistica

3)

_ Trovare la probabilita che neila misura dellz coordinata X

Meccanica Statistica

Un elettrone & descr}tto dalla funzicne d'onda
x4y = N | x{"exp(—n’+ 3 xy)
2 2

2 2 . . .
dove r-=x“+y“+z° ed N & una costante di normalizzazione.

dell'elettrone si ottenga un valore di modulo minore 41 2.

Una particella vincolata su un segmento di lunghezaa 5 ha per
ipotesi un'energia che & certamente inferiore a 84 T/ (L)
td un certo istante la particella si trova in ung stato in cui
& massima 1a probabilitd di trovare la particella nella metd

di destra del segmento. Quanto vale tale probabilitd? Dopo

quanto tempo la probabilita che la particella si trovi nella

metd di destra & diventata, da massima che era, minima®?

L

5)

6)

consideriamo un sistema di 106 fermioni di massza 10"27 gr in un
volume di 1 cm3 termostatato a 0°K, Calcolare di quanto varia
1'energia interna del sistema se lo si comprime in un volume di
0.125 cm”. Di quanto varierebbe 1'energia interna npel caso di .
un gas di Bose? E nel caso di un gas perfetto classico? '

t'hamiltoniana di un rotatore tridimensionale élba/(ZI). dove L%
& il modulo guadrato del momento angolare ed I & il momento 41
inerzia., Gli autovalori dell'cperatore L2 sono i valori n(m+1)}f
con n intero non negativo. A ciascun'autovalorelcorr19pondono
on+1 autofunzioni indipendenti. Consideriamo un'sistema di N
rotatori quantistici cosiffarti in equilibrio Ee£m0a1nimisa,
supponendo che N sia molto grande e che I=1.6 107 gr em® si
trovi quale & i1 livello energetico pil popclato alle seguenti
temperature: =-273°C, -270°C, =-263°C, 0°C, 1000°C.

Relativita

7)

8)

A che velocitd si mupve un elettrone, iniziaimente fermo, dopo
essere stato accelerato da una differenza di potenziale 4i un
milicne 4i volt(

Due particelle di mz2ssa m, ed m. $1 urtano trasformandosi in altre
due particelle di massa m ed my. Quale deve essere 1'impulsc del-
la particeila 1 nel sistema del buricentro affinché in tale sistg;f
ma le particelle finali rimangan> Farme (m1=10'24 gr, m2§m3=3f10 c
ar, m4=2-1o”¢4 gr). ' -



Meccanica statistica

si consideri un sistema di N oscillatori armonici unidimensionali
uguaii di massa M e costante di richiamo K.

11 volume dello spazio delle fasi (a 2N dimensioni!) cortispondente
a un'energia minore o uguale di E é dato da
N
N _N
o,) F(E) = N2 T E
K N!

(proporzionale al volume di una sfera in 2N dimensioni).
_11 Quanti stati quantici del sicstema sono compresi tra E ed E+4L%?

2) Calcolare il valore medio dell'encrgia in funzione della temperati-
i ra.

3) Dimostrare l'equazicne a) (facoltativa).

Relativita

Una particella di massa m, urta una particella di massa m, ferma nel
sistema del laboratorio. ' -

Ltinterazione tra le due particelle & tale che, in certe condizioni,
esse possono legarsi per formare una particella di wassa m37 m ¥Ry

Quale deve essere la velocita V della particella incidente affinche

1a formazione del sistema legato sia energeticamente possibile?

Qual'® la velocitd di m, alla soglia (cioé quando V & appena sufficiend
te) nel sistema del 1ab3ratorio?



PROVA SCRITTA DEL COR30 DI ISTITUZIONI DI FISICA.TEORIOA '
Seasione Autunnale 1969 - _ .

9 e%tobre 1969
Tutti. gli indirizzi

. I candidati dovranno svolgere due esercizi su tre, su fogli
separati, Indicare chiaramente nome, ¢ognome, numerp di matricola e

indirizzo.

1. = Una particella libera di massa N ‘-,;.",--"1:': ~ + , costretta
’ nal rettangolo . .

osxsls , ofysl,
& descritte Bl tempo ¢t = 0 dalla funzxom. d'onda

q/(x,y) = c{aenol pen BN | oosoe sen et '“x ¥ DT
' (1)
- (aenﬁ sen MallX cosP gen MiTX
. | Ly . L2
. © dostante di normelizzazione
B, = 1 m1 -3 fOf-n 30° : T e
n2-2! ll4 PB45° ' .. :__ ﬂ

1e gonfrontare la (1) oon la esprespione gane:ula dnlla mto— '
funzione dell haziltoniana del eistema. IR T

‘20 Calcolare. nello stato (2) 1 risultati ponaibili ﬂelln mi-
sura “glle energia della'particellla e le’ relative pr«obabzl

. -y i
2, = Consideriamo una pariioalla di spin #; Datto h l'opemton 41
momento angolare ad 1'oparatore di spin si d.efinisca .

1toperatore momento angolare totale, I T

siany  Yp, (8 ¢)1s mutofunsioni ai Iaz LL M' mtqvnlorj,'hete -4)

ed B r spettivamente:

LY. (0,0)= BLLE I Yy (0.9)
LaYp (6.0) = Bam Vega/t? @)

e 7{5 le autofunzioni di 3; (S per una partioalla di ap:.n )
ha sempre autovalore 2#) con nutovalori ' i%., H

S5 X+:¥X* =|
S%'X_:_ﬁ._x_, =
] .

-3
vk oa



A.A. 1907-68
I3t vt Tt s Pieiva TEORICA
‘matti gli incarichi }
6£.11.68

AVVERTENZA - RISOLVERE OGNI ESERCIZIO SU UN FOGLIO SEPARAYO
CONTRASBEGNATU Da NOMb, MATRICCLA B INDIRIZ ZC Bl
LAUREA. SI RICORDA CHE NON E' CONSENTITO CONsUb~-
TARE LIBRI © APPUNTI.

QUANTISTICA -~

1) Calcolare la energia cinetica media e la energia potenziale
media nel livello fondamentale di un 0sclllatorg ATTMONLY 3
unidimensionale {forza di richiamo -¥X, k=410 4, n=1C 4,
unit® C.G.S.).

i
e e e et ™ ——

2) Al tempo t=0 una artﬁsgllgjiﬁ:ﬁaﬁévggidimensionalg‘di T iSSa
m{& descritta da_f%_irunzione‘- q*onda- T
X, t=0) = A exp—X=, J

lx,5=0) = & expEsoy—

supponendo che sulla particelle non agiscano forze, detarmi-
nare la funzione d'onda (normalizzata) al tempo t.

Ssuggerimento! assumere che la funzione d'onda al tempo t ab-
‘ bia la forma

2
pix,) = v e 2EE (v

e sostituirla nella =4. temporale di Schodinger

li*'= + 641 ELi;

U

STATISTICA -

1)} Un cilindro cavo di allwninio di altezza K e raggic R e plend
di un gas monoatomico classico (massa delle molecole; a). Il
cilindro e il gas ruotanc con velocitd angolare «s costante,
intorno alltasse del cilindro; il sistema & in equilibrio a
temperatura T. Sia M la massa del gasg, e Si asguma tpascurabi-
le la magsa del cilindro. S

1) Calcolare la density del gas in funzione del raggio, F(r).

2) Discutere il 1imite del risultato per e}, "

3) calcolare il momento di inerzia del sistema (intornr ale
1'asse di rotazione). '

FORMULARIO
Pt ad 2
fdx e X = AT
o
Elementd éi volume in coordinate cilindyiche.

dv = d-fa rdr dh



_l_.."
T ) . - 5

" pate le seguer.ti funzioni d'onda complessive che descrivo..c
10 etato della particella :

2 =&Y, (epK + A, (6.0 )X-
Z = “\!%Ym (0.9) X+ -4—)%— Y. (e.p)A-

1) Dimostrare che 2, © Z, sono ortogonali

2) Dimomtrare che Z, © Z, sono antofunzioni dell‘operatore

-
21248 +20-8

e geterminare i rispettivi autovelori .

3) Determinare il velor medio di L, @ 18 probabilitd Ty di tro-
yare i1 valore m = 1 peér ]I’..z negii stati descritti da 2!.1 8 Z2

4) Data le funzione d'onda
U(e.p)= Yia {BtL'P)X'f'

. A\
determinare qual'd 18 probabilité di trovare per Jz i) walore E—;—

FACOLTATIVA

5) Borivere 1e funzions d'onde compleaaiva. dello stato celld
paerticella tale che una misura di L  die ccn certozze B 8
une misura di S_ dia con cer_tezza‘ﬁ/z . In talse gtato quanto

vals Jx ?

A —— »

3, - Una particella ai messa M ¥ sottoposta all'ezione di un po-
tenziale srmonico di oostante di riohiamo K, I probleme ®
unidimensionale. All'istante iniziale (t = 0) i1 sistema 2

descritto dalla funzione d*onde ' S
LT A A

"3 =5 o
L}/(:J:, O) = H x & '2.* ' con A costante 4i.
. - normelixsagions .
Caloolare, &l tempo t =0 _
1) <‘-|’ ™ ‘-}"7 , valor medio della parita
2) (\.'/ p '-|»'> ) , valor medio dell‘impulso
3) <Y H l.|/> , valor medio dell'energia

4) Calcolare quale"é 1a funzione d'onda all'istente gensrico t

5) gslcclare a gquell'istante i valori medi delle grandezzs RUNIER o H

Cp Ty < PR e Ho2e -

NOTA - Le domande relative a 4%’ m \f-’> in 1) e 5) poesr ©
essere sostituite dalla seguente: - B -

4' Ha la funzione HL’ une peritia definite al tempo ¥ = 0, e qual
£d al tempo t generico? T '



FOIIULARTO

Equazione di Schr#dinger H“{/ =L

Autofunzioni dell’cscillatore armonico 32 —_——

%, (5) =

¥ |f

< m.

H (i) : polinomi di Hermite

Ho(5)

Hy (1) =23
H;/f) =435 -2
Hy(3) = 85 - 123 ces -
Autofunzioni di una partlcella BU un seﬁmento Ot L.
k'l/ (x) = 1,__.7&4’11“‘- E.. = T Mmae 4,3 - -
2 MLt -

Operaterl 2 autofunzioni del momento a.ngola.re\/dl spin

Lely =BV 5 LaYiy T E Y, LeYamg (YY)
Sb(}/f-"“*?-—)(* , Sx A %—X,c.. |
Ly Yoy =i Yo ) Ly Y ==y, J Lo Yig= B+ Y0
Y. = —EX, o

I

S\.l Xf = {:—? Y"' 3 5‘1

A3
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PROVA .SCRITTA DIE SAM3 DI ISTITUZIONTI DI PISICA TZORICA
10/10/70

- u.q.bolvere due problemi a scelta dei tre proposti cgnuno su un foglio
separato (indicare su ogni foglio 1'indirizzo di studio).

- Consegnare bella e brutta copia in modo da poter controllare i ¢alcoll
cffettuati. :

- %7 permessa la consultazione di testi,

Bsercizio n,t '

Uri~ particella di spin % in crmpo centrale, di Hamiltoniana
Pr L Ur) |
;(1‘* Ho = 2am +
. {3 . .
si trova in un autostato 4i i 41 autovalore E descritio dalla

funzione d'onda

(2) (11/{-_-{-(17.) Yw (QLP)_X-P 5 L’l.i' _ndﬁ K

dove Y (e, 19) & 1'autcfunzione del momento angolere orbuale L
¢ della sua componente Lz di wutovalore =1 ea 4.4:0 r:.spettwa—
mente; @ 74. & l'mutofunzione delln, componente 5;,_..(1&110 sp:m. d:.'
autovalore ..‘F':- .

In presenza di un potenziale agziuntivo

-_—

(3 WV o= gL‘S

1*'lamiltoniana totale diventa : _
P
H = H +2V |

L.c autofunzn.onl egatte di A s8i possono cla.ss:.flcc.re come autofun-

zioni a:.multanee ai Ho y L..
-

3':1..—1'5 .

e Jpessendo

a' Perché? .
.} Serivere gli autcvalori esatti di H in funzione degli sutova-
. 2 2 ' Lo
lori di Ho , J , L

¢) Le funzione i'ords (2) si pud scrivere come combinazione lineare

¢i due autofunzioni esutte di i.



g

Govivers tuesta combinazione lineure e determinare i due autovolori
ﬂi 1 corrispondenti a tali autofunzioni;
¢} BGsiste un'altrn sutofunzione di I, che corrisponde 8llo stesso

]

{a
autovalore =  al quale corrisponde 1la QLJ

qi:-+(m)51/&w)22

Sssa &

La 4& 81 pud scrivereo come combinnzione lineare indipcendente
delle stesse autofunzioni esatte i I che compaiono nell'espressionc
trovata per la Lk’ . Asswnendo f,(/, e L{Q_ come funzioni d'onda impertur-
bate e degeneri calcolare asaumendo come potenziale perturbatore :JL/
con la teoria delle perturbazioni al 1° ordine in :1 (cueo degener: )’
1~ correzione ad E,. ' '
g¢) Confrontare i valori trovati con gli sutovalori esatti delle auto-

finzioni di .4 che compaiono nelle espressioni di 9% 2 QE .

-Diacutere il risultato,

Tgereizig 29
51 congideri un rotatore rigido, descritto da 1l'Hamiltoniana

= _f:. +3f0 Ly

duve 1,3' . L—& sono gli usuali operafori di momento anrolere, g una
costante o .F(f‘ un'opportuna funzione reale del tempo. '
51 chiede:
4) deserivere 1'equazione cha.governn 1'evoluzione del mistema;
" b) utilizzando il metodo della geparazione delle wariabili, risolvere
ltequazione;
¢} nl tempo t=0, 1~ funzione d'onda del sistema é-—(Yc Yin) .

Seseriveres la evoluzione del sistema, *

gersizio 39

Un: particella 4i massa m & vincolata a muoversi eulla superficie

d4i un cilindro di ragsgio unitaric, con 1'asse coincidente con l'asse.
Bsga & sottoposta all'czions di un potenziale V(E,cp): 5 2,

indipendieonte dn LF |

11 Serivere 1'hamilioniaona del sistema e verificare che 1'eq, di

Schrddinger 2 separabile nelle coordinate Foe QI) .



2} Sapende che le utofunz¢on di ?lsono del tino

.._>/ -
P /,:LP) _-__N C "-H f5)t agf.v =00, ¢ -

u:.r'r . e = -t 0,4 "
H (7) polincmi di itermite .
IV costante di norwnlizezuione,

In )
Calcolare gli autovalori dell'encryic ¢ determinarme 1l'eventuzle

degonerazione, _
%) Supponendo che ell'istante t=0 L. particella sia descritta dells
. Beruente funrlonc d ond%
g
‘10/5.‘8'&'0) =.___-‘-__: A’e {1+5)(E -J-( /

VA TT
(A costante di

normalizaagione)
Cnlcolare:
Ia) il valor medio dell'enevgiz;
b} il valor medio del momento angularce: _ o
c¢/'la vrobabilitd che la particella si. trovi nella r@giqne della

superficie dsl clllndro deflnlth 1a

' -0 < I

d) dope quanto tempo sard massima 1a probabilitl di trovare la

particella 4elln regione 20 -'-“' £P e 3;- LR
Per sviluppare i calcoli si agsuma jin queato caao, ‘ -

'r{AJ - .iif.; &

=z 2¢w



PORMULARIO:

. . 2
Autof\i.nzioni ai J' Y L ;
i T, 14
LJ)_'L? JJa

3, ZU? - ﬁ,ﬂ,‘% ZJ .
- ;?['QH ?
L2} = ¥

i

2 3, Y = E Ylo (gr‘f‘) X-f- + }? Vta /""\f) ‘X..'-"
zh

Vil ” _

==y 3 Y [9 P)X+ ""!.% Yﬁ {fc"f))/"

Teoria delle perturbnzioni {caso degunere\

correzmne al primo urdine ﬁell'mergio.

E=E" Ve,

-Vn'EU \‘(‘l B
e ‘ o
\/2.1 Uni“t-_ ' o

) N » "' ) e o
Vie e (¢ Vg am et
l -

‘J
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'PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA (ind. genarale)

del 6.4.71

Risolvere due problemi a scelta dei tre proposti ognuno Su un fogliio
separato (indicare su ogni foglio 1lt*indirizzo 4i studlo)

- Consegnare bella e brutta copia in modo da poter controllare i
caleoli effettuati. ‘

- E' permessa la consultazione di testi.

Esercizio n®1

¢y consideri una particella di massa m sottoposta al potenziale:
Vix) = oo 2 <0
N .
i
Vi) = K% x>0
5i chiede:

a) Lo stato descritto dalla funzione d'onda
___mr,} Z’L _ .
A = &
¥, = Ax g P w-v,m:

& soluzione dell'equazione di Schrédinger stazionaria? Con
quale autovalore dell'energia?

b) Esiste uno stato di energi minore?
c) Lo stato'descritto daila iégégggglulonda'

3 __=-mw.‘a..

?3 = B x ¢ '
. & autofunzione dell'equazione di Schredinger stazzonaria?

d) Scrivere l'evoluzione temporale della funzione d'omla a g_s 0

qfx o) = ‘1‘(};), V’(K) f

¢} Descrivere gli autostati dell! Hamiltoniana e d1scutere 1& com-
pletezza, S

R

Esercizio n@2

i

Due oscillatori armonici unidimensionali 4i massa m & frequenze W
ed w, sono accoppiati tramite il potenziale \/ = % 1-1 xa.. .

a) scrivere l'hamiltoniana del sistema

b) trovare la trasformazione lineare unitaria che dlsaccoppla i
due oscillatori i

c) calcolarc i livelli energetici del sistema



. 48

Una particella si trova in umo stato tale che il quadrato del mo~
ménto angolare totale > definito e vale 2R® . Una misura di [
ds invece i wvalori 1., 0, =¥ con probabilitd rispettivamente

. -
[ -

Esercizioc n°3

P L po. 3 p o= 3
bis

Yy . = —_— = em

¢ Vo - 8

31 domanda:
-

a) Esiste una direzione } tale che la componente l_; del momento
angolare in questa direzione dia con certezza il valore zero?
In caso affermativo discutere la eventuale determinazione della
direzione % .

- -

b) Esiste una direzione ¥ tale che la componente Ly del momento

"angolare in questa direzione dia con certezza il valore * ? In

caso affermativo discutere la eventuale determinazione della di-

rezione q{ . S '

c) Nel caso che la determinazione di tali direzioni non sia possibi-
le .completamente con i dati Forniti inizialmente che altre misure
fareste per determinarc completamente gii angoli che le definisco

no?

FORMULARIO

) -~ >
La.componente Lr di L nell direzione ¥ ¢ data da

3 . A )
‘ . i

!_}- = md - -+ ('J.‘-‘-'? .r_y -+ A.»“A!’ La!. . . o . -3

dove Goa, W3, vy - SOno i coseni direttori della direzione §

3i suggerisce di descrivere lo stato con il vettore coionna

VB, .\

. p— a4
Lf' = b’f’l.‘f' :
' —_ X
Vo AL
1\\1":.’ €
Le autofunzioni deli‘oscilliatore armonico unidimensionale sono
T
-¥ / —_—
¥ o0 = N e /lH (§) o §= Vo= x
wt W n, Loy
. Iy = 1
e gli autovalori corrispondenti sono . Hy o=

e !
L= Kwlve ) Hy= #§9-12%



1)

2)

3)

, | 13

ISTITUZIONI DI F'ISICA TEORICA

11 giugmno 1973

Una particella di massa m, vincolata a restare sul segmentoc O-L
deillasse x & descritta al tempo t=0 dalla funzione 4'onda nor-
malizzata X
Z LS R
\Y(X,O)'-:—-"}‘M""""m
| -
Calcolare, in funzione del tempo, 1la densitd di probabilita nel
punto di mezz2o del segmento x=L/2.

Un rotatore quantistico 4i momento d'inerzia f] & descritto dal-
l'hamiltoniana 12
M --'5-.:.}+ng}'€
dove J{ & la componente z 4i un campo magnetico e glyg & il mo-
mento magnetico del rotatore. All'istante t=0 il rotatore si
tpova in un autostato di L2 con autovalore ¥22 e in un auto-
stato di ﬂi(L +L_) con autovalore +f. ' :

81 calcofi 2y valor medio delltenergia e il valor medlo di
Lx in funzione del tempo.

L*Hamiltoniana di un sistema di due particelle identiche di
massa m & la seguente: ' ' .

3. 2 x o a
(1) e BB L imwt (R %)
im0 Tm

Introducendd 1a coordinata del baricentro R e 1a cecoprdinata
relativa ¥ mediante le relazioni :
Xq+Xo _

si possono scrivere le seguenti due funzioni dtonda del sistema
~(Rr V) i ~(R+ 792 )2E

- ¢ . L ] " . e . -

f,—N"E R 2 %_-No'-*- + T p

a) Determinare a-quale tipo di particelle identiche {bosonl o
fermioni) appartengono le due funzioni dtonda ¥, e ¥%
(nel caso dei fermioni si trascura lo spin).

b) Verificare se le due funzioni d'onda ¥, e ¥ siano autofun-
zioni dell'Hamiltoniana (1) e,nel caso affermativo, a quali
autovalori corrispondano.



44

FVMW

ch }t‘ﬁM uL‘ W< }«ﬂ«’wq Au umwm W{) O -1i.
< th M‘w&fm‘v‘.

F i * = n 41,3
r] = = dwm — = e M, b

— ¥
w(ﬁ;— N, e 1 A$) $ =

He =/
Hem 25 £ = hw(n+d) we

W {fow-wh Mv&- ’
Voo-"-i = Yﬂ:-{;—,:-wl}e _

. , i
Oprafra def wegmasit's i po &=

L, = [ 01.7)__ £ ‘O-Lo‘ ) (100)
ol £ B‘Té L= g (Ler) v tees
L+“L’1—tLﬂ L___= LZ—"LS

Ly ng = "h\)!(f’ﬂ *--w«(‘m*‘f) Yl?u .



TITUZIONT DI F1SICA TEORICA (2* Semestre)

RZA PROVA ptESONERO_DI 15

TE
del 16/6/76 - AJA, 1975-76
1) Un oscillatore'srmonico unidimensionale di massa ®m © pulsazioné LD
ha al tempo t = 0 1la seguente funzione d'oru'.l.c.v.z 2 '
- X )
y(x,0) = P (x) = N (1+=x) e
ove & = Jmu/-f. & N & una costante di normalizzazione.
Calcolare
1) 4 ppsaibili pisultati di una misura delllenergia e le relative
probabilitd; ‘
2) 1tespressione \V(Krf’ della funzione dionda a un istante t ¢ 0.
- Tv
‘li‘dz : ,
e  nello stato

2) Calcolare il valor medio dell toperatore

t- &)
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PROVA SCRITTA D'ESAME DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA del 24/6/76

2 Semestre - A.A. 19?5 76 -~ Sessione estiva
> -r

1. Un rotatore di momento d'ingzia I possiede un momento magnetico )*"-'gl—
1n assenza di un campo magnetico, 1'hamiltoniana che descrive il siste-
ma & H = L /21.
All'istante t=() 1a funzione d'onda del rotatore & l,ll(B ?) = N sin § cos(?
ove N & una costante di normalizzazione,
Calcolare il valore medio di L .
Ponendo 41 rotatore in un campo magnetico -B? omogeneo e costante diretto

lungo l'asse z, scrivere la nuova hamiltoniana del sistema e ricavare

l1'espressione della funzione dtonda a un tempo t#o.

2, Una particella con energia E che si muove lungo l'asse x incide da
sinistra su di un gradino di potenziale di altezza Vo, con Vo< E,
Quale deve essere il rapporto E. affinchd il rapporto tra il coeffi—

Yo 16

ciente di trasmissione e quello di riflessione risult.:i. 3 - ;— 7

Vi 4
E —5 t

©
al

»
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PR]MO coMPITO DI ESONERO DI 1STITUZIONI DI FISICA TECRICA

13 DICEMBRE 76 — A.A. 1076=77

(1° Semestre = Corso Prof.Maiani) Co i

‘|

1. Per trasformazioni ads abatifhe reversihili (e c:.oé con 3{9- '
N
ovvero S = entr-pia = cnstante) un gas perfetto segue 13 legge

cor

pvy = (a5t

Mostrare che:

a) Y = 5/3 per un gas moncatomico classicos

b) Y = 4/3 per i1 gas di fovoni (corpo nero);

c) Y = 5/3 per un gas monoatomico guantistico, gia nel c4ds0
Bose~Einstein che nel caso Fermi-Dirac, a gqualunque témpe~

ratura.

2,'Sia dato un gas formato da particelle 1nd13tinguibill che god6n0
della seguente proprietd: in ogni stato K di energia fissava (é )
possono esserci o zZero particelle o due particelle (Nota bene: '
nel caso Fermiw=Dirac, possono esserci © zero ©¢ una particella),
a) Calcolare la somma di partizione delll'insieme gran-canonico,
e il numero medio di particelle in ogni stato di energia eif
b) (Facoltativo) Mostrare che & ancora valida la legge:

pv = 2y (U = energia media;
p = pressione;

V = volume)
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ITI PROVE i SOOULRO )T ISTITUZIONYI DI FISICA TEORICA

{Corco cel prof. Ferrari) A.A. 1976-77

1*#, Una particella (i wmaseca infinita e spin % ei trova alltlistante
Lm0 in uno ctato in cui la probabilita di osservars la components <& =
lo spin lunge la Jirezione pesitiva cellfasse 2 & % e lungo la dire-
zione negativa 3 }. Juertd informazione cetermina 1o stato a meno Ci

-~

un parametros. -
La particella & cottopocta a un CLapo masnetico B costante e uniform:

diretto lunge ltacce X 5i chiecde

a) ¢i scrivere 1leeprecrione dello stato iniziale {includente un pa-
rametro inceterminato)e

b) d¢i ecrivere 1'hamilteniana cel sictema (1'operatore momonto magh -
tico della particella 3 sz;}d),

¢) di ecrivere 11espressione cello etato {reumpre conteneate un para
metro inceterminate) in funzione del tempo,

d-) éi determinare per auali valori cel parametro accacde che la funz o-
ne dtonca a un certo ictante ¢i tempo si ricuce a un autostato ¢
&y , © trovare 3 quali tempi cid accadz.

20, Un fascio ¢i particelle Gdi massa m e energla 2Vo incide da sini -

etra sul gradino di - potenziale inficato in figura.
Ceterminare il coefficiente ¢i rifles-

cione R e il coefficicnte @i trasmic= £ 2Ve f
sione T, e care una valutazione nume- 3 !
rica in percentuale[}ncha approscima= 1
ta]di tali quantita. A

Yo
ST >




‘ﬁ';mm pI ESONERO DY ISTITUZIONI DI PISICA TEORICA ’ 3
' " Aede 197677 = 26/1/77 -

(Cormso Prof. .Maiani)

). = Una particella libera di massa m si trova al texpo t=0 nello atatc

descritto dalla funzione dionda (az, reale, > 0):
T
. A/ o - __g(_
-\f"(‘. 0) = / _-:!--—- 4 % & L
k 2 T u" ) " Lo
a} Calcelare la funzione dlopda ‘P(x,t) al tempo &
b) Calcolare il valor medic di x al tempo t :

W lXE) = (W), x x;«(_t;_'n) _ , -

o) Calcolare il valor medio ai x? al wempo t : ¢ X ( S

. T

= ( Vi), X ‘4’("5-)) } per riferimenti si oas =
vi che /x°(0) = o) g

d) Galgolare £} yaler medip gt p? sl tempe v i

<P?t!‘) =z ( *’(“; P"‘P(F‘_))

S8i ricordano le formule integrali: T el

+%° _Ayi_ By . 473 _@1
i ¢ = (& g %A
r § . (%) ¢

r® -ﬂ‘/i e
o L1 m

valide per A,B complessi, purchd sia ReA > 0, - -
g.

81 consideri un oscillatore armonico unidiun-:lohah, di...nuu m
e frequenza &’ , con hamiltoniana: e

. V=
H s -—E- e ':!" " & X
- zm 2

a) Mostrare ohe il valor medio dell'energia cinstica e delltasner;ia
potenziale ncllo stato di minima enorgis , cp’ ; seno ugualis

(%, TH)=(h V&)= & & - e

T = _f:.‘- V-Lmuzxz
) ! 2 .

" b) Mostrare che bér qualsiasi altro stato di saergis definita, |

{:t«; hu(q-&-%—)) . ai ha similmontos

(4{14 ,T'qu) = Q‘/'k: uwﬂ) - % EM
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L A S T

84 ricordl shdi = = - ;‘F;‘: ': e *‘@1- ™ %.,

ar e (P*'-mwx) B
. VZ?M#U ‘ _ ..‘.:;: "-.

}_;a al) -

In alternativa agli esercizi I o 2,
te e-ercizim .

pud essere svolto il selo Boguun=

1'sy 84 considori un oacillatora armonico unidiuemionale di swasa o
frequenza WJ , e sia \{/)\ lo stato (stato cotreate)l :

- 7 Y Ty,

( - numero complosso fiuato). A‘ N
a) mostrare cha (tP , '-,U ) = & . S ;;LMIL
b) definito uno atato C()A normalizzato: ., '-& z € | y—);
. mostrare che, se . | P
| Volxo) = ¢ |
aliora . o e
vixt) = ¢ qﬂm,--- -
dover -l_.wt' : .
f At € . X
c) mont.raro chet _ - ‘- . B
L 7
g ((UH-T*:\N )"'{t 'L f ( Aqr\’ cﬂ:ri)dt—

:=-.. 1-&..( )A;+L) : J.((p‘ Hg)

se T & i1 periode classico di oscillazione:

:'_ z- ‘21 I- - I_.I‘ ;.I :l.“'t-l's‘cl..- o
' o : Lt e I?z"d.‘h )
e T = (--ulv\.}; 5 cc.‘,gt_ C.a\ )
¢z :e"‘"‘-f"" f-pf&q - QJC‘L
[V B ‘.
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40 COMPITO ESONERO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
DEL 24/3/77 - A.A.1976/77 (-L. MAIA ML)

4. Siano date e funzioni d'onda angolari:

\}’1(6 ¢) = N,sinfcos¢
'\.yztﬁ ¢) = 8,01 + ¢cos B
‘{’3(9 '@ =Nc059

a) Esprimere q’.‘, "l’z. ‘V come combinazioni linearl- dene. auto
funzioni del momento angolare

t%‘"-ﬁ; \}’11-({:\ oi¥ 5inf ; Y10 =" Ecose

4‘_1 (';: 1" gin 9 )

e determinare 1 coefficienti (reall Bpoaitivi) gi'uz ed N3""
in modo che: : . s T

ar n : |
‘ - S)d g H’\z ginB df =1
e analogamante per \l’z e ‘Pa

p) guali tra Wi« '}/2 e lPB sono autofunzioni ai I.. ‘e con che '
autovalori? guali sono: ?utotunzion:l. a1 1?2 e cun uhc autg o

wvalori?
(T, 13 p L - Ly +_L¥ +__,1;.z)

2. Siano date le funzioni d'onda del momento .angolare i*/‘l' '1la _

Y11 1 _ _
L, Wi, 7 Yi,1 L, Wi, =~ Wa,
1?2 W, , =2 Y11 | L2 Wy 4 =2 'ﬂ',.lu,
e l'hamiltoniana

= AL, *+ iBLz (1)
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a) Posto

\Ple) = olie) Yy 4+ By ¥y _,

determinare ol(t) e B(t) dell'equazione di Schroedinger,
con 1'hamiltoniana (1), pex fissate condizioni inizialil

d(t=0) = do , Blt=0) = fo.

b} Posto
1
¥, "J-‘z’—- (Yy,0 £ ¥q,-0)

Se al tempo t=0, Y {0) =, dopo quanto tempo § (t)
sard proporzionale a Y _ ? _ .

{Facoltativo) _ . ) _ " B

¢) Definita un'osscrvabila'tale cha:
Fy, = Y,

Fg.=0 . - .
e considerato lo stato qJ(t) tale cha -?40)'5 v,

o

calcolare:

ey = (Yo, F ) B
e mostrare che ' :
-

um L g F{t)dt = § 1

Tor e T )
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIQNI DI FISICA TEORICA DEL 9‘2‘1222

Prof. E., Ferrari

Sessione Estiva, AcAs 76=77

Una particella, vincolata sul segmento 04<x<£L, alltistante t=0
si trova in uno stato in cui una misura di energia pud fornire,
con uguale probabilita, sole due valorii il valore pid basso E, o
quello immediatamente superiore E2-4E1.

a) Scrivere 1tlespressione della funzione dlonda normalizzata
(contenente un parametro arbitrario), '

b) Determinare tale parametro sapendo che all'istantg'tno il

valor medio delllimpulso della particella @ p—«% e

:cj Determinare qusalt!2 1ltistante di tempo guccessivo a t=0 in cui

41 valor medic ‘delllimpulso assume per la prima volta il velorse
EEeTrO, .

Due particelle identiche di spin 4, non interagenti tra loro,
sono vincolate a2 muoversi su una superficie sferica di roggio
costante, in modo che i soli gradi di libertd sono quoalli ango-
lari e di spin, Tra tutti gld gtati acceasibili el sistema delle
due particelle, deterninare quanti sono gli stati che soddiafanoc
le seguenti proprieta: ' '

1) Sono outostadi sia di L, che di S (L= r“)-l-f.(z); S 3(1)1-5(2),
ove gli indici (1) e (2? sl riferiacono alle singols particelle).

2) i numeri quantici P(l) e B(z) relativi ai mooenti angolari
delle due particelle valgomo o O o b ¥

3) 1o configurczione dello apin totale & in uno stago.di tri=-
pletto (cio2 gli stati sono anche autoastati di 8% con B=1), .

Scrivere la funzione dfonda di uno di tali stoti, scelto &
piacere, e discutere quali sono gli autovalori di Lz che possono
essere ottenutl, ' ‘
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONT DI FISICA TLORICA
del 20/7/1977 = Adhe 1976=77 |

Sia dato un oecillatore armonico unidimeneionale, con hamiltoniana:

2 2 -
P° 4+ méd 2
H= ~— T X
zZa - 2
a) calcolare, nel caso classico, la funzione ¢i partizione Z del-
l'ensemble canonico, llenergis media 1TV e il calore specifi-

co a frequenza costante, C = (’3‘-}/ 2T )uJ verificando il teo-

rema cell!equipartizione dell'energia.

b) Sapendo che, nel caso quantistico, lo Epettro dellteneorgia 3:

1
E = fw (fh + 5‘) , = O, 1,2,

. @ che ad ogni n corrisponde un solo stato, calcolars nuovamen-=
te, nel caco quantietico, I, U o Cs

c) In che limite per 1a temperatura T, 1'energia media & il ca-
lore specifico cel caso (b) tendono ai limiti classici calco—=
lati in (a)?
Al contrario, in che regione ¢i T, si hanno deviazioni dal ca-
so classico? -

d) {facoltativo):Nella pezione ¢i T in cui cli effettdi quantisti-

ci sono rilevanti, C guantistico ¢ Cclassicos =~
Sapeste darne una spiegazione intuitiva? L

Una particella quantistica senza apin viene preparats nollo_sta;
to corrisponcente alla funzione d'ondat : o

&
Y

. ‘/z_

Vs X(z)..ff.(_i‘) s Xon
_ T \4n ! :
dove .} & un'opportuna funzione dlonda rndialognbrualiszata
in modo che S , x|t 2tdu =14 '
a) quali ricultati di, sullo stato *f'una misura di Lz ;'con.' o

che possibilita? L

(L= componente z del momento angolare, in unitd i W)

b) quali ricultati di unma misurs ¢i Ly, e con che probabllitd?

e
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PROVA SCRITT. DI ISTITUZIONI nT FISICA TEORICA DELLY 11/10/77
Auhe 1976=77 |

1.B, Gli studenti cel corso del Prof. liaiani svolgeranno gli esercizi
1 e 2; auelli c¢el corso del vrof. Ferrari svolgeranno cli es. rei-
f

zi 2 e 3o

Y

17 51

3]

= '; 1timpulso mascoiims TP quelli degli stati occ.pati ca
Pg~ | Py

an gas i elettroni {consicera+a coms cas perfetto di Ferm:) allo ze-
.cooluto, e sia EF=pzr/2m i1 corrisponcente energla mr/Sima,
‘a) Dimostrave che l'energic mcdia per elettrone &

E =

o
ol
—

[

L
. L

. N - * - L] 0} r—
{bY Dimosztrare che il walor ascio el modulo gel) r.mpulse, p, & dato

da

LY

Pos

= &
£ 15

r¢)} Confrontcre guesio vilope &i E con gueil. chne si otterrebbe per

ere 2lla staticlicer o' dose © alla statistica

un :as che obhedliss:
an-tea e Ciseuuc e la xojionc £is.r0 Qella differcnza.

-
») Sia cata una pariicella vinzolata »-s Pplano (X,7), ciod descritta
<2 ung funziene dlonca ARG PR e‘;jgettazac una forza ¢l richiumo
clactica diretta verco Ltoriine, ;' * - @4 #11+yz,éove ma ls mara
~a €ella particells eé W und Frenuy. i caratteristica.

‘a4) Scrivere llejuazione <i Genpd: s el per 1a particella, & Getermi-

narne (1i esutcvalori velllener-i*
1) Ceasideriz - lloperuiorve L7'f9r- o . vimostrare che lo stato fon-

o

damcntale Cella particells /U3 1tostato ¢i L, e deierminarae

1'sutovalourc.

. . - . W T . v L . . A
4) Una particulla o4 “uuﬁy__:LLHLJA,.svcntc apin 3 ¢ momento ua, fccl-
“q P‘ e 7, b, al teupo =0, :n un vtosvatlo ¢i £, con autovalo-

phbe] -j_‘F\ ;
La particella & votwey otz a utin camno marmetico costante

i dintensitd B giacer ® nel pizno y: e formante un angolo ¢i 6r% cou

ivtacecs y {vedi Eip.sd

$i chiede A

- - TR ’4‘0-1'; oot "t‘l ot i s Pl | g

.y €1 seedvere oG eRRettE R 1)

5}y Luali sonc - posribkili rirulcut. 4 una -
aisura G =tene lo, @ 1. polat ry proe- 4
pabilite, D v

4

f2) cope f.2nto AP
evoluyzione tempor

, ritorna ni..o0 sta- '
to saiziales
n

14



coLTITo i L3T:iUZIONT DI FISICA TEORIGA
oYy B

1) Si abbia una particelila con momento angolare L=0 in una buca

ai potenziale sferica, ‘ciot V(r) =0 perr 7 &, v(r) =% per r < .a.

Determinare le au¥ofunzioni e gli autovalori dell’ Hamiltoniana.

2) Si ahbia una particella vincolata a stare su un segmento di

lunghezza b descritta dalla seguente autofunzione:

\f [)().. _: \E e HT_E, o0 ¢ x < L

Doterminare la distribuzione di propabllita dell'impulso e il valor

medio dell'impulso. ' oo |

3) Si abbia un elettirone di spin ;’lmwerso in un campo magatico di-

retto lungo l'asse z H, , S€ jniziamen-e 1'elettrone 3 in autostatb :

ai Sﬂ con autovalore + fi' determinare la prdbg.bilith‘oha_do:apo ure L

tempo abbia Sﬂ = - t i .

P

KT o

P il alit
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DY FISICA TEORICA del s/12/77

Appello di Dicembre 1677

N.B. Gli studenti del corso del Prof. Maiani svolgeranno gli eserci-
2i 1 e 2; quelli del corso del prof. Ferrari svolgeranno gli e-
sercizi 2 e 3. .

1) Un gas perfetto classico di N particelle di massa m & posto in un

campo gravitazionale uniforme di accelerazione g diretto verso il bas-

so lungo l'asse zZ, ed & coutenulo in un cilindro con area di base A,

infinitamente alto, Sia T la temperatura assolutas.

(a) Calcolare la funzione di partizionc canonica per il sistema, ©
1tenergia libera F.

(b) Calcolare il calore specifico a volume costante C, del gas.

2} Una particella di massa m & vincolata a muoversi su una circonfe~
renza di raggio r. Sia ¢ 1'angoln che individua la sBua posizione
sulla circonferenza.

{a) Scriverce 1t Hamiltoniana della particella in termini di @ e del

I .
suo momento coniugato gz=.‘1,Q/b¢ ,
e determinare gli auntovalori e le autofunzioni dell'energia.

(L) Al tempo t=0 1a particella vienc preparala nello stato by di
1 ¥
funzione dlonda Y {¢) = C sin f cos 2¢,dove € & una costante,
Quale sara la funzione dlonda al generico tempo b successivo?

(¢) Dopo quanto Lenpo T la particclla tornerd nello stesso stato
in cui si trovava al touwpo L=07 :

. - . + . . . . . . 1
3) L'hamiltoniana di un sistema di due particelle identiche di spln -
contienec wn termince di interaziong spin-spin

= Py

H = a§ 5§
5 .

-

in cul st} & 1voperatore di spin relativo alla particella i~csima,
e a & una costante nunicrica.
A un certo istante di tempo 14 funzione d‘onda del sistema pud esselt
scritta come il prodotto di una funzione delle coordinate e di una
funzione degli spin (entrambe normalizzate a i):

Y{f,5.5.8) = g LT, ) K, 5)
Calcolare il valore nedio delll'operatore Hg in tale stato
(a) quande @ & simmetrica nello scambio e

(b) quando @ & antisimmetrica nello scambio -'l",o—vp'f"; s
$i suggerisce di trattare il problema introducendo lo spin totale

2 Ly
S35z



SECONDA PROVA DI ESONERG DT 18 TTUZIONT DI FISICA TEQRICA

DEL t7/12/77 = Aedeo 1977-78 . ) l

(M, Altarelli) . - i

{ - Una particella si muove in una dimensionc sotto l‘influenza.dgl poten~ i

ziale v(x) = ©0 x <0 !
V(x}ﬂé_mo.)z x2 x> 0

dove m & la massa della particella, ed € una frequenza caratteristica.
a) Determinare gli autovalori e 1e autofunzioni dellfenergia. ’

b) Qualté il valor medio di x nello stato di energia pit bassa?l

c) Se al tempo t=0 la particella a2 nello stato di funzione d'onda

ky(x):: C xaaxp(—mwxz/z-'b’\) X >0
= O x < O

_ dove C & una costante, quale gara la funzione dlonda al generico
: tempo t? B S : o .
2 - Una particella di massa m, che si muove nel verso positi\;d dell'laase b
& soggetta al potenziale , '
U{x) = 0 per X <0 |
U({x) = ¥, 0 per x> 0

Lo stato della particella al tempo t=0 & descritto dalla funzione
dtonda Y I(x)', che per x< 0, vale

{x) = (x‘
W) \P%| ) + \V@E‘(x)

I

ve T Rx S
o ,‘Pgl(x).-.-. e g'm"|' ‘ﬁ;e-b ) ‘/—g i
. . ___L 3 ‘x_
WV‘%‘%,(X) = eb\‘/gg'x +3 e i 'J

\l}gl e\'l"ﬁ S essendo soluzioni stazionarie dell'eq:ﬁazione di
Schridinger. ' ' '

| . ’ .
a) Determinare 1taitezza U, della barriera {in funzione di E' ed
m) ed il coefficiente B.
b) Scrivere la forma di \.}JI(x) per x> 0.". " '
¢) Se la funzione dlonda fosse, per x<&0, \I"II(x) = \PE (x), quale
gsarebbe il coefficiente di trasmissione? i
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RO DI YSTTTUZIONT pl F

ISICA TEORICA del 5( zz

3* PROVA pI ESONE

Prof. M.

1., Una par

d'onda

4)(1:Yaz) =

dove © = (£z+y + z )
e la partlcella 2 inu

(2) Dlmostrare ch

e determinarne

| J(ﬁ) Quali'@pn

qu e -
e quebattii

2. Un atomo di id

funzione dtonda (

I(a) Scrivere q/

1‘Ham11ton1ana e calc

 (b) Trovare 11 valo

ticella si trova nell

o 4 possxblli risultat
l1e rispettive probabiliti?

Altnrclll Y W

c (x+z) e -r/a

11autovalore

L4

rogeno si trova nell

in unita ntorgj.th,) :

L E P
VE VR

x + iy) (4 - x
6

come BOVIap

o stato descritto dalla
- |
e C ed a sono costanti. A

L ai una misura & 4

posizione di autofunz

lare il vglor medio de

1977~ 73

funzione

n autostato di ’

o stato descritte dalla

(x - iy) © AN AR
) e - /3 i}h' .
iohilﬁg;;'.f
c11! enorelas

_‘ PO

r delO di r.-fid
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PROVA D!ESONERO DL, ISTITUZIONT BT FISICA TEORICH BEL y

__—.—-_ﬂﬂ

Seke 1977"?8 - (i‘;. Altarelli)

_Un gas perfetto classico ¢i N partiselle di massa » & soggetto

2.

ad una forza ¢i richiamo elastica Vereo il piano z = Oy

F == m(diz, diretta lungo l'asse Ze 11 sistema d pracchiuso in

un cilindro di asse z, infinitamente lungo @ di area di base A
{a) Calcolare la funzione di partizione canonica per 11 sistena; -

e 1'energia 1ibera Fo.

“(b) Calcolare il calore specifico a volume costante, Cv, per il

slstema.

La compressibilitd jsoterma Kk ¢l un sistema & definita dall'equa~

ioneat -
z‘on | _lﬂp _ ‘_\x (\.Eigz_)
' . PV /

a) Dimostrare che, per un gas perfetto ai fermioni allo zera as~

soluto K & proporzionala a sta

b) Dimostrare che, invece, per il gas di fotoni K & iqfiqita 5{

qualeiasi temperatura T,
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PROVA SCRITZA oI ISTITUSIONI I FISICE TEORICA
del 10/2/73

Gli studenti cel corso del Prof. Altarelli (A.A. 1677~78) e del corso
del Prof. Maiani (A.A. 1976~77) svolgerannc gli esercizi n.l e i3
quelli c¢el corso cel Prof. Ferrari {A.A. 1976=-77) ¢li esercizi n. 2 e
3; quelli del corso del Prof., Caesandro (A.A. 1977-78) a scelta un
ceercizio fra il primo € il quarte e un altro fra il secondo e il ter-
ZOo.

1, (a) Dimostrare che, per ua cistema cescpritto call'ensemble canoni-
co, la fluttuazione di energia quadratica mecia, cefinita <a:
2E = \[ (- n)?

dove H & ll'Hamiltoniana e 1a sbarra indica il valér medio sul-

1'ensemble, & cata da:
AR 2 \J RTC,

(b) Calcolare la fluttuazione AZ per un rictema costituito ca
un oscillatore armonico unicimensionale clastico, in funzione
ai T, ' ' i

(c) Calcolare OZI per un oscillatore unidimensionale quantisgtico,
con frequenza caratteristica W '

3., Un fermione ¢i =pin e». e macsca m, descritto al tempo tewo dallb
. e d | \E‘T—? ‘ |

cpirnorea . .

P W(Trétlg)'ﬁe (2) ) .

gi trova in un campo magnetico uniforme ., diretto lungo llasse X,

e la corrispondente Hamiltoniana &: '

. 2
H: f_‘*‘%6le
dove g & una costanie. e _
(a) gueli sono i poseibill risultatd ¢i una mirura ¢i &y al tem-
po two, e gquali le rispettive probabilita? ' -

(b) ;ualté il valor mecio celllenergia al tempo tmo?

(¢) Duale sard lo spinore che descrive lo stato dells particella
copo un tempo t= T&/(24H) ?

3, Una particella ¢i massa 3 e enargia Te/,, éhe 5i muove lungo
i'asce x, incide ¢a sinictra Su una buca di potenzizle ci profon-
citd ~-3Vo e ¢i lunghe2za L, con hoL_: I?J_.' , .po - {'2,,.,\,/0/%1 veci fiz,

V{a) A ’
) t
L1 Vg mam——i |

-._;Va

calcolare la probabilita relativa che la particella si trovi en-
tro 1a buca {(ciod nell'intervallo 0sx <L ) e fuori calla buca,
nelltintervallo ~L$X¢0.

4, Una particella di massa nulla, con enersia E e impulso cdiretto
lunso ll'asee z,urid contro una particelle in quiete ci maceEa M,
sual'® il minimo valere E, < 2 necescario perchd nello stato
finale giano presenti una particella di macra n € una ¢i massa kil
Supponenco che le particzlle finali ci muovano nella direzione
cell'asse x, calcolare li impulei in funzione celltenergia E
del a particeclls incidente.



PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI _FISICA TEORICA del 5“428

A.A. 1977-78 -  Proff, ¥.Altarelli
E. Ferrari

Gli studenti del corso del Prof, Altarelli {(MAsde 1977-78) e del Prof.

Maiani (A.A. 1976-77) svolgzeranno gli esercizi 1 e 2} quelli del cor-
so del Prof. Ferrari ¢li esercizi 2 e 3.

1. Un sistema di N molecole si trova immerso in un campo magnetico
uniforme H diretto lungo ltasce z. Tutte le molecole sono nel lo-
ro stato fondamentale, in cui il momento angolare totale J ha au-
tovalore J(J+ | )R & dove J & un intero, ¢ ciascuna interagisce
con il campo magnetico attraverso 1thamiltoniana.

I ‘W‘—CJH
z

dove ¢ & una costante

(a) Calcolare la funzione ¢i partizione canonica del sistema &
temperatura T. ' '

(b) Calcolare la magnetizzazione del sistema, dét.a- da

= - 2F
z

. ) ‘a H

dove F & llenergia libera.

2, Un atomo ¢i idrogeno si trova, al tempo two nello stato descritto
dalla funzione d'oncat C

e thT
-y [~ 8 20-
\V(\"; O)= -——-l—-—-- € o+ ...l.'-—(_g-:)e_ ’}
V3may Z L \Te/ T
42 : -
dove as & il raggio di Bohr a,= /\me.. i A2 L A
{a) Quali sono i pocsibili pisultati ¢i misura dﬁ.e o di E’ (]
quali le rispettive probabilita? DR t .
(b) Qual'd il valor medio di Zz al generico tempo: t > o?

3, Una particella di massa a8 vincolata o muoversi sul segnento
O <& x ¢ L. epertm 1z sua funzione d'onda ' X!

S _
in cui e ¢. cono le prime cdue autofunzioni delllenergiae - "
sapendo che lY¥energia media della particella 8 Fa S‘t\"ﬂl/(ZNLz)

e che la probabilita di trovare la particella nel segmento

ORR S L a allt'ictanie iniziale la minima poseibile, ﬂéteminares
a) i coefficienti a e b3

b) 1a funzione d'onda della particella per t 3> 0.



1)

2)

Profi'Ferrari

2% Semestre =~ 13/6/1978

Partendo dalltespressione della capacita termica & volume costane
te di un gas di Fermi fortcmentc degenere, valida per T piccola:
2
PR Supityg &
v 2 TF

(kmcostante di Boltzmannj penumero di particellej TF-temperatura
di Fermi), scrivere 11eppressions Gelll'energia interna del gas in

tall condizioni,

Moatrare cho -per il gas vale il beorema di Nernat (lecondo
cul 1ltentropia & nulla per T=0) solo se il potenziale ehinico o
alla temperatura T (con T piccola) differisce dal valore peor Tw0
per una funzlonc della temporatura che va & zero pi& rapidamente
di Te

Una p;rticella libera di spin % & in un autostato simultaneo

delltimpulso (con autovalore ?) e dell'operature h definito da‘
h- gcg

@!-vettora delle matrici dal Pauli;'ﬁiopdratore dall'thpulno),f

corrispondentemente alltautovalore massimo di h,. -

a) Scrivere 1tepprocaione esplicita delllautofunziohe dolla
particella e spacificara 1tautovalore di he

b) Queli altri sutovalori di h sono posaibili (nantenendo invae
riato ih?

¢) Quali condizioni deve soddiafare il vettore ?peréhb la
particella si trovi in un autostato di S ? (8 -operatore

associato alla componente z dello npin).



pOYL. SCRITTA X fror2TONT oI FISICH TSORLCA
del 23/6/1978

ceccionc ectiva = HAebe 1977-78

1i ctudenti del corco cel Pro”, Ferpori e ¢i quello del Prof, Alto-
elli cvolgeranno cid ecercizi 1 € 2 Gli studenti cel corso cella
spof Jeca Pugliese cvolzeranno FapRd ecercizi 2 © Je Gli atudenti del

sorco del Prof. Caccandrao svolooeranno cne epercizi a loro ceceltee

Un cac & formato ¢a un nusero o .aolto crence) ol particelle iden-~
tiche, non interacenti, ciaccund delie quali & un occillatore arLo-
nico guantictico, sridimencionalc, icotropo, &i frequenza ()} , ©u&
nz opin 7z @ gquindi obbecdicce s1la ctatictica @i Fernl.

Calcolaro 1lenercia i Fermi I, del pictena (ciod 1'energia del pid

' alto livello occupato 2 tenperatura nulla) o mostrare che, per T=0,
1 tenerpgia totalo del pistena 3 data <& % a op®
Per ovitare inutili conplicacioni ai calcolo, ci racconanda in tut-
te le ecpreccioni i concervere colo 11 termine doninante in n, tra-
ccurando tuttl cli altrd, suando 3 neceocario, i uoi la relaczione
approcoinatsa f K ner!

. rsQ Kéd :
- xuale riculta 11energia totale i un eioctema di oocillatori analo~

ghi, ma cocdicfacenti la ctatictica &l Boge, 2 tenperatura nulla?

2) Una pnrticella di macos m,.vincolata'a smoverci in uné dimencione,
3 coggeita al potenziale v{yx) definito ca: -

Vig) m 03 per = <0
Viz) = -V, por @ < u ¢ 2 {Vo)‘O)
Vix) =0 per x >a

‘a3) Determinare per quali valori i V ecicte un autostato deli'e-
nercia con autovalore Z = O

(b) Calcolare 12 orobobilitd relativa ¢4 osservare la particella
in O£ x4 ain Qgx < 24 per uno gtato con B = O

1) Dsternincre la ﬁgn:ioag Stonda per una particeile éi spin i e no=

mento nagnetico p = L5 tale che la probabilita &1 troveore il va-

lore +¥% facende una micurs ¢ 51 s 1/3, e il valore medio i §
2

& zZerda. : -

Se la particella 3 innerse in un canpo nasmetico coctante 3 che

giace nel piano X © £z un angolo di /4 con llz30e delle x, de-

terninare la probebilitd ¢i ottenere il vzlore -~ facendo una mi-

2
cure di S_ al tempo Te (i compiderino i velori Gella prima co-=
rianda cose ottenuii 21 tempo t = ©)s
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I° PROVA D'ESONERO DI ISTITUZIONY DI EL§I£A TEORICA

AA. 1978-79 ~ 1o Senestre - 27/11/1978

1. Sia dato un sistema claseico & due dimensioni descritto dall'hamil-
toniana

® .
m L . d a(x2+y2) + 2bxy )
im 2 '_. J

ove a e b sono due costanti fiseate (a >0, azn-bz).
Calcolare la funzione di partizione canonica e 1'energia media
del sistema. v '
FACOLTATIVO: Discutere che coEa succede se le condizioni .3, b2 e
& >0 non sono roddisfatte,

N.B. Si ricorda il valore delllintegrale

T m(Axi2Bx) — Y,
J JI Q = JT; e '

- A

€. Sia dato un gae di bosoni di spin zero, il cul numero N & concer-
vato {potengiale chimico M non identicamenté nullo) ® masas nui-“
la; Per tali particelle L = ¢ lp[ (E = energia, p - qu.antith ad
noto, c = velocita dells luce).
a) Calcolare l1a capacit& .9rmica a volume costante c nel limite
classico, ' ' '
b) Calgolare la stessa gr .\dezza jquando il gas & fortcnentc ‘dege-
nere (ovvero T & infer.cre alla temperatura critica To).
c) ‘Calcolare To, ' ]
‘.QAE;?Ielle risposte b) e ¢), 9iando si incontra un integrale del ti-
po © '

Ik =j xx dx (k ih!-a-ro)

o €& -1

lasciarlo indicato con il simto'o Ik’ Eenza cercare di risolvorlo.
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL_6/12/1678

li studenti del corso del Prof, Ferrari e del Prof.,. Altarelli svolgeranno gli eser-
izi'1.e 2; quelli del corse della Prof.ssa Pugliese gli esercizi 2 e 3; quelli del
srsc del Prof. Cassandro due csercizi a loro scelta.

) Un sistcma & costituito da N rotatori rigidi gquantistici ma distinguibili, che han-
no per hamiltoniana L2/21, ove L& il momento angolare e I & il momento d'inerzia,
Il sistema & in equilibrioc termice alla temperatura T. ’
a) Scrivere la funzione di partizione canonica del sistema.

b} Calcolare lfenergia interna del sistema nel limite di T molto grande (si consi-
glia di usare per lo spettro dei livelli del rotatore lfapprossimazione di spet-
tro continual,

¢} Calcolare l'energia interna e la capacitd termica del sistema nel limite di T

" molto piccolo (si comsiglia di troncare la somma di partizione lasciando solo
i termini significativi}.

) All'istante t = o una particella di spin %, momento magnetica " = £ ® e massa in-
finita si trova in uno stato nel quale la possibilitd di trovare il valore /2
facendo una misura di sz g 2, e 1 valori medi di Sx esy sono uguali (& entrambi
positivi), La particella & immepsa in un campo magnetico costante E.parallelo al-

. 1lasse y. .

a) Scrivere la funzione dfonda all'istante t = o ® determinare il valore medio
* comune di P_ e Sy.

b) Calcolare il valore massimo e minimo della probabilitd di trovare il valore A/2
in una misura di s, durante l'evaluzione teomporale del sistema.

} Determinare la funzione d'onda e l'energia nello atato fondamentale di una parti-
cella di massa m vincolata a stare in una sfera di raggio Ri _ ;
Si abbiano ora due particelle identiche non interagentl immerse in questo poten-
ziale; si determini la loro funzione d'onda complessiva quando entrambe le parti-
celle si trovano nelle stato fondamentale, Discutere i due casi: a) bosoni di
spin 0; D) fermioni di spin 4,

-

e ——————— e
o pr B

.

[ - T

W ue
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1IT CQiiPITO LI ESONWERC LI 1STITU2ZIONTI DI FISICA TEORICA LEL 1&{2{22

1)

2)

A A, 1978-79

Una particella si trova, a¢ un certo istante &l tempo, nello stato

descritto calla funzione d'onda:;

L}» {7, 6,u) = AX(;) (cosé + sin & cos{)

-

(c1~ AL )2

8) Calcolare A, e c._et.erminare la probab;lité éi ottenere , fa una

dove A & una costante €i normalizzazione & b (7 ) & normalizzata:

misura su \r’ , i vari valori di l. e di L.
b) Hostrare che, su ‘t/ i valori medi di L e di L_ sono uguali,

e calcolarne il valorc comunc,

Una particella di massa infinita e spin % & immersa im un campo
magnetico costante, Il campo magnatico ﬁ-giace nel pianc XIi ¢

foruwa con l'asse Z un angolo 8, Lthamiltoniana at

H -flﬁ o = P B .cos8® ‘fi'z + sin@ ‘x)

Se lo stato inizialc & l'autostato ¢i &, con autovalors +1,
qual'#,in funzione di @, 41 minimo valore che pud assumers i1

valore ci aépettazione ci 0'2 al veriare di t?
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11°e COMPITO DtESONEROD pT ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA

AJA, 1978=79 TI° Semestre 14(5(29

Un oscillatore armonico in una dimensione di massa m & pul-
. gazione & Si trova al tempo ¢ = o in uno stato determlna-
to dalle seguenti condizioni:

a) Ogni misura di energia da con certezza valori che sod=

disfano
LLu<E <« 2thw
b) Il valore medlo delltenergia &
E e M KW
c} 11 valore medio delga coordinata &:
_' gk
W ———————
IDvaw

Identificare tale statoe. Determ&nare poi a quali valori del

tempo il valore medio della coordinata & positivo e massimo-'

Determinare infine i1 valore medio delltenergia cinetica &
tutti i tempis

s
TV

g o
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IT¥I® COMPITO DI ESONERO D1 ISTITUZTONI DI FISICA TEORICA
del 5/6/1979

LtHamiltoniana di una particella di spin 4 sia

i

=9
H= =g 5. B
S . =
dove § & lo spin e B & diretto lungo ltasse 2.
Determinare 3

. j—y -l 3
. a) La forma esplicita in funzione di s e B dellloperatore s

—
b) Gli autostati di ( g ) e i corrispondenti autovalori
c¢) Ltevoluzione temporale di unc stato che coincida al tempo
t = 0 con uno dei suddetti autostati e il valore medio del-

1'Hamiltonianas.
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N

PROVA D'ESAME DI 15TITUZIONT DI vISICA TEQRICA

gessione Estiva 5/7/79 - A.A.1978-79

prof. G. Altarelli

) - 51 consideri un gas di particelle classiche in una dimensio-

2}

ne non interagenti con massa m, in un campo esterno tale che
1'engrgia della singola particella &

= 2 2w
H=_PF _ 1 x
21

con b0 en intero.

Determinare:
a) con quale potenza della temperatura varia lo scarto quadra-~
tico medio '

Ax = Ve2s - o

b) il calore specifico nolare a nyolume® costante.

Si tenga presente che per risolvere il problema non 2 necessario
fare alcun integrale.

Una particella di massa m in una dimensione ha gamiltoniana:
2
H=_p_ 4 2,2 | A
2m 2 2

W
mi (x-xo)

Determinare in modo esatto 1o spettro di autovalori dell‘'energia

e il valore medio della coordinata in uno stato stazilonario. succes
sivamente considerare 1'ultimo termine COmMe una perturbazione € de-
determinare la variazione al primo ordine deil livellli. Confrontare
con la soluzione esatta per jo spettro. a



1)

2)

4l

I~ PROVA DI ESOHERO DI T5TITUZIONT DI _FISICA T‘r‘gonic R
del 30/11/1979 =  Aehs 1979-80 |

.. . 5 . .
Sis date un cistena ¢i 1 particelle cdictinguibili, clascuna da%le
quall pud trovarci in un 1ivello encrgetico apparten e ad uno gpet-
tro ¢i livelli diccreti ed equicpaziati (ERfRa, 1 - 0,1?2@q.,'qf> o),
in cui il livello di energia ER contiene R+1 stati diaﬁinti.(cigé i1
1ivello fondamentale (R = ¢0) non & degenerc, i1 livello successivo
(R = 1) contiene cue stati, e cool via). Calcolare la funzione di par-
tizione canonica allza tenperatura T, ltenergia interna U @ il limite
di Y per T = w0 (oi ricordi che: o :
The- bV = o TeRY)
R dl k _ .
Si .conoideri il caso ci un gatb quantistico di particelle non intera-
genti. Le particello cone bosoni ¢i spin zero, ed il loro punero &
ocattamente conservato (s = potenziale chimico # o)e La masca di
ciaccuna delle particelle & uguale & zero, per cul lg-relazione'tra
inpulso p ed enercia E 8 E = cp, ove ¢ 3 la velocita della luce ne’
vuoto . SR
a) Mootrare che il limite clascico (T grande, 44 negativo e grande
in valore ascoluto) il gao obbedicce alltequazione di stato .
pv = HRT. 3 -
b) Determinare la teoperatura critica Tg (al di potto dplla.quale
ci ha la concdencazione ci BoseEinsotein) in funzione 4l N e ¥, .
¢) 'Per T < Ty, Geterainare i1 numero ¢i particelle nello atato fon-
damentale (E = o) in funzione di N, T e To. o
(8i ricordi che Ssm 3 Ax —_ )
o egX-t 15
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PROVA SCRITTA D1 ISTITUZIONT DI FISICA TFORICA DEL 28/3/80

N.B.- Gii studenrtil d=i corsi dei proff. Altarelli,Ferrari, Majani svolgeran=-.
no gli esercizi n.i ¢ 23 guelll oel Corso della Prol.ssa Pugliese zli
€ScrCizi It.2 €& 5.

1) Un gas -di oscillatori classici € costituito da N punti materialil di mas-
sa i legati alle stesso centro 0 da una ferza di richiamo elastica

- - . em s . )
P = - ar(a »0), e & 11 equilibrio termico alla temperatura T. Il volume
in cui & contenuto il gas pud essere considerate come infinito

a) Si calcoli il valor medio {F{ del modulo della forza agente su un sin-
golo oscillatore; S

) 8i calgpliro i valori medi Fx, Fy, Fz delle componenti della stessa
forza F lungo gli sssi coordinati, e si discuta il risultato ottenuto.

¢) Indicando con E{ri- dr la probabilitd che un oscillatore si trovi a
‘una distanza dal czntro O compresa tya r e r+dr, calcolare il valore
di r per cul tale probabilitid & massima.

2) Un sistema formato da due particelle jidentiche che si muovono sull'asse
x ha l'hamiltoniana .

; 2
x - b '
H = “"p + _}. %Kl).“h) ’

Ly S

Introducendo la coordinata del baricentro X= } (xl+x2) e la cocrdinata
relativa X=X,“%, 1'hamiltoniana diventa : ‘

- & i Lt
H = ':1_‘._. -t e + 4 'K X : : )
.:' r_.l; 2 ‘I-L 2. v . '.

ove M=2m, M =m/2, P & 1fimpulso relativo alla coordinata X e p & 1'impul-~
so relativo alla cocrdinata x. : L ‘
Nell'ipotesi che il baricentro del sistema sia in quiete, serivere le
antofunzioni dell'encrgia del sistema {includenti eventualmente anche le
funzioni ¢'onda éi spin) corrispondenti al valore pill basso dell'energia

e a quello immediatamente successivo, sia nel caso di bosoni di spin zerc
che di fermioni di spin .

L] =h - » » .
2) Un rotatore sferico con momento magnetico g =gL % immerso in un campo
magnetico dirstto lungo 1'asse z & descritto all'istante jniziale dalla
seguente funzigng d'onda , :

L{’/E" {) = ‘I“i'):':.'.__. ( :[ w LB o+ \Jr:?:aa.n.SIE.h.{ - 3 C-.‘V’Z@ _ :..
Determinare ;F (QAF,i) e il valor medio di L .

Determinare 1 possibli risultati di una misura di L e L e le rispettive
probabilita. z

($i ricordza che ce =L + iLy

L.-J- \(£ o vi.([ o -}—{-’TJ.\“ﬁl) Y£ '_,\\-1-1

et e e et

I _l-_"- ‘{{ = ‘..‘E:.‘\. :| (t - l)\(e | An i,
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. TERZA PROVA DI _ESONERO DI ISTITUZIONTI DI FISICA TEORICA
DEL 7/2/80 = A.A. 1979-80

Si consideri un oscillatore armonico tridimensionale, di hamiltoniana

z2 2 2 2

+ 2

H = Px+Py+PZz + Ml (x2+y2+z )
2m 2

Gli autostati di H dipendono da tre numeri interi positivi o nulli

F(n , n , n) = Aw (nx+ny+nz+3/2)

z

a) Bsprimere gli operatori di momento angolare L s L v’ L in funzione
degli operatori di innalzamento e abbassamento pertlnentl ai vari
+ + : +

gradi di llbcrta, a , a, a, a ,a, a , definiti nella maniera
X x ¥y y 2z’ 2

W (P -muwx) etc.

. . + .
e calcolare il commutatore di Lz con nz, ove nz=azaz.

usuale:

b) Considerati i tre autcstatilcon nx+ny+nz-1, determinare le loro
combinazioni che corrispondono agli autostati di Lz e calcolare i
corrispondenti autovalori.

Una particella di spin } si trova in uno-zzéio di spin in cui il

valor medio di s égd e quello di 5y éé;-ﬁ, con ® efa compresi

tra -1 e 1, _

Mostrare che deve valere la condizione 0t2+ ﬂz_ﬁ 1, e che,
per ot 2+ (5_2< 1 31 problema ammette due soluzioni, mentre per
0(2+/$2=1 se ne ha una sola.

In quest'!ultimo caso, calcolare le probabilita di trovare lo
spin della particella orientato paralleldﬁente o antiparallelamente

all'asse Z,.
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'ERZO COMPITO DI _ESONERO DI ISTITUZIONI bI FISICA TEORICA del 13/6/1980

AeAs 1979-80 - Prof. G Altarelli

Una particella di massa m e spin 1/2 & confinata nel segmento © £ <X&ab
e immersa in un campo magnetico B uniforme e costante diretto lungo

ltasse X, di modo che alllinterno del segmento lthamiltoniana com-

preta & - uB (egxsl)
) 2m ,

Peterminare autofunzieni e autovalori delltenergia,

Al tempe t = o la partlcella &€ in uno state con 2
s,=% L.xX=0; E 'tf__..r
z /1 J Sm\Z
ottenute come sovrapposizione dei due stati con pida basse P,

Determinare la funzione dlonda di tale stato.

. Calcolare in funzione del tempo la probabilita di trovare Sy- -+'*i/2_

f -"_é‘i



I'ROVA SCRTTTA DT ESAME DT 1STTTUZTONT DT F1STCA TEORICA '
del 3/12/1980 -  AsA. 1979-80 |

1) Un gas di fotoni alltequilibrio si trova racchiuso in una cavita

2)

di. volume Yf alla temperatura T; .

Determinare: .

a) il lavoro necessario a variare isotermicamente il volume della
cavita fino ad un volume Vf. : '

b) I1 lavoro necessario per varviare adiabaticamentie il volume del- -
1a cavita fino ad un volume Vf e la temperatura finale Té

c} Calcolare il rapporto tra il numero totale di fotoni presenti
nel voluma-vf nei due casi. '

A

- §i consideri l'hamiltoniana di una particella di epin 4 immersa .

in un campo magnetico B uniforme e costante che si ottiene tra-
scurando il terwmine cinetico: '

ke eph BT

Si consideri il caso in cui B giace sul piano zx con,
. ‘= . .
L= 1
Bo'? 4@

Si determinino con il formalismo della teoria delle perturbaziuhi
indipendenti dal tempo gli autovalori di H fineo alltordine €°in-
cluso, e gli autostati fino alltordine €. e :

8i determini. poi la soluzione esatta per gli autovalori e gli
autovettori. |
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h ESAME PI ISEITUZIL. JISICA TEORICA DELL! 11/7/1930
easione EBtl. TEL.A. 1679-1980 - _
. G. & .arelli :

n solido contiene N r.clei non interagenti di spin 1 distinguibili
?perché in giti reticciari differenti). Ciascun nucleo pud essere
in uno qualaiasi dei tre stati di spin con m= ,0. Per le intera-
zioni elettriche con i campi interni del solido, un nucleo nallo
stato m=1 oppure m=-1 ha la stessa energlia € C, mentre 1tenergia
a8 zero nello statc m=0., Trascurando cgni altro termine nell'namil~
toniana dei nuclei si calcoli:

a) la funzione di partizione canonica;

b% 1'entropia ) comgleaaiva degli N nuclel;

¢} 11 calore specifico nel limite &4 i
€T ’

s{ consideri per un oscillatore armenico unidimensionale di massa =
e pulsazione () 1'equazione agli autovalori: '

o.q‘D}\.-.- xd)h

dove a & l'operatore di abbapsamento degli indicl: a =%\)(wx 4.1 5()

e A uh numero complesso.

Determinare le autofunzioni .

Calcolare i valori medi dell'enérgia e della posizione nello stato

¢' (per . generico). _
}

,"hamiltoniana di un rotatore & data da

2
H:AL + BL
2

—~4
dove L & il momento angoliwe orbitale ¢ A e B sono coptanti. Ini-
zialmente il rotatore & nello stato ' -

’7"’(9 ‘Pltzo) e k (F-2x)

con k uguale a una costante. . S T
Determinare l'evoluzipne temporale dello stato e la probabilitd ai = ﬁ

trovare L2=2ﬁ2. -
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2. COAPITO BT 400 TR0 DF VIITZTONT B 1<‘ISI§£_‘I'I§{)RIC:\

del 2/2/1951 - o

Una particclla di spin 3 c Mo bo anﬂolare orbitale LG sz

& descrlttu da ung hnn11ton1dna della Froyma N = Lh + ﬁL.L'S
: 2.

.t

dove L e 5 sono rlspottlvamﬂntr il momrnto anﬂolarc orbitaln -
¢ lo Spln. a) CObLIUJlﬂ n“1:i. stati di momento anﬂolnre totﬂlo ;

,.“Li ﬁ ed =f e J u? ﬂ & uznﬁ/z (in funzioné delle armonlche
2 4 : el

v *
. ‘e

sfcriche e degli eutostati di 8 ).' b) Poiché T invarianté

per rotazioni tali Jue deti suno autovettori di H. Determinare

i due autovalori. ¢) $e inizialmente il sistema 51 trova in uno

stato con L2=°H R L ru s =ﬁ, determinare lo statd del sistcma
2 .
alltistante L. d) Dopo quale intervallo minimo di tempo T il

sistema torna allo statoe iniziale, a meno di wun fqttoré di {ase

7

globale,
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Gli studenti dovre.ario

ME DL _TSTUTUZTONT D1 FISICA TEORICA - 6/2/1981

risglverse i1 sevblens diwmaccanica statistica pid
L

di moceanica quantistica, .

uno a scelta tra i due

5i consideri un sistema costituito da N particelle distinguibili fisse

(ciot prive di encrgia cinetica)e non interagenti, ll'energia di ciascu-

na delle quali pud ass
fondamentale, ed B (di

unere duc valori: C,corrispondente allo stato
verso da particella a particella) corrispondente

allo stato eccitalo., Il punero di particelle, il cui livelleo e001t¢t0

S compreso tra E ed E+dE & dato da:

* diixe ¥ESE (se ECEnM)

dove ¥ e hM 80no 0ppo
1) Determinare \) in f
totale di particell
2} Supponendo 1l siste
vere la funzione di

=S (éic E% En) ,.

rtune costanti positive,
unzione di N, EH dalla condizione che il numero
¢ sia N.

ma in equilibrio termico a temperatura T, acri-tL'm

partizione per ciascuna particellia e il loga-}

ritmo della funzione di partizione per il sistema totale, = |
3) Calcolare il valore Sp&lelLO a volune costante delliintero sistema

e discuterne l'andamento per T-+0 e (facolt_at:l.vo) per T-rob’

Una particella di mass
un cilindro di raggie

_chiamo elastica di cos

- Scrivere lthamilteni
cilindriche Z e

= Determinare gli auto

spoendenti..
w Al tempo t=0 la funz

YN, o) = AZ %r{ \'9-5& 21- Cos* \f dove A & una costa_ntq.n.-.--_"“_’ .'

Determlnare \¥(Q

a p & vincolata a muoversi Bulia'superﬁicie.did

R @ agse Z, Essa & soggetta ad una forza di ri#“_”

tante K verso llorigine sulltasse del cilindro,’
ana della particella in termini delle. ooordinabe
e dei relativi momenti coniugati, ST
valori delllenergia, e le autofunzioni cnrri-

ione dlonda della particella & data da o  -fJﬂ5Q

) Un rotatore quantistico di momento d'inerzia I o momento magneticq

=
Ha .Lﬁ “4“' E-)
vumanto.

- Scrivere la funzisone

~ Calcolare il valore

= Determinare se e per
autostato di L € co

All'istante t=0 sono stati misurati simultanea-
mente L~ e L, con i risultatd 24% @ O riapetti—

d'onda del sistema ad un tempo t}O generico.
medio delllenergia,

quali valori di t il sistema si trover& in un
n quali autovalori,

—
=I-gL si trova in un campo magnetico'ﬁ costante diretto lungéd l'gsao,yl-

-, -

i

S

b
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PROVA SCRI'PTA DELL'ESAME: DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL 13/4/81
' A.A.1979-1980 : o .

1) Si consideri un gas perfetto di N fermioni di- spin 1/2 allo zero asso~

2)

3)

1

',determinarg le probabiliti di trovare i possibili valori:dl A

luto, clascuno dei guali & un oscillatore quantistico lineare d4i pulsa-
zione (J e momento magrnetico pm in un campo magnetico esterno costente
ed uniformef I livelli di ciascun fermione sono: o ..

gpin + : Eny =mkw-pB

Kl

. - . ' l . ..
spin - E.M:m,ﬂ'o)-l-/lB N mO0,1,2, 000004 :
Calcolare: a) l'energia di Fermi del sistema; b) la polarizzazione re-—,
lativa, cio2 la guantitd N, - N. { N+ numero di fermioni con spin *
N . . ..

Al tempo t=0 una particella sl trova nello stato descrit#o dalla funzio-
ne d‘onda . £, 2. 2 2 o -
: - . - (x*+y*+2%) o
Wix,y2) = N (x+y+2) € oo

dove N & una costante di normalizzazione e & un paramét:o che ha la
dimensione di una lunghezza. : '

Ricordando che le prime autofunzioni di-L2 e ;z sono (ﬁ_hlinmento-angdla-
re orbitale): T . o o
L el A o)< T D ;Y pza T ame e
YOO(Q?J""\?.Z_.;E i Y‘O(I(P) % 4 r!f'? '811' I h

, .

.
]

6L,
Se 1'Hamiltoniana ha la forma: .

T
L ’

) H_=-'>\ Lz | _ ‘. o
determinare il valore medio di Lx a tutti i templ ¢ successivi, ricor-"
dando che ' . ‘ 'Pu '

] . '
LiaI..x_-_l;iLy : _ |

| © Ly Yy = A VR@+d)-m(amtd) Yy pusg
Si consideri una particella di massa m vincolata a muoversi sull'asse x
con enerygia potenziale V{x) data da: o .

1} . V({x) = +0 (x<O0).

2) V(x) -_:.“imw"x" (x>0) s ,
Inizialmente la particella si trova nello stato fondamentale. All'istan-
te t=0 si rimuove,senza perturbare lo stato della particella, la parete
che impediva 1'accesso alla regione x<0, di modo che il potenziale ha

la forma(2) in tutto l'asse x. Qual'? la probabilitd che una misura di
energia eseguita successivamente dia il risultato E = £« ‘?

Si ricorda che le prime autofunzioni dell'oscillatofe a%monico BONOE
M .-.jz/’j_ . ’ — :
L = mw,/'{f:‘ rads . . = . . ’
wix) 2 (mw/fik) e H..Jﬂ/«g_m! ; .Ig...x (o2
- _ - - -2
H=4 , H,=2%  H=4%-2,..

(4]
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1o COMPITO DT ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA (Corso Prof. Maiani L.'-)'
del 28/4/1981 - A.A,. 1980-81 ’

-
v

Si consideri un gas costituito dinartlcelle dl spin zero, per cui la

Al

relazione tra energla e quantlté di moto &
: €(P) = €« L5 7
£ il cui numero non & conservato:/u.ﬂ potenzia{e chimico '.0' ‘
Il gas & a temperatura T tale che v T _ o b
] . kT¢¢ €o _ o o

e qﬁindi: - CofkT
- e

<< 4

1) Calcolare la somma di partizione gran = canonica e vefificgre?chﬁ :f B
8l ottiene lo stesso rlsultato nella ntatistlca di Bose—Einsteiu
e in quella dl Fermlﬂblrac, nel limite {2).

2) Approssimando la somma sugli stati con un integrale (limite'cbnti-:ﬁ
nuo) calcolare il numerc totale di particelle ﬂ, '3 l'onergia in-
terna,'tr in funzione del volume e della temperatura.

3) Determinare 1'equaz10ne di stato del gas,

Y A S a-

TR LE

i

s P
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PROVA SCRITTA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL 17 GIUGNO 1981
1

A A, 1920-81 =~ proff, Altarelli e Testa
1

1, - Un gas classico con N particelle di massa m ei trova all'equili-
brio a temperatura T ed & contenuto in un recipiente cilindrico con
asse z, altezza i e area di base A, Le particelle sono soggette al
potenziale

vix,y,z) = a Log (1+§)

Calcolare llenergia libera.

Nel caso in cul a=mgb stabilire se la quota del baricentro Zy & magglore,
minore o uguale di quella che si avrebbe se le particelle foasero invece
soggette al potenziale,gravitaiionalé mgz (Nota beme che per rispondere
a quqsta domanda non occorre calcolare esplicitamente gli integrali).

[PV

2. - Siane n e p due particelle di spin i e momentl magnetici
— — ‘

— —
fn= PaOa 5 Mp =P
'§;: h/)_ R Q@z=pn)

(a & 1o mspin, T le matrici di Pauli). o :
a) Calcolare il valor medio delle componenti dell'operatore del nonento
magneticohtbtale Pé* #ﬁp nello stato di sq}n totale s=0j3 '

b) Dimostrare che gli elementi di matrice di p fra stati di spin totales
a=1 sono p?oporzisnali Egliégloment} di matrice dello spin totale A

B %(01‘-*0;) ' : '
e determinare 1l coefficiente di proporziannlith.
(pud esasere utile ricordare chei

. ot
B gy = 3 (1) (BioBp) £ 4 (Fu-to)(Ga-Bp))
c) Dimoatrare che'; ha elementi di matrice diversi da zero tra la

stato di singoletto e gli 4tati di tripletto, (Calcolando une di_:Q_;H--
tali elementi di matrice non nulli). ' S

3
Rinedry : A
3. = 8i considerino due oscillatori armonici’di masse m,, B, ® uguni@{ﬂ .ATT
le freguenza W . Essl interagiscono tra di loro con un poteniiale T
anchlesso armonice dipendente dalla distanza relativa, R ' f'

Lthamlltoniana & quindi:

2 1 1 L -x; )
H‘_P_‘_ s B +.Lm4w7‘>r4 + dm,,wlx}_ -+ By ("\ "'—)

My, My i
Calcolare il valore imperturbato e i1 valore al primo ordine per=.
turbativo in A delltenergia dello stato fondamentale del sistema

dei due oscillatori accoppiati.
8i riceorda che
of L




1)

-

3)

o mmwmmm e o e s s e = 53 [ s L e e et e el L e e -

PROVA SCRLITA DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA
del 14/9/1981 - A.A, 1980-81 '

Si consideri un sistema costituito da N rotatori quantisticl distinguibi-
1i non interagenti tra lero e in equilibrio termicoe a temporatura I, '
L'Hamiltoniana di ciascun rotatore sia o
H o= 25 Al*

. £ _ :
dove L & il momento angolare e A & una costante data. Determinare: a) a.
quale temperatura T -+ la probabilita di trovare un rstatore,
nel livello fondamentale & uguale a quella di trovarlo im un qualsiasi
stato del primo livello eccitato; b) il comportamento del calore speci-
fico in funzione di T nelle vicinanze dello zero assolute, - '

Una particella di massa m 3 confinata su un segmento"o.;{x £ L‘: sul qua-—
le si muove liberamente, Si sa che la misura della sus energia pud dare

i valori del primo livello (fondamentale) E e dal terzo livello E, entram-

bi con probabilitd 4. Si sa inoltre che al tempo t = o 1a'b$obabil td
di trovare la particella al centro del segmento 2 la massima possibile

per un tale statu, Calcolare dopo quante tgmpo_lq probabilitd di trovare
la particella al ceniro del segmento & diwentata null;.g;‘?,J-‘ ' S

Una particella di’spin 4 =i trova al tempo t = o nello lﬁlﬁ&_pon,spih‘**ﬁ

lungo l'asse Z, Essa & sogggtta'ﬁd un‘interaziuna-magﬁgtic!ﬁdolﬂt4po'_.J
A (o ' S SR v

~ H= U? (G + 0y ) . ‘(§ gostggﬁg).ﬁas_

{ Q#ﬁ, sono le matrici di Pauli). 5i calcoli dobo quénto tenpo li-cqm-j
ponente lunge ltasse Z dello spin & - 4. I R S

!
i

.

e G TET Y B
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COMPITO SCRITTO DI ISTITUZIONI DI FISICA TEORICA DEL 2/12/81
L.A.1980-1981
proutf.: G.hatarelli, M.Lusigneli,L.Maiani, P.Tombeki

. Un oscillatore armonico di hamiltoniana

2
H=_P + 1 2 2
Im 'imw X

gi trova al tempo t=0 in uno stato specificato dalla funzione d'onda

'\P {x).

a) Determinare la relazione funzionale tra ’\{/(x) e la funzione d'onda
al tempil : .
N L. = |
1 p——
t, = 2L - o
"\, R .. ¥ e s ks

1

(suggerimento: partire dalla forma generale dello sviluppd dai AY .
in autofunzioni dell’'energia). o P

4+ b} Be ff(x,t =(Q) = cos &ﬂ*’o(x) + sinod 4(x). . - W

-dove Yo e “1",1 sono le funzioni d'onda dello stato fondamentale
o del primo livello eccitato, determinare il valore aL DxAdpe -

( A2 = (x-%) . (AF = e -B° )

). Un sistema costituito da.N particelle distinguibili non interagenti
tra lorc & in equilibrio a temperatura T, Ciascuna particalla pud
trovarsi indifferentemente in uno dei seguanti stati energetici E - -
con la relativa molteplicitd g, : : e T

E, = ~E, gy =11 E; 01 g =21 E3=E. 937 ! - .,]_';:'_'? i '-

a) Calcolare l'entropia del sistema;
b} Determinare C, per T 0.

- -

(si trascuri ogni grado di libertd cinetic® delle particelle) -
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SECONDO COMPITO DI ESONPRO DI TSTITUZ10NI DI FISICA TEORICA DEL

19/12/1961 ~ A.A. 81-82

Proff. G. Altarelli e L. Maiani

Un oscillatore armonico lineare di massa m e pulsazione W
gi trova al tempo t=0 in uno stato tale che a) misurando liosser-

vabile aa+ si trovano solo i valori 1 e 3; b) il valore medio di

=) (oxeti)).

1) Determinare lo stato pit generale che obbedisce a queste

ata & 1 e quello di aa+£+a & zero (ove a =£k

condizioni.
2) Calcolare in funzione del tempo il falore medid-dell'enérgia
potenziale, | .I: _' ,..
3) Se un tale oscillatore si trova ad un dato istante nello
stato la cui funzione d'onda 2 quella dello stato fondamentale
di un oscillatore di uguale massa e pulsazione :kd, qual'é
la probabilita che mlsurando ltenergia a tale istante si |

trovi &t&:, cioé quella del suo stato fondamentale?
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ITI COBII%0 CL.)sClbuC_DF ISTITUZIONT DI FISICA TEORICA
30/1/1962 - A.h. 190182 - : -

pProff. C. #ltarelli, L.haianl

Ln sistema conposte di due rarticelle icentiche di apin 1/2 lfermio
ni) & descritto dalltHariltoniana:
2 Z 2 2 2
H = El_ (P} + Py + 1 m)” (xy + x3)
nl
{(1e variabili spaziall sono 1-dimensionali).

IJI

a) determinare la funzione é'onca corpleta (parte orbitaln e paxta
di spin} degli stati corrispondenti al livello fondamentale ed al
prime livello eccitato, nonchi: 1 relatlivi autovalori oi H, °
di'gz-(sl-r'?}adisx ‘

b) calcolare il valore redlo dell'operatore: txl-xzjz su ciascunc
degll stati che corrispondone al 1-livello eccitato.

b

Facoltatiwo ~ Be sl aagiunga all‘Hamiltoniana il ta:mine

X xyx, T, 7 (dove T, , sono le matricl 4t Pauli della Wlll

21,2 .
1,2) quald sono la correziconi al prino ordire in ) dslle annrgxe ﬁeqli
stati di cul mopra (fondarentale e 17 cccitato) . '
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PROVA SCRITTA DI ESAME bI ISTITUZIONT DI FISICA 1§0RICA-
del1'8/2/1982 - Proff, Altarelli e Maiani

Un gas perfetto di N fermioni di spin } e massa m 51 trova a T = Q°K in
un volume V. L'Hamiltoniana di particella singola & data da = p_~F

' . 2n  8mAC2
dove c & la velocita della luce, Determinare in funzione di N e V a) Htim-
pulso PF e llenergia EF di Fermi; b) llenergia interna,

Si consideri una particella di massa m vincolata a wuoversi in una circon-
ferenza di centro 0 e di raggio a, Llunica coordinata del aistema & quin-

di_l'angololf compreso tra il raggio vettore della particells e ltasse
idella x. ' : '

{a} La hamiltoniana del sistema & o .
| 2mat Y el vy
Determinare autovalori e sutofunzioni di questa hnmilponf;ng}a“ilf; g

relativo grado di degenerazione, T ;
(b) Si suppone che la particella abtia una carica q e sia mottoposba -

& un campo elettrico uniforme e parallelo all'asse X . }}lé hamil~
toniana Ho i aggiunge quindi la perturbazieme 4 @ *“

L

o

. S Ly A .

.

VewgERcosY - T RIS LSS

' ’ ' s 7 - S . -"\..\

Calcolare, al primo ordine in E, ltenergia delle &tato fqhdamqnpaltff

del sistema. ' ' Co s 12#

(¢) &i supponga E = ¢ e che alllistante t = o lo utatn'si"desorittqjﬁ_
dalla funzione d'onca e '

N m:‘v

dove N & uns costante di normalizzazione. Determiﬁ;;; 1‘-“
dionda all'istante t generico. e

T

A o ..‘ -

PR
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ESAME SCRITTQ DI ISTITUZIONI DI FISICA TEGRICA DEL 16 APRILE 1882
. A.A. 1980-1981

Proff.: G. Altarelll e L. maiani

1. = Un gas perfetto classico di particelle di massa M in un volume 1l1i-
mitato & sottoposto ad un potenziale centrale con hamiltoniana di
singola particella: e .

He B° 4 and L
M -‘

Nel formalisnn dell'ensenble gran canonico determinare 11 potenziale
chimico in funzione di T e del numerc medio di particelle N.
Peterminare inoltre l'entroplia totale in funzione di H e T. P

2. - All'Hamiltoniana di un oscillatore armonlco lineare

2 : | : . :

He B. + 1 ma.oz 2 _ R S ‘
2m 2 ] .

& aggiunta una perturbazione della forma:

R

- VW x +}B x? ' -aquiﬂf A Iié;;_} .
a) Al primo ordine ala e A,  calcolare 1'energia e la funzione e g
d'onda dello stato fondamentale; P }

_b) Calcolare l'energia dello stato fondamentala al 2° ordine 1n L
D‘- aﬂ . : : . P :, - " -

»

o

et
k T

Facoltativo . B . - _ ‘ A

N A
v i

L'Hamlltoniana totale: H + V & essa stessa riconducibile all'Hamiltoniana e
dl un nuovo oscillatore armonico, il che permette di risolvere il problema ,
esattamente in & o . Sapreste ritrovare, per questa via, 1 riaultuti "o
perturbativi di cui sopra? _ I B R St

o T :-i_;;: ;‘
E . o .:!'I_' 'I-'.I I' L

P sy et Wy
T
: ._‘di o E T r\‘J"l‘“,"v u-\f","‘.‘n ..

s e LR PR



PROVA SCRITTA DI ISTITUZIOKI DI FISICA TEQORICA - SESSIONE ESTIVA
DELTYL.A. 1Gu1-B2 , 19/6/1595¢

Proff. 0. Altarelli,L. Maiani

.Si consideri il modello di un semiconduttore in cui le bande di

valenza e di conduzione, ognuna composta di un numero molto
grande di livelli, sono schematizzate da due sinpoli livelli 4i
energia ¢ 1€ € (& 2)&1), con uguale parametro di degenerazio .
ne g.

Per semplicitd supponiamo che g=N, dove N & 11 numerc totale di
elettroni. 8i avrd quindi un gas di fermioni con due soli livel-
1i, ognunoc dei guali corrisponde a tanti stati quantici degeneri
(spin incluso) guanti sono gli elettroni.

Calcolare in funzione della temperatura, di él e di

62 L"l + e

a) Il potenziale chimiceo ﬁb;
b) I numeri di occupazione dei due livelli,
¢) Il calore specifico Cy.

81 consideri uns particella vincolata a stare in un piano e 80g- .
getta 8d un potenziale:

Voo per x<Co
z VO)O per x> o
T 44 Il
I v:"‘C' f; V= \/
s
f":_ s
-~ .
1~
f g

Un fascio monocromatico, di quantitd di meoto
—
P o=z ( Px‘ P )

viene inviato dalla zona I. In condlzlon1 stazionarie la funzio-
ne d'onda (autofun21one ai H = g + V con autovalore £ V) 7

¢ dells forma: X > 2
p_X
Y(x) = e EE + Ae

F' _(-!;;ijy)

i

!

\

P
[ Bx
Ed
nella regione I, €: YW o= B &

nella regione II. Il coe’ficiente A & associato all'onda rifles-
g8 dalla linea di separa'lone e il coefficiente B all'onda %:..7 .-
trasmessa. Usando 1'equaiione di Schrédinger e le condizioni di
continuitd:

i’

1. Determinare p e p in funzione di Pys py e V
2. Determinare A & B Y

3. Posto: p, = pri.8 Py = pcos B

(D& 1 angole tra p e 1'asse y) determinare l'angole limite e
ciod il valore di € (in funzione di p e di V_) al di sotto del
guale l'cnda trasmessa .n II diventa un'eonda smorzata asponenzial
mente, nella direlicrne dell'asse X,

o

oy
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III COLLTUC CI LuChkil DI ISTITUZIONRI DI FISICA TEORiCA
Q/1/1962 - A4 19¢1-82 :

Proff. G. kltarelli, L.talani
Un sistema corposto di due particelle jdentiche di siin 1./2. {(ferndo

ni} & descritto dall'Harciltoniana:

- 2, p2 2,24 x2
H=_1 (p] +P3) +_ 1 m (x} + %3}

2m
{le variabili spaziali sono l-¢imensionalli).

ml

a) dctermipare la funziore dtonéa conmpleta (parte orb!.ta;lé o parte
di spin) degli statl corrispondenti al l1ivello fondamentale ec al
ibrimo livellc eccitato, nonchd 1 relativi autovalozi i B,

a1 3% = (B, + 3% e at s

k) célcolqre il valore nedio dell'operatore: (x]_-lez su ciascuno
deglli etati che corrispondono al 1°livello eccitato, . o

Facoltatiyo = Sa si aaglunge. a_:l.l'l-lamiltonianti i1 termina . -
Y A . - - o

XX,y —C'f‘l.—-..-»‘.i {dovo C’Nl,z sono le matr__ici d.'l. Pauli della ;Iag;glicglla

1,2) quali sono lu correzioni al priro ordine in ) ' deilélebargi.e degld

Pt

atati 4l cui sopra (fondamcntale e l gueitato}. -

e —

Queste Dispense i
| . se, stampate in propri
g);;!zjasrtt:n;enttg di Fisica, vengonopdigtrlicl;t:li?é
Udentt previo un rimborso
spes
percarta ed altro materiale al prezz% d?'

e 3100 /Mar 68)




