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Esercizio 1. Lo stato di un particella di massa m al tempo t = 0, in una dimensione, è speci�cato

dalla seguente funzione d'onda

⟨x|α⟩ = ψα(x) = N eik0xe−k0|x| ,

dove k0 > 0 è un parametro assegnato e N > 0 è una costante di normalizzazione tale per cui

⟨α|α⟩ = 1.

1) Calcolare il valore di N e gra�care la densità di probabilità ρ(x) di misurare la posizione x.

2) Calcolare la media dell'operatore posizione e la sua dispersione ∆x.

3) Calcolare la densità di probabilità π(p) di misurare l'impulso p e disegnarne il gra�co.

4) Utilizzando l'espressione di π(p), calcolare la dispersione ∆p dell'operatore impulso. Veri�care

la relazione di indeterminazione posizione-impulso per lo stato |α⟩.
5) La particella evolve con l'Hamiltoniana di particella libera. Calcolare i valori medi di posizione

e impulso e la densità di probabilità π(p, t) al generico istante di tempo t > 0.
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Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 0 sono vincolate sulla super�cie di una sfera e soggette

alla seguente Hamiltoniana
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dove I è il momento di inerzia ed 0 < α≪ 1 è un coe�ciente numerico.

1) Si determinino i primi 4 livelli energetici, la loro degenerazione ed i corrispondenti autoket di H.

2) Si consideri uno stato tale che una misura dell'energia fornisce sempre un'energia E < 5ℏ2/2I e

tale che, se viene e�ettuata una misura simultanea della proiezione del momento angolare orbitale

delle particelle lungo ẑ, si ottengono sempre i valori +ℏ e −ℏ. Si supponga che al tempo t = 0 il

sistema sia in tale stato. Si scriva il ket di stato |ψ(t)⟩ al tempo t > 0.

3) Si determinino, al tempo t > 0, i possibili valori ottenibili da una misura di Lz, L
2 e Lz1Lz2,

speci�cando le corrispondenti probabilità (L = L1 +L2).

4) Si consideri la perturbazione ∆H = ζ(cos2θ1 + cos2θ2). Al primo ordine perturbativo nel pa-

rametro ζ, si determini la correzione al secondo livello energetico (primo eccitato) e se ne discuta

l'eventuale rimozione della degenerazione.
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