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e Dimostrazione del Teorema delle funzioni implicite.

e Proposizione: Nelle ipotesi del teorema di Dini, se f
& di classe C?, allora anche la funzione esplicitata & di
classe C?, e si ha una formula per la derivata seconda.

e Osservazione: Analogamente, se f ¢ di classe C?, al-
lora anche la funzione esplicitata & di classe CV, e si ha
una formula per la derivata N-esima.

e Esercizio: Data ’equazione

1
"Lty +y(l— Vo) =0,

cosy

mostrare che in un intorno del punto (1, ) essa rappre-
senta il grafico di una funzione di una sola variabile, e
trovare lo sviluppo di Taylor del secondo ordine della
funzione cosi individuata in un intorno del punto dato.

e Esercizio: Sia
3
F(z,y)=e* ™ -2 —2% 1.

Dimostrare che ’equazione F(x,y) = 0 definisce implici-
tamente su tutta una semiretta della forma (—a, +00),
con « > 0, una funzione y = ¢(x) di classe C* ta-
le che F(x,p(x)) = 0. Trovare lo sviluppo di Taylor
del secondo ordine di ¢(z) con punto iniziale zo = 0, e
calcolare

lim #(z) .

z—0 2

e Teorema delle funzioni implicite in dimensio-
ne 3 (dimostrazione per esercizio, ottenuta con poche
modifiche da quella in dim. 2).

e Osservazione: Il teorema delle funzioni implicite for-
nisce solo delle condizioni sufficienti, non necessarie, per
Pesplicitabilita.
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Esempio: La funzione f(z,y) = (y — 22)? non verifi-
ca le ipotesi del teorema del Dini nel punto (0,0), ma
ovviamente si esplicita nella forma y = 2.

Esercizio: Mostrare che I’equazione
z?e” +zeY + 942 =0

si esplicita nella forma z = ¢(z,y) in un intorno di
(0,0,0), e trovare V¢(0,0).

Teorema delle funzioni implicite per un sistema
di due equazioni in dimensione 3:

F(z,y,2) =0
G(z,y,2) =0

Teorema delle funzioni implicite per un sistema
di m equazioni in (n + m) variabili (s.d).

Curve. Equazioni parametriche di una curva.
Sostegno della curva.

Esempi di curve piane: circonferenze, rette, curve
grafico.

Esempi di curve dello spazio: elica cilindrica, elica
conica.

Curve di classe C'. Vettore velocita e derivata di
una funzione a valori vettoriali. Curve regolari.
Significato della regolarita: versore tangente ad una
curva. Curve regolari a tratti.

Esercizio: verifica della regolarita di y(t) = (%, %).
Regolarita di curve grafico.

Curve piane in coordinate polari. Curve nella
forma p = p(f). Condizione di regolarita per curve
della forma p = p(0).

Esempio: cardioide, di equazione in coordinate polari
p=1+cosb, 0 €0,2n].

Punto regolare di f.

Esempio: tutti i punti dell’insieme {x? +y* = 1} sono
regolari.

Linee di livello.

Corollario: Sia A C R? un aperto, Sia f(z,y) : A —
R i classe C!, sia (z9,790) € A un punto regolare di
f; allora in un intorno di (zg,yo) la curva di livello di
f passante per (zg,y0) ¢ il grafico di una funzione di
classe C'', quindi ¢ il sostegno di una curva regolare.

Osservazione: il gradiente ¢ ortogonale alle linee di
livello in ogni punto regolare.

Esempi: interpretazione di carte altimetriche o
meteorologiche: isoipse e isobare.
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e Massimi e minimi vincolati (relativi ed assoluti) in
dimensione 2. Posizione del problema.

e Osservazione: Come devono essere disposti il gra-
diente della funzione e la curva in un punto di estremo
locale vincolato.

e Teorema dei moltiplicatori di Lagrange in
dimensione 2.

e Esempio: Trovare massimo e minimo assoluti di
f(z,y) = 4 — 3z — y sulla circonferenza z? + y? =
1 (svolto in due modi: parametrizzando la circonfe-
renza oppure mediante il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange).

e Teorema dei moltiplicatori di Lagrange per un
vincolo in dimensione 3. (s.d.)

e Esercizio: Trovare le dimensioni di una scatola a for-
ma di parallelepipedo senza coperchio che ha volume
massimo se 'area della superficie della scatola ¢ 12.




