Esame di Meccanica Quantistica, 24/01/2023

Esercizio 1. a) Si considerino due particelle di spin 1/2 che interagiscono con Hamiltoniana (non
si consideri la parte spaziale)

«
Hspin = ﬁSIZSQz-

Si calcolino i livelli di Hgpin e se ne discuta la degenerazione. Si considerino poi gli tutti gli stati
possibili della forma |SS.), autostati di S? e S, dove § = S1 + So; per ciascuno di essi si calcolino
i valori ottenibili in una misura di Hgpi, e le relative probabilita.

b) Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e di massa m. Le due particelle sono vincolate
a muoversi lungo una retta (asse x) ed interagiscono con Hamiltoniana H = Hy + H;, con

2 2
P Py m 2w
= L £22 + —wz(l‘l — m2)2 Hl = —751:35235-

H,
°“om Tom " 4 h

(Si noti che le componenti dello spin si riferiscono all’asse x). Si determini lo spettro di H nel
sistema del centro di massa, specificando la degenerazione dei primi tre livelli.

c¢) Nel centro di massa le due particelle sono in uno stato normalizzato |¢) la cui funzione d’onda &

Y(x) = P1(x)x1 + ¥3(x)xs, T =T — T2

dove le funzioni 1, (z) sono autofunzioni di Hy nel centro di massa con autovalore hw(n + 3); x1 e
X3 sono spinori da determinare. Li si determini richiedendo che: i) la probabilita che S, sia uguale
a —h sia nulla; ii) |¢) sia un autostato di Hy; iii) (|Ho|v) = 2hw.

Se si misura S, sugli stati 1), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

d) Per gli stati calcolati al punto c) si determini I’evoluto temporale |, ). Quindi si calcoli il valor
medio <11Z)7 t’(xl - $2)2|w7 t>

Esercizio 2. Si consideri un sistema di due particelle identiche di spin 1, vincolate ad avere
distanza relativa costante (|71 — 72| = R). Nel sistema del centro di massa la dinamica ¢ descritta
dall’Hamiltoniana

L? - A
Hy=—+aL-S
T
dove L ¢ il momento angolare, S=8+8¢lo spin totale, I ¢ il momento di inerzia ed @ € un
parametro costante. Si assuma 0 < ol < 1. Si risolva il problema nel sistema del centro di massa.

a) Si calcolino i primi quattro livelli energetici e le relative degenerazioni, indicando i corrispondenti
autostati di Hy.

b) Si calcoli il valore medio di ﬁz, ﬁx, IE, IA/QQE in funzione del tempo, quando il sistema, si trova nel suo
primo livello eccitato. Se L, y(t) € la componente z del momento angolare nella rappresentazione
di Heisenberg, si calcolino gli operatori dL. g/dt e dLg} /dt ed i loro valori medi sul primo livello
eccitato.

¢) Si consideri la perturbazione AH = €S, sin  cos 6 cos ¢, dove 0 € [0,7] e ¢ € [—7, 7] specificano
il vettore r1 —r9 in coordinate sferiche. Si calcoli la correzione al secondo livello energetico al primo
ordine perturbativo nel parametro e.



d) Si consideri la perturbazione AH = €S, sinf cos f cos ¢, dove 6 € [0,7] e ¢ € [—, 7] specificano
il vettore 1 — r9 in coordinate sferiche. Si calcoli la correzione al secondo livello eccitato al primo
ordine perturbativo nel parametro e.
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Esame di Meccanica Quantistica, 10/02/2023

Esercizio 1. Una particella di massa m, & vincolata a muoversi in una dimensione spaziale
nell’intervallo [—L/2, L/2].
All’istante t = 0 lo stato della particella & descritto dalla seguente funzione d’onda:

L
Ax+ B se \:(:|<§

W(z) = No(z) + %lh(x), olr) = I

L
3 () se 3 < |z| < 5

dove A, B sono numeri complessi e N & reale e positivo. Le autofunzioni dell’Hamitoniana ), (z)

sono le seguenti:
2 (mr ) di )
\/ = — ispari
7 cos|7-z) sendispa

z*' (@) se ari
”me Lm n pari.

1. Determinare A, B, N in maniera tale che la funzione sia continua nell'intervallo [—L/2, L/2]
e normalizzata. Si rappresenti graficamente la densita di probabilita al variare di z.

Yn(z) =

2. Si calcolino le probabilita che una misura di energia fornisca un risultato rispettivamente
minore, uguale o maggiore di E = 2h?72/(mL?).

3. Si calcoli il valor medio dell’operatore parita al variare del tempo.

Esercizio 2. Una particella di massa m si muove in una dimensione con Hamiltoniana H =
p?/(2m) + V(x), dove V() = & cosh(z/ay).

1. Si calcoli lo spettro dei livelli energetici nel limite di approssimazione armonica (sviluppo di
Taylor al secondo ordine) del potenziale intorno al suo minimo. Si indichi una base corrispon-
dente di autofunzioni dell’Hamiltoniana Hy = p?/(2m) + Vy(x), dove Vo(z) & il potenziale
armonico che approssima V' (x).

2. Si identifichi il parametro adimensionale &, funzione dei parametri del sistema, che controlla
I’espansione perturbativa di H a partire dal termine imperturbato Hy.

3. Si determini la correzione ai livelli energetici utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo
ordine in . Si derivi la condizione per cui la correzione perturbativa calcolata sia piccola e
la si confronti con la stima di & effettuata al punto precedente.

4. Si determini la correzione al ket di stato corrispondente al primo livello eccitato utilizzando
la teoria delle perturbazioni al primo ordine in &.

5. Il sistema si trova in uno stato quantistico la cui funzione d’onda &

2
Y(x) = Az exp <— \/227”;: )

dove A ¢ un fattore di normalizzazione. Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo
ordine in &, si determinino i possibili risultati che una misura di H sullo stato quantistico [¢)
puo fornire, unitamente alle corrispondenti probabilita.
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Esame di Meccanica Quantistica, 26,/04/2023

Esercizio 1. Si consideri, in 3 dimensioni, una particella di spin 1 con Hamiltoniana
1 1 «
H=—"—"p*+ -mw’r?+ =J?
om? T2 T
dove J = L 4+ S ¢ il momento angolare totale e 0 < o < w/6.
a) Si calcolino le energie e le degenerazioni dei primi 4 livelli.

b) Si consideri una particella nello stato
) = ARy (r) cos 0 [1)s,

dove |1)g € un autostato normalizzato di S, con autovalore i e Ry(r) & autofunzione radiale del
livello n = 1 della Hamiltoniana dell’oscillatore armonico isotropo tridimensionale (Hamiltoniana
H con a = 0). La funzione R;(r) & normalizzata secondo

oo
/ r2dr|Ry(r)]? = 1.
0

Si calcoli |A] in modo che lo stato sia normalizzato e si determinino i possibili valori ottenibili in

una misura di H con le relative probabilita.

c) Si calcoli I'evoluto temporale di [¢) e si calcolino i valori medi di L., S., J., L? e J? su ¢ al
tempo t. Per tutti i casi in cui il risultato non dipende da t, si discuta se tale indipendenza poteva
essere predetta a priori.

d) Si consideri la perturbazione V (z) = A(2.5;)?. Si calcolino le correzioni all’energia dovute a tale
perturbazione sullo stato fondamentale di H e si discuta I’eventuale rimozione della degenerazione.

Esercizio 2. Si consideri una particella libera in una dimensione. La particella ha massa m e spin
0. Si considerino le seguenti funzioni d’onda normalizzate:

1/4 o
Yi(z) = (Q) / ethoz =5 (@=20)*
T
/4 o
st = ()" st
T

vs(x) = Ni(z) + ()],
dove kg, zg, @ sono parametri reali positivi e A/ ¢ una costante di normalizzazione supposta nota.

1) Si calcoli il valor medio dell’operatore posizione Z nei tre casi, assumendo che la particella sia
in uno stato descritto rispettivamente da v (z), ¥2(z) e 3(z). Si calcoli la densita di probabilita
m(x) per misure di posizione su 11 (z) e ¥o(x). Si faccia un grafico qualitativo delle due densita di
probabilita a fissato 2o per a = 1/23 e a = 4/x3, e si discuta cosa succede nel limite o > 1/23.
Si faccia il grafico qualitativo della densita di probabilita per misure di posizione su ¥3(x) solo nel
limite o > 1/a.

2) Si calcoli il valor medio dell’operatore impulso p, assumendo che la particella sia in uno stato
descritto rispettivamente da 11 (z), 12(x) e 13(x). Si calcoli la densita di probabilita per misure di



impulso su 91 (z) e ¥2(x). Sifaccia un grafico qualitativo delle due densita di probabilita a fissato
ko per a = k(z) ea= k:% /4, e si discuta cosa succede nel limite o < k‘%. Si faccia il grafico qualitativo
della densita di probabilita per misure di impulso su ¥3(x) solo nel limite o < k%.

3) Si determini il valor medio dell’operatore parita P per la stato descritto da Ps3(x).

4) Si determinino i valori medi degli operatori &,p e P ad un generico istante di tempo ¢t > 0
assumendo che al tempo ¢t = 0 il sistema sia nello stato ¥3(z). Suggerimento: & possibile fare il
calcolo senza determinare direttamente I’evoluto temporale 13(z, t).

Si supponga ora che la particella abbia spin 1/2 e che lo stato del sistema sia dato da

) = \/§¢1(€v)|+> +i\/§¢2(w)|—>‘

5) Si determinino i valori medi degli operatori & e p sullo stato [¢).

Per la risoluzione del problema potrebbero essere (in)utile il seguente risultato:

+00 20 b2
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Esame di Meccanica Quantistica, 27/06/2023

Esercizio 1. Si considerino due osservabili A e B la cui espressione nella base ortonormale completa
{le),[8),17)} & la seguente:

A =ala)(B] + a|B)(al + 2a]7)(7]
B =3bla){a| +2b[B)(B] + 3b|7) (7] + bla) (v + bly){al,
dove a, b sono due parametri reali con opportune dimensioni.

a) Si determinino gli autovalori ed una base di autovettori di A e B. Si dica se esistono autostati
simultanei di A e B.

b) Uno stato fisico |¢) viene preparato nel seguente modo: si effettua una misura di A, ottenendo
come risultato il valore a; immediatamente dopo si effettua una misura di B, ottenendo come
risultato un valore minore di 3b. Si determini I’espressione di [¢) nella base {|«),|3), |7)} e il valor
medio di A su |v).

¢) Si determinino i possibili risultati di una misura di A sullo stato [¢)) e le corrispondenti proba-
bilita.

Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 vincolate a muoversi su una
circonferenza (xr = Rcos ¢, y = Rsin¢, z = 0) e soggette alla Hamiltoniana

L w
h
con 0 < B <« 1. I pedici 1 e 2 si riferiscono alle due particelle.

HO (L%z—i_L%z) +Bw(slz +SQZ)7

a) Si calcolino le energie, le degenerazioni ed una base di autostati per i primi 4 livelli.
b) Si consideri la perturbazione
V = ehw(cos 2¢1 + cos 2¢2),

dove ¢1 e ¢o sono le posizioni angolari delle due particelle. Assumendo che € < B, si calcolino le
energie dello stato fondamentale e del primo livello eccitato al primo ordine perturbativo in e.

¢) Si consideri la famiglia di stati con funzione d’onda spinoriale normalizzata

o = Asin(¢p1 — ¢2)Xa + BXxs,

dove X, e Xp sono spinori normalizzati, ciascuno dei quali fornisce uno stato di spin delle due
particelle. Gli stati 19 godono delle seguenti proprieta: (i) Una misura di S, (S = S+ Sy ¢ lo
spin totale del sistema) su vy fornisce sempre 0. (ii) Si misura L, su ciascuna particella, ottenendo
due valori mgh e mph. La probabilita di ottenere m, = my, ¢ pari a 1/2.

Si determinino x, e xp e si specifichino i valori possibili delle costanti A e B (si ricordi che 1y &
normalizzata).

d) Si assuma che al tempo ¢ = 0 il sistema sia in uno degli stati 19 e che il sistema evolva con
Hamiltoniana Hy. Sia 1 ’evoluto temporale al tempo ¢. Si calcolino i possibili valori ottenibili in
una misura di S%, L, = L, + Lo, ed Hy su ;. Si determinino anche le relative probabilita.
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Esame di Meccanica Quantistica, 12/07/2023

Esercizio 1. La dinamica di una particella di spin s = 3/2 & governata dalla seguente Hamiltoniana:
H =V S2 4V, S2 + V., 52
dove Vi, Viyy € V.. sono parametri noti soggetti al vincolo Vi, + V,,, + V., = 0.
a) Si dimostri che 'Hamiltoniana puo essere riscritta nella seguente forma
H = A(35% — %) + B(52 + 5%).
Si esprimano A e B in termini di V, e V.

b) Si esprima H in rappresentazione matriciale utilizzando la base {| — s),| — s +1),...|s)} degli
autoket di S,. Si mostri che, scegliendo opportunamente 'ordine degli elementi della base, la
matrice associata ad H assume una forma diagonale a blocchi.

¢) Determinare gli autovalori dell’energia e la loro degenerazione.
d) Determinare esplicitamente una base di autoket di H nel caso in cui B = (V3/2) A.

e) Sempre nel caso B = (\/3 / 2) A, si assuma che il sistema si trovi all’istante ¢ = 0 nell’autoket di

S, corrispondente al suo autovalore massimo. Al generico tempo ¢, determinare i possibili risultati
di una misura di energia e le relative probabilita.

Esercizio 2. Due particelle identiche di massa m e spin 1/2 si muovono su una circonferenza di
raggio R che giace nel piano zy. L'Hamiltoniana ¢ H = Hy + Hgpin, con
72 72
_ le L2z
2mR2  2mR?

Hy Hgpin = 7vS1 - So,

dove f)lz e ﬁgz sono le componenti z del momento angolare delle due particelle. Si assuma 0 <
ymR? < 1/2.

a) Si scriva una base formata da autofunzioni simultanee di Hy e dell’operatore di riflessione II.
L’azione di IT su una generica funzione d’onda ¥(¢1, ¢2) € definita da II[¥(¢1, p2)] = U(—¢1, —p2),
dove ¢1 e ¢2 sono le coordinate angolari delle due particelle (—7 < ¢12 < 7). Si determinino le
energie e le degenerazioni dei primi 3 livelli di Hy.

b) Si determinino le energie e le degenerazioni dei primi 3 livelli di H.

¢) Si consideri la famiglia di stati quantistici descritti dalla funzione d’onda

U(p1,d2) = f(d1, d2)[+)1]—)2 + g(d1, d2)|—)1]+)2,

dove |£); e |1)2 sono autostati di S1, ed S, con autovalore +h/2.

Si determini 'espressione di f(¢1,¢2) e g(é1, ¢2) sapendo che: i) una misura di H fornisce con
certezza un risultato £ < 5h%/(8mR?); i) una misura di L. = Ly, + Ly, non fornisce mai un
risultato nullo; 74i) la funzione d’onda (¢, p2) € pari rispetto all’azione di II: W(—¢1, —p2) =
U(p1, ¢o); iv) vale (¥|S?|W) = h?; v) la funzione d’onda & normalizzata.

d) Si calcoli (V|H|¥).
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Esame di Meccanica Quantistica, 12/09/2023

Esercizio 1. La Hamiltoniana che descrive la dinamica di una particella di massa m e spin 1/2 &
la seguente:
PP 1 5, 2w
H=—+_-mwr"+A—L-S+ Bw(L, +2S,)
2m = 2 h

dove i parametri adimensionali sono taliche 0 < A < 1e0< B« 1.

a) Si assuma B = 0. Si determini lo spettro di H. In particolare si indichi la degenerazione e una
base di autoket per ogni livello energetico tale che ’energia sia F < 4hw.

b) Si assuma ora 0 < B < A. Utilizzando la teoria delle perturbazioni, si studi al primo ordine
nel parametro B la correzione ai primi due livelli energetici trovati al punto precedente. Si discuta
I’eventuale rimozione delle degenerazione.

¢) Si assuma B = 0. Ad un certo istante, la particella si trova nello stato quantistico |¢)) tale che:
(i) una misura di H fornisce con certezza un valore E < 4hw; (ii) |1)) & autostato della parita con
autovalore —1; (iii) le misure di J, e S forniscono entrambe con certezza il valore h/2. Si determini
lo stato normalizzato [1)).

Se viene effettuata una misura di J2 su |t/), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

d) Si assuma sempre B = 0. Se al tempo ¢ = 0 la particella si trova nello stato [¢), si calcoli
I'evoluto temporale |1 (t)) al tempo ¢. Si calcolino i valori medi di H, J? ed L? al tempo t. Si
spieghi se I'eventuale dipendenza o indipendenza da t poteva essere predetta a priori.

Esercizio 2. Due particelle identiche di massa m e spin 1 si muovono in una dimensione con
Hamiltoniana H = p?/(2m) + p3/(2m) + V (21, x2),

0 per |ry— x| > L
V(ry,22) = q 4 1
1 52—5(554—53) per |ry— x| <L

dove S = S1+ .5, indica lo spin totale e a > 0. Si studi il problema nel sistema del centro di massa.

1) Si determinino le dimensioni del coefficiente o in unita di massa, lunghezza, tempo. Posto
a = C h*L?m®, dove C & un coefficiente adimensionale, si determinino a, b, c.

2) Per tutti i possibili valori dello spin totale, si disegni il potenziale in termini di = 21 — x2. Per
quali valori dello spin totale sono possibili stati legati?

3) Si calcoli il valore massimo Chyax della costante C' per cui il sistema ammette un solo stato legato.
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Esame di Meccanica Quantistica, 31/10/2023

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m vincolate a muoversi in
una dimensione sul segmento —L/2 < x < L/2. La Hamiltoniana ¢ data da

1 o
H=_—(p?+p3)+ =851 - So,
5, (P1+P3) + 25152
dove 81 e S5 sono gli operatori di spin delle due particelle. Si assuma mL?a < he a > 0.

a) Si calcolino le energie e le degenerazioni dei primi 3 livelli.

b) Si consideri lo stato (normalizzato) dato da
= N(dai - L?) (4o — L)1,

dove z1 ed xo sono le posizioni delle due particelle e x; € uno spinore relativo alle due particelle.
Si determinino y; e la costante N.

¢) Si calcoli (|H |1).

d) Si calcoli la probabilita che una misura dell’energia dia come risultato 'energia dello stato
fondamentale.

Possono essere utili gli integrali

w/2 /2
I, :/ dx x™ cos x, Jn :/ dx 2" sin x,
—r/2 —7/2

L=0,Ip=3(n%—8),I3=0,I; = (7" — 4812 +384), J; =2, J, =0, Js = 3(7* = 8), J; = 0.

Esercizio 2. La Hamiltoniana che descrive la dinamica di una particella di massa m e spin 1 ¢ la
seguente:
PP 1 5, 2w

dove i parametri adimensionali sono taliche 0 < A < 1e0< B < 1.

a) Si assuma B = 0. Si determini lo spettro di H. In particolare si indichi la degenerazione e una
base di autoket per ogni livello energetico tale che 'energia sia £ < 3hw.

b) Si assuma ora 0 < B < A. Utilizzando la teoria delle perturbazioni, si studi al primo ordine nel
parametro B la correzione a tutti i livelli degeneri trovati al punto precedente. Si discuta I'eventuale
rimozione delle degenerazione.

¢) Si assuma B = 0. Ad un certo istante, la particella si trova nello stato quantistico |¢) tale che:
(i) una misura di H fornisce con certezza un valore E < 3hw;

(i) (1S ]6) = —h;

(iii) una misura di L, non fornisce mai un valore nullo.

Si scriva Pespressione pit generale dgli stati quantistici che soddisfano le condizioni (i), (ii), (iii).

d) Tra gli stati determinati al punto c) si determini quello tale che (|L2]1)) = 0.

e) Se viene effettuata una misura di J? su |¢), quali valori si ottengono e con quale probabilita?
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