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Il modello circuitale

Utilizzatore ¢
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... introduzione

Lo studio dei sistemi elettromagnetici sede di campi statici di con-
duzione, fino ad ora eseguito applicando le equazioni di Maxwell,
puo essere ricondotto allo studio di modelli zero-dimensionali,
detti modelli circuitali, il cui comportamento elettrico ed energe-
tico e rigorosamente equivalente a quello del sistema originario
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... introduzione

®* Nella caratterizzazione dei tronchi dei tubi di flusso sede di
campi statici di conduzione ed in presenza o meno di f.e.m.
abbiamo gia introdotto una modalita di rappresentazione
grafica che, facendo riferimento unicamente a grandezze
integrali (i.e., la tensione, la corrente, la resistenza e la
f.e.m.), fosse in grado di sintetizzare il comportamento
elettrico del sistema elettromagnetico, normalmente descritto
attraverso le equazioni di Maxwell.

®* In particolare, nella trattazione relativa al bilancio energetico
in un tubo di flusso chiuso, abbiamo anche mostrato come la
stessa rappresentazione grafica che ne rappresenta il
comportamento elettrico, sia parimenti in grado di
rappresentare il suo comportamento energetico.
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... introduzione

®* Studieremo ora le modalita attraverso le quali operare una
sistematica rappresentazione di sistemi elettromagnetici
comunque complessi, e sede di campi statici di conduzione,
attraverso modelli circuitali equivalenti.

®* Ogni trasformazione energetica che ha luogo all'interno del
sistema elettromagnetico verra rappresentata con un
componente del modello circuitale, il cui comportamento e
rigorosamente descritto attraverso il legame funzionale fra le
grandezze integrali, che e stato dedotto dall'applicazione
delle equazioni di Maxwell.

®* || sistema nella sua interezza verra rappresentato attraverso
una opportuna interconnessione di componenti circuitali, e lo
studio della risposta del sistema verra ricondotto allo studio
della risposta del modello circuitale.
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

®* Un componente circuitale (del modello) rappresenta la tras-
formazione energetica che avviene all'interno di una superfi-
cie chiusa attraversata da correnti elettriche solo in corrispon-
denza di un certo numero finito di sezioni equipotenziali.

®* Atitolo di esempio prendiamo in considerazione il resistore

legge di Ohm
b U,s=R ;1
-l-_/\/\/_‘ AB~ "Y' 4B
e
A< . legge di Joule
Uis P,=UpI=R;I"=
Modello elettroma- Modello equiva- _UZB
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

®* Un componente circuitale (del modello) rappresenta la tras-
formazione energetica che avviene all'interno di una superfi-
cie chiusa attraversata da correnti elettriche solo in corrispon-
denza di un certo numero finito di sezioni equipotenziali.

®* Atitolo di esempio prendiamo in considerazione il resistore

S, legge di Ohm
R
e S
—
4 . legge di Joule
Alle sezioni equipotenziali Sy P,=U,I=R, j
ed S corrispondono i poli (ter- 2
Modello el . . . - U's
tico sint minali o morsetti)) 4 e B del = =
gne modello zero-dimensionale. AB

“resistc _qale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

formaz Aipoli 4 e B e associata la ten- jnterno di una superfi-

cie chii Sione, Uiz , e la corrente, /, che §ene solo in corrispon-
compete alle corrispondenti se- hi equipotenziali.

denza ~ . .
_ zioni equipotenziali S, ed S;. _ _ ]
e Attole ______________________ _____slderazione il resistore
i legge di Ohm
AB
SA N,
—
A< . legge di Joule
Uss P,=U s I1=R ;1" =
Modello elettroma- Modello equiva- _ UiB
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

formaz || Simbolo grafico impiegato per jntarng di una superfi-
individuare il componente € uni- . : .
iche solo in corrispon-

cie chil )
g vocamente associato alla trasfor- | - il
€nza mazione energetica che il [ R OlCnZE S

®* Atitolo componente rappresenta. «erazione il resistore
legge di Ohm
Rz —
SA N,
—
A< . legge di Joule
Uss P,=U =R ;' =
Modello elettroma- Modello equiva- _UZB
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

formaz Le proprieta elettriche del resis- interno di una superfi-

. . tore, i.e. la sua resistenza, sono . : .
cie chil . o iche solo in corrispon-
esplicitamente indicate nel com- | | : y -
denza ni equipotenziali.

ponente attraverso il simbolo,
® Atitolo Ry, o il suo valore numerico. _erazione il resistore

legge di Ohm

Rz
-l:_/\/\/_‘ UAB:RABI
-
A< . legge di Joule
Uss P,=U s I1=R ;1" =
Modello elettroma- Modello equiva- _UiB
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

- Un Compc-A-l-- PRCI-PRI PR X P (SRR P | PR W fm Tm bmm
i Il com men | componen ircuitale € ;
formazione comportamento del componente circuitale € des

ia chi critto attraverso quel legame funzionale fra tensione,
Cie.Chigsa U,s, € corrente, I, che & stato dedotto applicando le ©

denza di u equazioni di Maxwell al sistema elettromagnetico
®* A titolo di ¢ rappresentato, i.e. la legge di Ohm. _

legge di Ohm

Rup

’:_/\/\/_. Dt
—
A B

legge di Joule

™ Uss P,=U ,I=R "=
Modello elettroma- Modello equiva- _UiB
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

y AII - “""“t""_“" _t"l"""‘t"e (del modello) rappresenta la tras-
compOnen’e clrcuiiale cosl favviene all'interno di una superfi-

definito si da il nome di resis- sorrenti elettriche solo in corrispon
tore (od anche bipolo resisti- | P

vo componente cioé con due Inito di sezioni equipotenziali.

¢ morsetti o poli accessibili che o in considerazione il resistore

soddisfa la legge di Ohm). legge di Ohm

S RAB
S / -I.-_/\/\/_‘ Up=Rys!
-
A< . legge di Joule
Uss P,=U s I1=R ;1" =
Modello elettroma- Modello equiva- _ UiB
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

. & '_l'“‘ ‘a“h“_““_;‘l "d“‘_"""e (del modello) rappresenta la tras-
11 modetlo clrelltale ael 1S4 avviene all'interno di una superfi-

sistori impiegati nei circuiti . : : .
correnti elettriche solo in corrispon-

stampati, o in altre applicazio- [, . - _ !
ni ingegneristiche di potenza, linito di sezioni equipotenziali.

¢ nonché il modello di trasfor- mo in considerazione il resistore

mazioni energetiche che legge di Ohm

coinvolgono conversioni di Rz
energia elettrica in energia di ! Upp=Rp1
‘ altra forma (e.g., calore, lavo- J\/\/_é )
ro meccanico) rappresentabili g legge di Joule
mediante la legge di Joule. Uz P,=U ;=R ;I =
Modello elettroma- Modello equiva-| U,
gnetico sintetico del lente circuitale o R,
“resistore” zero-dimensionale
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Il modello circuitale
Componenti circuitali ... la definizione

. - ||m oo s omts ~femetoie (del modello) rappresenta la tras-
li una superfi-

) in corrispon-

itenziali.

i| resistore

di Ohm
Rzl

di Joule

— —_— AN N ~ — — — rn rn

C=
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Il modello circuitale

Bipoli ... la definizione

®* Generalizzando quanto nello specifico visto per il resistore, si
possono definire le caratteristiche principali dei componenti
circuitali bipolari (i.e., i bipoli).

® Si definisce bipolo un componente dotato di due poli (o
morsetti o terminali) accessibili.

®* Un bipolo si identifica con un tronco di tubo di flusso di J
— la corrente entrante in uno dei due terminali € uguale a quella
uscente dall'altro terminale (i terminali costituisco pertanto una
porta),V.J=0;
— |a tensione fra i terminali & univocamente determinata, essendo
verificata la V X E =0 ;

— al bipolo risultano quindi univocamente associate una tensione,
U, ed una corrente, 1.
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Il modello circuitale
Bipoli ... i versi positivi di riferimento

®* Affinché tensione e corrente siano univocamente individuate
occorre specificare i loro versi positivi di riferimento:
— per la tensione viene indicato con il simbolo +, in corrisponden-

za del polo positivo, o con una freccia che punta verso il polo
positivo;
— per la corrente viene indicato con una freccia in corrispondenza
di uno dei due morsetti.
® | versi di riferimento possono essere scelti in modo
assolutamente arbitrario:

— per la tensione, equivale alla scelta arbitraria del verso della
tangente alla linea lungo la quale viene effettuata l'integrazione;

— per la corrente, equivale alla scelta arbitraria del verso della nor-
male alla superficie attraverso la quale viene valutato il flusso.
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Il modello circuitale
Bipoli ... i versi positivi di riferimento

@ ALl L dmnniann A amean t~ ~=-AA-“=-['M~~?nte individuate
fimento:

in corrisponden-
Inta verso il polo

corrispondenza

¢ ATTENZIONE - L‘attribuzione dei versi di celti in modo
riferimento non ha nulla a che vedere con il
moto reale delle cariche elettriche (a cui sono

. . ~a del verso della
legate la corrente e la tensione effettive). rr‘ettulata lintegrazione:

— per la corrente, equivale alla scelta arbitraria del verso della nor-
male alla superficie attraverso la quale viene valutato il flusso.
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Il modello circuitale
Bipoli ... i versi positivi di riferimento

®* Latensione e la corrente rispetto, ai fissati versi di riferimento
positivi, possono assumere valori numerici sia positivi che
negativi:

— U>0, il potenziale del polo scelto arbitrariamente come positivo
ha effettivamente potenziale maggiore rispetto a quello
negativo;

— U<, il potenziale del polo scelto arbitrariamente come positivo
ha potenziale minore rispetto a quello negativo;

— [ >0, la corrente effettivamente scorre nel verso di riferimento
positivo scelto arbitrariamente;

— [<0, la corrente scorre nel verso opposto a quello di riferimento
positivo scelto arbitrariamente.
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Il modello circuitale
Bipoli ... i versi positivi di riferimento

® Abbiamo dimostrato
che il prodotto U I rap-

1
—f

S g B oo
presenta |la potenza © < =
scambiata da un tubo 9 9 N R
di flusso (i.e. dal bipolo ¢ i" Us. D
equivalente) attraverso % s S 0
le sezioni terminali § % L 5
' i oo = o
(i.e., attraverso i due & & % 3 B

poli, ovvero la porta). P>0  P=P;, Pp>0

®* Abbiamo altresi evidenziato che quando la corrente esce dal-
la sezione a potenziale maggiore (i.e., il polo contraddistinto
come positivo, ovvero verso il quale punta la freccia della ten-
sione) trattasi di potenza erogata, ovvero di potenza
assorbita nel caso in cui la corrente entri da tale polo.
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Il modello circuitale

Bipoli ... le convenzioni

® Ai fini della scelta arbitraria dei versi di riferimento positivi si
hanno quattro possibilita a cui, tenendo conto delle
precedenti considerazioni, si attribuiscono | seguenti nomi

e ] — Convenzione del generatore
TU lU ®* Ul >0, il bipolo eroga potenza,;
I, ® UI<0, il bipolo eroga potenza nega-
tiva, i.e. assorbe potenza;
W y — Convenzione dell'utilizzatore
TU lU ®* Ul >0, il bipolo assorbe potenza;
J ® UI <0, il bipolo assorbe potenza ne-

gativa, i.e. eroga potenza.

ELETTROTECNICA - Principi ed applicazioni di Ingegneria Elettrica Pagina 21 di 75

N Lezione 05: Reti elettriche in regime stazionario
& Prof. Alberto Geri <alberto.geri@uniroma.it> Roma, 15/10/14 @ 16.32.33




Il modello circuitale

Bipoli ... le convenzioni

AN Fini AAllA AAAl+tA AvlhibvAavia AAl vrAvA
Per ogni bipolo, i versi positivi di
riferimento della tensione e della corrente
possono essere assegnati in modo
assolutamente arbitrario, senza cioé
tenere conto della sua effettiva natura o
del suo prevedibile comportamento. In
relazione ai versi scelti si dira quindi che
al bipolo € stata applicata la convenzione
dei generatori se la corrente esce dal
morsetto contrassegnato come positivo
(morsetto verso cui punta la freccia della
tensione) oppure la convenzione degli

* di riferimento positivi si

tenendo conto delle
ono i seguenti nomi

1e del generatore
ipolo eroga potenza;

polo eroga potenza nega-
sorbe potenza;

1e dell'utilizzatore
ipolo assorbe potenza;

utilizzatori se la corrente entra da talevipolo assorbe potenza ne-
morsetto. , l.e. eroga potenza.
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Il modello circuitale

Bipoli ... le convenzioni

¢ AiHniddlla ennlia arhitearig dei versi di riferimento positivi si
Il comportamento energetico 45 5 cyi, tenendo conto delle

oLl .b'p°|° ”S.u”?r? MNEGUIVO= 1 i attribuiscono i seguenti nomi
cabilmente individuato dal

segno del prodotto UI (una
volta determinata numerica- [Convenzione del generatore

mente la risposta del com- [ pr >0, il bipolo eroga potenza;

ponete): rispetto alla conven- o UI < 0, il bipolo eroga potenza nega-

zione applicata infatti, se |l tiva, i.e. assorbe potenza:
prodotto € positivo, il bipolo

si comportera come dichiara- C _ dell'utilizzat
to dalla convenzione applica- | ~°NVenzione dellutilizzatore

ta, in caso contrario, si com- |* UI >0, il bipolo assorbe potenza;

portera in modo opposto. ® UI <0, il bipolo assorbe potenza ne-
gativa, i.e. eroga potenza.
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Il modello circuitale
Bipoli ... i versi di riferimento coordinati

® Si osservi che la scelta della convenzione é assolutamen-
te arbitraria (i.e., € totalmente svincolata dal presunto
comportamento del bipolo).

® Salvo diversa specificazione si adottera per ogni bipolo la
convenzione dell'utilizzatore.

® In base a questa assunzione sara possibile adottare per tutti i
bipoli versi di riferimento coordinati: sara sufficiente
indicare il solo verso di riferimento positivo della corrente
(scelta usuale), o quello della tensione, affinché risulti univo-
camente individuato anche l'altro.

® Se per esigenze particolari, qualche bipolo dovra essere
convenzionato da generatore, sul bipolo verranno esplicita-
mente indicati entrambi i versi di riferimento positivi.
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Il modello circuitale

Bipoli ... la relazione costitutiva

® |l comportamento di un bipolo € univocamente determinato
quando €& noto il legame funzionale, AUJ) = 0 (ovvero la
relazione costitutiva od anche equazione caratteristica del
bipolo), fra la tensione e la corrente ai suoi morsetti; relazione
questa che dipende dal comportamento fisico del sistema
elettromagnetico di cui il componente circuitale € modello.

- - R s R | /1 R.s ey ; Y
—p— \ / \ —e .-»J\/\/ IeAB. o—»—l eAB.
A B A T B A + B
\_ U =R, 1 Veh Upp=R;pl—eyy - \\UAB:_eAB/

®* Per gli stessi bipoli convenzionati da generatori le relazioni

costitutive diventano
‘ Upi=—R 1 ‘ ‘ Upi=—R;zl+e,, ‘ ‘ Usgzi=e ‘
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Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... la definizione

® In relazione alle caratteristiche ed al comportamento del
dispositivo elettromagnetico da modellare (e.g., quando i tubi
di flusso di J hanno struttura ramificata e quindi le sezioni
terminali equipotenziali sono piu di due) pud essere
necessario far ricorso ad elementi circuitali pit complessi
come i multipoli (/V-poli) ed i multiporte (/N-porte).
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Il modello circuitale

Multipoli e multiporte ... gli N-poli

Un N-polo € un componente dotato di N terminali.
In un N-polo si ha che:

e nulla la somma algebrica delle correnti ai morsetti;
(N-1) correnti sono sufficienti a determinare la N-esemia;
ad un N-polo si possono associare N(N-1)/2 tensioni;

tutte le tensioni si possono determinare a partire dai
potenziali di (N-1) terminali valutati rispetto all'N-esimo
assunto come riferimento;

per caratterizzare un N-polo sono quindi sufficienti (V-1)
correnti ed (N-1) tensioni;

le tensioni e correnti sono legate da (N-1) relazioni
costitutive che dipendono dalla sua struttura interna.
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Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... gli N-poli

Correnti Potenza assorbita
—I,+1,—1,+1,=0 =
PR, Vo =
]0:[1_[2+I3 1; .

N-1
B Z Uil
B

ELETTROTECNICA - Principi ed applicazioni di Ingegneria Elettrica Pagina 28 di 75
8 Lezione 05: Reti elettriche in regime stazionario

\ .; =€ 2 Prof. Alberto Geri <alberto.geri@uniroma.it> Roma, 15/10/14 @ 16.32.34



Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... gli N-poli

Normalmente per N-polo si adottano le
seguenti convenzioni:

* sifissa il polo di riferimento (e.g., lo 0);
®* Tutte le (N-1) tensioni dei poli si riferi-
scono a quello di riferimento (i.e., lo 0);

® come verso di riferimento positivo per le
(N-1) correnti si sceglie quello entrante

nei poli. _
Con queste convenzioni, ed applicando il PotenzNa_lassorblta
teorema di Poynting, si puo calcolare la PGZZ v, I =
potenza entrante nel N-polo. k=1

N-—-1
|
=2, Uyl
k=1
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Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... gli N-porte

® Si definisce porta di un componete un coppia di poli in cui la
corrente entrante in uno dei due € sempre uguale a quella
uscente dall'altro (e.g., i due morsetti di un bipolo
costituiscono una porta).

® Un N-porta e un componente dotato di 2N terminali che
realizzano N porte.

2!

Due-porte o
doppio bipolo
023sulJjul-uou
ojodiq oiddoq
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Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... gli N-porte

L'uguaglianza delle correnti di ciascuna porta puo , g quella
essere dovuta alla struttura interna del N-porte (V- |, bipolo
porte intrinseco), o dai collegamenti esterni che il
componente realizza (e.g., un 2N-polo collegato a

N bipoli realizza un N-porte non intrinseco). lslRE

28 |

~ O~
Il
~

Due-porte o
doppio bipolo
023sulJjul-uou
ojodiq oiddoq
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Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... gli N-porte

® |l comportamento di un N-porta e caratterizzato dalle:
— N correnti di porta
— N tensioni tra i terminali di porta
fra loro vincolate da N relazioni costitutive.

® Applicando la convenzione dell'uti-
lizzatore a ciascuna porta del com-
ponente, il teorema di Poynting con-
sente di determinare la potenza as-
sorbita da un N-porte che € data da

N
sz ULy
k=1
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Il modello circuitale
Multipoli e multiporte ... gli N-porte

® Un generico N-polo puO essere considerato come un
componente a (N-1)-porte avente tutti i terminali negativi delle
porte collegati tra loro.

®* Questo consente di trattare in modo unificato i componenti
circuitali multipoli e multiporta.
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Le reti elettriche
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Le reti elettriche

Definizione

Un circuito elettrico (o rete elettrica)
e costituito da una interconnessione
comunque complessa di componenti
ideali (bipoli, multipoli e multiporte). |
circuiti elettrici godono delle stesse
proprieta degli elementi che li compon-
gono: se tutti gli elementi godono di una
determinata proprieta anche il circuito
godra della stessa proprieta; e
sufficiente che uno solo degli elementi
che compongono il circuito non goda di
una determinata proprieta, affinché
anche il circuito nel suo complesso non
goda di quella proprieta.

W Lezione 05: Reti elettriche in regime stazionario

& Prof. Alberto Geri <alberto.geri@uniroma.it>
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Le reti elettriche

Definizione

€
C

A ™ M N N TSN

goda di quella proprieta.

| collegamenti fra i componenti circuitali sono
realizzati mettendo in contatto i loro terminali, o
unendoli mediante conduttori ideali (o = 0). + +

| collegamenti, quando realizzati mediante con-

duttori ideali, sono a resistenza nulla, quindi e
nulla anche la tensione ai loro capi, indipendente-

mente dalla corrente che vi scorre. + +

La forma di questi collegamenti non ha quindi
effetto sul comportamento del circuito, e, nelle
rappresentazioni grafiche (gli schemi circuitali), i
collegamenti sono indicati mediante segmenti o + +
archi che rappresentano conduttori ideali. 4
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Le reti elettriche

Definizione

| enllenamenti fra i ecomnnnenti circriitali cnnn
r. Lo schema del circuito ha il solo scopo di mostra-
re quali componenti sono collegati fra loro ed + +

(e

I attraverso quali terminali, quindi, non riproduce:

® e posizioni nello spazio dei componenti che
rappresenta;

la disposizione dei conduttori (e.g., i cavi) con + +
cui nel sistema fisico reale sono eventual-

mente realizzate le connessioni fra le sue

I parti;

n M NN TS M
o S 5 o0 =
(]

— N
(@]

perché da esse non dipende la risposta del sis- + +
tema elettromagnetico e quindi del circuito.

Q)

-

Q&ja di quella proprieta.
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Le reti elettriche

Definizione

| enllenamenti fra i ecomnnnenti circriitali cnnn
r Lo «chema dal circnitn ha il «nln crann di mnstra-

F v n Il modello circuitale € un modello a zero
I ¢ dimensioni del sistema elettromagnetico sede di

C Id e Campi statici di conduzione. | componenti circuital

. sono modelli zero-dimensionali dei corrispondenti

Cn oW componenti del sistema elettromagnetico reale.

C 1 Pertanto, lo schema di un circuito pudo essere + +
¢ ¢ disegnato in vari modi, senza influire sulla

$ risposta dei singoli componenti e del sistema nel

¢ C suo complesso; a patto, ovviamfante, che signo_ + +
L E correttamente rappresentate le interconnessioni

] fra i componenti del sistema.

goda U1 yucia pruplicia. |—|
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Le reti elettriche

Comportamento

®* |l comportamento di un circuito elettrico (e in particolare lo
scambio di energia tra i suoi componenti) € pertanto descritto
mediante grandezze integrali, indipendenti dalle coordinate
spaziali:
— le correnti attraverso i terminali;
— le tensioni (o differenze di potenziale) tra i morsetti.

®* Nella rappresentazione circuitale del sistema elettromagneti-
co si perdono quindi le informazioni relative:

— alla configurazione geometrica dei tubi di flusso di J;
— alla distribuzione di campo al loro interno.

® Vengono cioe impiegati modelli zero-dimensionali delle
trasformazioni energetiche rappresentate.
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Le reti elettriche

Comportamento

® Le tensioni e le correnti mediante le quali € descritto il
comportamento di un circuito elettrico sono soggette a due
tipi di vincoli, espressi attraverso due set di equazioni:

— Equazioni caratteristiche dei componenti (equazioni
tipologiche)
le tensioni e le correnti ai terminali di ciascun componen-

te sono sottoposte a vincoli dipendenti dalle proprieta
fisiche del componente stesso (le relazioni costitutive)

— Equazioni dei collegamenti (equazioni topologiche)

| collegamenti tra i componenti impongono ulteriori vincoli
alle loro tensioni e correnti; tali vincoli non dipendono da
come sono realizzate le connessioni, ma solo da quali
terminali sono collegati tra loro.
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Le reti elettriche

Comportamento

® Si osservi che, attraverso opportune trasformazioni, sara
sempre possibile ricondurre multipoli e multiporte ad
interconnessioni piu 0 meno complesse di bipoli.

®* Per semplicita espositiva, e senza scapito di generalita, in
questa parte del corso si fara riferimento unicamente a reti
elettriche costituite da un'interconnessione comunque
complessa di componenti circuitali bipolari.

= W i

N .
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Le reti elettriche

Elementi topologici fondamentali ... i nodi

®* Per le reti elettriche si possono definire i seguenti elementi
topologici fondamentali:

nodo, il punto della rete dove si interconnetto i terminali dei
componenti (un terminale isolato € un caso degenere di nodo);

lato, o ramo, il tratto di circuito che unisce due nodi (un lato che
unisce un nodo degenere si dice appeso, un lato che ha origine
e termina nello stesso nodo si dice cappio);

maglia, € un percorso chiuso formato da lati consecutivi nei cui
nodi non incidono piu di due lati.
@ nodo

nodo degenere(){__1a—»|
“improprio”

€ un unico nodo

>

nodo in senso “stretto”
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Le reti elettriche

Elementi topologici fondamentali ... i lati

®* Per le reti elettriche si possono definire i seguenti elementi
topologici fondamentali:

nodo, il punto della rete dove si interconnetto i terminali dei
componenti (un terminale isolato € un caso degenere di nodo);

lato, o ramo, il tratto di circuito che unisce due nodi (un lato che
unisce un nodo degenere si dice appeso, un lato che ha origine
e termina nello stesso nodo si dice cappio);

maglia, € un percorso chiuso formato da lati consecutivi nei cui
nodi non incidono piu di due lati.

lato appeso
lati in parallelo

lati in serie

lato della rete
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Le reti elettriche

Elementi topologici fondamentali ... le maglie

®* Per le reti elettriche si possono definire i seguenti elementi
topologici fondamentali:

nodo, il punto della rete dove si interconnetto i terminali dei
componenti (un terminale isolato € un caso degenere di nodo);

lato, o ramo, il tratto di circuito che unisce due nodi (un lato che
unisce un nodo degenere si dice appeso, un lato che ha origine
e termina nello stesso nodo si dice cappio);

maglia, € un percorso chiuso formato da lati consecutivi nei cui
nodi non incidono piu di due lati della maglia.

o—

maglia
“impropria”

maglia “impropria”

maglia della rete
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Le reti elettriche

Elementi topologici fondamentali ... l'individuazione
dei nodi e dei lati

®* Operazione prioritaria ad ogni elaborazione (e.g., soluzio-
ne) di un rete elettrica e l'individuazione (i.e., numerazione)
degli elementi topologici essenziali (i.e., nodi e lati) della
stessa, e la scelta dei versi di riferimento positivi per le ten-
sioni e le correnti di lato.
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Le reti elettriche

Elementi topologici fondamentali ... l'individuazione
dei nodi e dei lati

Si inizia numerando progressivamente i nodi della rete a partire
dallo zero (che sara il nodo di riferimento per i potenziali). Si
numerano progressivamente i lati della rete e per ciascun lato si
sceglie arbitrariamente il verso di riferimento positivo della corren- =
te, convenendo di convenzionare tutti i bipoli come utilizzatori.

. 4

WoNer 1}

@

Uy

e PR

+
—P— —®
@ I @ 5

Conv. utilizzatore © @
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Il metodo generale di analisi
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Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... conseguenze della V- -J=0

® In condizioni stazionarie il campo di corrente e solenoidale, e
quindi, in considerazione di una generica superficie chiusa S,
il flusso di J & identicamente nullo, e cioé

§p Jdds=+1,—1,;—1,,—1,,=0

> 4
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Il metodo generale di analisi

Leggi di Kirchhoff ... conseguenze della V- -J=0

® In condizioni stazionarie il camp -

quindi, in considerazione di una
il flusso di J & identicamente null

§b Jhds=+1,—1—1,,—1,=0

-

N
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La densita di corrente di
conduzione & diversa da
zero solo nelle aree di
intersezione fra la superficie
S ed il circuito. In queste
aree il flusso di J coincide
con la corrispondente cor-
rente di lato, a cui si attribui-
ra segno positivo (0 negati-
vo) se il verso di riferimento
positivo della corrente &
concorde (o discorde) con il
versore della normale alla

superficie.
</

A

4

|/
J
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Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... conseguenze della V XE=0

® In condizioni stazionarie il campo elettrico e irrotazionale, e
quindi, in considerazione di una generica linea chiusa I, la
circuitazione di E e identicamente nulla, e cioe

ﬁr E'?dl:_Uzo_U04+U24:_<V2_ Vo)=(Vo=V,)+(V,—V,)=0

> 4
@
A

r )

~)>
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Il metodo generale di analisi

Leggi di Kirchhoff ... conseguenze della V XE=0

® |n condizioni stazionarie il ¢ -

quindi, in considerazione di
circuitazione di E € identicar

¢ Eidi=—U,~Uy+U,=

-

0 _ g0 " _ AN D T ——— | S

L'integrale del campo elettrico
lungo una linea chiusa I' € pari
alla somma algebrica delle d.d.p.
che esistono tra le successive
coppie di punti appartenenti alla
rete. Tra questi punti la d.d.p.
coincide con le corrispondenti
tensioni di lato, ed a cui si attri-
buira segno positivo (0 negativo)
se il verso di riferimento positivo
della tensione € concorde (o dis-
corde) con il verso di percorren-
za della linea (stabilito da 7 ).

J /C:D

ELETTROTECNICA - Principi ed applicazioni di Ingegneria Elettrica

W Lezione 05: Reti elettriche in regime stazionario

& Prof. Alberto Geri <alberto.geri@uniroma.it>

NV

Pagina 51 di 75

Roma, 15/10/14 @ 16.32.36



Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... i fondamenti

Passiamo ora all'enunciazione delle leggi di Kirchhoff, che sono
| principi fondanti della teoria delle reti a parametri concentrati.
Dedotte originariamente da evidenze sperimentali hanno poi
trovato, come abbiamo dimostrato, ampia ed esauriente giustifi-
cazione nelle equazioni di Maxwell ( VJ=0 e VXE=0 ).

Le leggi di Kirchhoff impongono legami lineari fra le correnti
di lato e le tensioni di lato

per ogni rete elettrica a parametri concentrati

indipendentemente dalla natura e dal comportamento degli
elementi che la compongono.
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Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... la LKC

* Legge di Kirchhoff per le correnti (LKC): in ogni rete
elettrica a parametri concentrati e per ogni istante di tempo la
somma algebrica di tutte le correnti dei lati che concorrono in
un qualsiasi nodo € identicamente nulla, cioe

2. 1,=0 & una conseguenza diretta della V J=0

per scrivere correttamente la somma algebrica, e senza
scapito di generalita, si possono assumere positive le correnti
che convergono in un qualsiasi nodo e negative quelle che
da esso dipartono.

® |n altri termini, la LKC pud anche essere enunciata come
segue: la somma delle correnti entranti in un qualsiasi nodo e
uguale alla somma delle correnti da esso uscenti.
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Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... la LKC

* Legge di Kirchhoff per le correnti (LKC): senza scapito di
generalita, conveniamo di assumere positive le correnti che
convergono nei nodi e negative quelle che da essi dipartono

— e.g., perin nodo 2 si avra +1,—1y—1,,—1,,=0

4
@

O
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Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... la LKT

* Legge di Kirchhoff per le tensioni (LKT): in ogni rete
elettrica a parametri concentrati e per ogni istante di tempo la
somma algebrica di tutte le tensioni dei lati che compongono
una qualsiasi maglia € identicamente nulla, cioe

Zk U,=0 & una conseguenza diretta dellaV X E=0

per scrivere correttamente la somma algebrica, e senza sca-
pito di generalita, si possono assumere positive le tensioni
con le frecce concordi con il verso positivo di percorrenza
della maglia (scelto arbitrariamente quello orario o antiorario).

® |n altri termini, la LKC pud anche essere enunciata come
segue: la somma algebriche delle f.e.m. e uguale alla somma
delle cadute di tensioni di tutti i lati della maglia.
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Il metodo generale di analisi
Leggi di Kirchhoff ... la LKT

* Legge di Kirchhoff per le tensioni (LKT): convenendo di
assumere positive le tensioni di lato le cui frecce sono
concordi con il verso di percorrenza e negative le altre si ha

— e.g., per la maglia 1 si avra —U,,—Uy+U,=0

o ;
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Il metodo generale di analisi

Teorema di Tellegen

®* Teorema di Tellegen: € una conseguenza diretta delle leggi
di Kirchhoff e rappresenta il bilancio energetico delle reti
elettriche

2 U L=U 1L +U,L,+..+U, I, =P +P,+. . +P,=0

La natura topologica delle equazioni di Kirchhoff comporta
che per un dato circuito, preso un qualsiasi vettore di tensioni
di lato [U\'], che soddisfi le LKT per quel circuito, ed un
vettore di correnti di lato [1;'], che soddisfi le LKC per un
secondo circuito topologicamente identico al primo, allora
vale la seguente relazione (potenze virtuali)

r =2 UL '=U, "L+ U, L'+ .4+ U, I, '=0
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... I'equazioni tipologiche e quelle
topologiche

L'analisi di una rete elettrica consiste nella determinazione
delle correnti e delle tensioni di tutti i lati della rete,
assumendo note le relazioni costitutive dei bipoli (equazioni
tipologiche) e la struttura delle loro interconnessioni, in base
alla quale possono essere correttamente scritte le equazioni
di Kirchhoff (equazione topologiche).

Se [ sono i lati della rete, 2/ sono le incognite da determinare
(i.e., le I tensioni di lato e le I correnti di lato), poicheé I sono le
relazioni costitutive dei lati della rete (che sono fra loro
indipendenti, equazioni tipologiche), I saranno le equazioni
topologiche linearmente indipendenti che dovranno essere
scritte applicando le due leggi di Kirchhoff.

ELETTROTECNICA - Principi ed applicazioni di Ingegneria Elettrica Pagina 58 di 75
Lezione 05: Reti elettriche in regime stazionario

& Prof. Alberto Geri <alberto.geri@uniroma.it> Roma, 15/10/14 @ 16.32.36



Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... operazioni prioritarie

* Da un punto di vista operativo, per effettuare I'analisi della
generica rete in figura occorre:

1) in via prioritaria, individuare e numerare tutti i nodi e tutti i
lati della stessa, nonché scegliere arbitrariamente i versi
di riferimento positivi per le tensioni e le correnti di lato

@ @  » Individuare e numerare
tutti i nodi (n =3)

» Individuare e numerare
tutti i lati (/=15)

» Fissare i+‘/Uif\

versi di rife- ¢ | ol

rimento po- () J; D
n=3 [=5 conv. utilizzatore sitivi. Versi coordinati.
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... operazioni prioritarie

o NAa 11n niintA Al vieatAa nnnrnl-:\lq, per effettuare I'analisi de”a
Si consiglia di iniziare la numera-

zione dei nodi dallo 0, e di assume-

re quest'ultimo come riferimento e numerare tutti i nodi e tutti |

per i potenziali (V,=0). egliere arbitrariamente | versi
arrirermmento-posmviper le tensioni e le correnti di lato
@ @ » Individuare e numerare

tutti i nodi (n =3)

» Individuare e numerare
tutti i lati (/=15)

» Fissare i
versi di rife- ¢ | L .

rimento po- () J; D
n=3 [=5 conv. utilizzatore sitivi. Versi coordinati.
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni tipologiche basate sulle
relazioni costitutive dei lati

2) successivamente, si possono scrivere le [=5 | equa-
zioni tipologiche basate sulle relazioni costitutive dei Iati
che la compongono, che in forma implicita sono espri-
mibili come (si osservi che nulla vieta di esplicitarle o
rispetto alla tensione o rispetto alla corrente di lato)

) @
Lato 1 f1(U10,1:[10,1):O
Lato 2 f2<U10,2’ 110,2):O
Lato 3 f3(U21, 21)20
Lato 4 f4<U20,4’]20,4):0
Lato 5 f5(Uygs, 1505)=0
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni topologiche basate sulla
LKC

3) quindi, imponendo I'equilibrio delle correnti (LKC) in
ciascun nodo della rete, si puo dimostrare che € possibile
scrivere al piu | p=n—1| equazioni linearmente indi-
pendenti, e ciog, con riferimento alla rete in figura, p =2
equazioni

@ @ [Nodo1 —1,,—1,,+1,=0
s NOdO 2 — 1, —1I504—155=0

Nodo O gt L gt gy 5=

La terza ed ultima equazione (No-

do 0) non ¢é indipendente, si ottiene
© infatti sottraendo la seconda dalla

p=n—1=3—1=2 prima premoltiplicata per -1 .
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni topologiche basate sulla
LKT

4) infine, imponendo I'equilibrio delle tensioni (LKT) in
ciascuna maglia della rete, affinché il sistema di ordine 2/
ammetta un'unica soluzione, si devono scrivere| m=1[—-p
equazioni linearmente indipendenti, e cioé, con riferimen-
to alla rete in figura, m = 3 equazioni

D -< 3 @ Mag. 1(/,l;) —U;p+U,=0
Mag. 2(L,51,) —Ug,— U, + U, ,=0
Mag. 3(luls) — Uzt Uys=0
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni topologiche basate sulla

LKT

AN infina imnananda 'annilikeia Aalla fansioni (LKT) in

Si osservi che m rappresenta, non solo il nume-
ro delle equazioni che bisogna scrivere per
completare il sistema risolvente, ma anche |l
numero massimo di equazioni linearmente in-
dipendenti che si possono scrivere imponendo
( l'equilibrio delle tensioni alle maglie della rete.
Conseguentemente, rappresenta anche |l
numero massimo di maglie indipendenti che si

stema di ordine 2/
scrivere| m=1[—p
loe, con riferimen-

—10,1 + U10,2:O
102 U, + U20,4: 0
04T U20,5 =0

l possono individuare nella rete assegnata.

o e
©

(O m=I—p=5—(3—1)=3
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni topologiche basate sulla
LKT

A\ infinA imnannanAAa "AaAnililkhkeia  AAllA i-lensioni (LKT) in
\Qi necenans rha i, rannracanta nAan eAalAa il niima Lo e Ol“dine 21
Per scegliere fra tutte le possibili maglie della rete le m ), = 7_ ),
maglie indipendenti si pud procedere osservando che iferimen-
una maglia e indipendente rispetto a quelle gia in-
dividuate se ha almeno un lato non in comune con
le altre (poicheé impone una condizione che coinvolge L
una variabile non ancora vincolata, i.e. la tensione del
lato non in comune). Per contro, se consideriamo una
maglia i cui lati appartengono tutti a maglie gia definite o
In precedenza, I'equazione di equilibrio delle tensioni di
lato coinvolgera variabili gia vincolate, e l'equazione
risultante sara quindi esprimibile come combinazione
lineare della altre (i.e., non & indipendente).

P
—— B e e N e AN

L A S s B B ||

e
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni topologiche basate sulla
LKT

AN infina imnanan A~ laquilibrio delle tensioni (LKT) in
A titolo di esempio, si consi- rete, affinché il sistema di ordine 2/
derino le maglie 1 e 2 (che Zjone, si devono scrivere| m=1—p

sono fra loro indipendenti §ndipendenti, e ciog, con riferimen-
avendo i lati 1, 3 e 4 non in L 3 equazioni

comune) e la maglia 4. Ques-
(' t'ultima, rispetto alle maglie 1 Mag. 1(1,l,) —U,,+U,e,=0

e 2, non € indipendente, in- I = .
fatti tutti i suoi lati apparten- Mag. 2(L5l,) = U0 = Ut Uy =0

{ gono alle maglie 1 e 2. Mag. 3(/,/s) —UjyutUjys=0
— U10,1+ U10,2:O
—UIO,Z—U21+U20’4=O

Mag. 4(/,51,) — U10,1_U21+U20,4:O
Mag. 5(/,1,15) ~ Uio1 = U HU45=0
Mag. 6(/,1,[) — Uipa= U+ U 455=0

ﬁ _U10,1_U21+U29,4:O' / "
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... equazioni topologiche basate sulla
LKT

AN infinA iImMmNnAnANn A~ 1!

Pertanto, le maglie 1, 2 e 3,
che sono fra loro indipenden-
ti, costituisco uno dei possibili
insiemi di m maglie indipen-
denti della rete. Si osservi
che questo insieme non €
unico, infatti, ad esempio,
anche le maglie 4, 5 e 6
costituiscono un possibile
gruppo di m maglie indipen-
denti. Non lo sono invece le
maglie 1, 2 e 4 (come per
altro gia dimostrato).

2quilibrio delle tensioni (LKT) in
rete, affinché il sistema di ordine 2/
zione, si devono scrivere| m=1[—-p

indipendenti, e ciog, con riferimen-
= 3 equazioni

Mag. 1(/i;) —UjoitUp,=0
Mag. 2(L,51,) —Ug,— U, + U, ,=0
Mag. 3(/ls) —UjyatUys=0

Mag. 4(/,51,) — U10,1_U21+U20,4:O
Mag. 5(/,1,15) ~ Uio1 = U HU45=0
Mag. 6(/,1,[) — Uipa= U+ U 455=0

K

o m=l—p=3—\j—1)=3—‘
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

® Esempio. Risolvere la rete in figura verificare il bilancio delle

potenze (i.e., il teorema di Tellegen).

Dati:. E,=10V
E,=20 V
E;=15V
CD E; R,=R,=R.=10 Q
R,=R;=20 Q
R,=30 Q

Occorre in via prioritaria individuare i nodi ed i lati della rete, nonché
fissare i versi di riferimento positivi per le tensioni e le correnti di lato.
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

Uy
+ ‘/\
o~ B

@ Ij (con i>)) @

Si sono assunti versi
di riferimento coordi-
nati applicando Ila
convenzione dell'uti-
lizzatore.

Liog, R, @

La rete assegnata ha » = 3 nodi e / = 5 lati. L'analisi delle rete
richiede quindi la soluzione di un sistema di 2/ = 10 equazioni date
da: / = 5 equazioni costitutive, p = n—1 = 2 equazioni di equilibrio delle
correnti ai nodi (ottenute applicando la LKC) e m = [-p = 3 equazioni
di equilibrio delle tensione di maglia (ottenute applicando la LKT).
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

Risolti preliminarmen-
te gli eventuali colle-
gamenti serie o paral-
lelo dei bipoli resistivi,
le relazione costituti-
ve dei lati si ottengo-
no applicando la leg-
ge di Ohm o la legge

Lior R ©) di Ohm generalizzata.
R, ,
Equazioni costitutive dei lati (I=5)
Lato 1 U, ,=(R,+R,) 1, +E, Lato4 U,y , =Rl
Lato 2 Uy, =R51 o, Lato 5 U, p =Relyr—E;

Lato3 U, =R,I[,+E,
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

Applicando la LKC a
tutti i nodi della rete
fatta esclusione di
quello assunto come
riferimento per |
potenziali (i.e., il nodo
0) si ottengono due
equazioni di equilibrio
Log, R, © fra loro indipendenti.

Equazioni di equilibrio delle correnti (LKC) (p=n-1=2)
Nodo1 =17, z—1yp+1,=0
Nodo2 —1,—1, =15 =0
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

Individuate le maglie
indipendenti della rete
e fissato un verso po-
sitivo di percorrenza
per le stesse, appli-
cando la LKT alle si
ottengono tre equa-
zioni di equilibrio fra
Lox, R, © loro indipendenti.

Equazioni di equilibrio delle tensioni (LKT) (m=[Lp=23)
Maglia 1 —U,;;+U, =0

Maglia2 —U, ,—U,+Uy ;=0

Maglia 3  —U, z+Uy =0
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

il sistema lineare risolvente la rete risulta pertanto cosi definito

(UIO,Rlz(Rl_l_RZ)IlO,RI_'_El (o _IIO,RI_]IO,R3+]21:O
Uior,=R3 1o g, 1y =1y g, =152, =0
U,=R,1,,+E, < _[(R1+R2)]10,R1+E1]+R3[10,R3:O
U20,R5:R5]20,R5 _R3]10,R3_(R4121+E2)+R5120,R5:0
< U20,R6:R6120,R6_E3 \_Rslzo,R5+R6]20,R6_E3:0
—1yor,=1i0,r, 712 =0

— Iy =1 g, =15 =0

_UIO,R1+U10,R3:O

_UIO,R3_U21+U20,R5:O
\_ U20,R5+U20,R6:0

@ _110,R1_110,R3+]21:0
—121_120,R5_120,R6:O

< _(Rl+R2)110,R1+R3]10,R3:+E1
_R3110,R3_R4I21+R5120,R5:+E2

" — R [20,R5+R6120,R6:+E3
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Il metodo generale di analisi

Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

che puo essere vantaggiosamente riscritto in forma matriciale

—1 —1 +1 0 0 Ilo,R1 l 0 .

0 0 —1 =1 —1|{I.| | O
—(R,+R,) R, 0 0 0 | 7, |=|+E,

0 —Ry —R, R, 0 (|1, .| |+E:
! 0 0 0 —R. —I—R6I 120,R6 .+E3.
e humericamente si ha ' ]
Tor| | =1 =1 +1 0 ol o] ' 0.5762712
Lior| | O o -1 -1 -1 —0.3644068

L, |=[-30 20 0 0 0 +10|=|—0.9406780| A

]20,& O -20 —-10 +10 O +20( [4+0.3305085
[zo,Ré . 0 0 0 -—-10 +30. .+15. .+O'6101695.
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Il metodo generale di analisi
Analisi delle reti ... I'applicazione del metodo

Uipr =(R+R,) I,y +E,=30-(-0.5762712)+10=-7.288136 V
Ui =Rs1 10 =20-(—0.3644068)=—7.288136 V

U, =R,I,+E,=10-(—0.9406780)+20=10.59322 V

U o2, =Rs 15z =10-(+0.3305085)=3.3050850 V

Usox =R 150 r —E;=30-(+0.6101695)—15=3.305085 V

Verifica del teorema di Tellegen

Z Ul= UIO,RIIIO,R1+ UIO,R3]10,R3+ Uy 1y + U20,R5 120,R5+ Uzo,Rﬁlzo,Rﬁz
=4.1999428+2.6558463—9.9648090+1.09235868+2.0166620=
=0 W

P =) P, ovvero EI=) RI’
Z g Z d Z Z

D EI=—E I ,—E,1,,+E,I, , =B3.728814W
»n R12:(R1+Rz)IfO’RI+R31fO’R3+ R,I5 +R. Iio,R5+R6 IﬁO,R6=33.728815W
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