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Numeri complessi

Cardano Risolve equazioni )
1501-1576
Bompielli Studia in modo

Eulero
1701-1783

Numeri prividi
significato

NUMERI COMPLESSI

Cartesio
1598-1650

Rappresentazione grafica
“ T Fd nl' !]allll
1168-1822
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Numeri complessi

Le principali definizioni

® Si definiscono numeri complessi le coppie ordinate di numeri
reali e si indicano come

=(x,y) Vx,y€R con R(z)=x parte reale
3(z)=y parte immaginaria
® Numero complesso reale: z=(x,0) con x#0

Numero complesso immaginario: z=(0,y) con y#0

e |'’insieme dei numeri complessi :cR* , in relazione alle
proprieta di cui gode, ha la connotazione di un campo
algebrico, a cui e stato dato il nome di campo dei numeri
complessi ed e stato indicato con (D :

o Identita: dati z,=(x,y,) e =(x,y,) siha z =z, se
m(zl):m(22> — xl_xz S(Zl) (Zz) — i=)V,
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Numeri complessi

Le principali definizioni

®* Somma: Z°1+Z'2=(x1’y1)+(x2,y2)=(x1+x2’y1+y2)

* Prodotto: Zl'jzz(xl,J’1)'(x2,y2>:(x1xz_J/1J’2,x1)’2+J’1x2)

® |La somma ed il prodotto godono delle proprieta associativa,
commutativa e distributiva.

® | 'elemento neutro per la somma é I'elemento nullo (0,0)
z+(0,0)=(x, y)+(0,0)=(x, y)=2

e | 'elemento neutro per il prodotto e ['unita reale (1,0)=1=u
z:(1,0)=(x, y)(1,0)=(x-1—y-0,x-0+ y-1)=(x, y)=z

® | 'unita immaginaria € il numero complesso (0,1)=j=v—1
essendo j definita come ;j°=(0,1)-(0,1)=(0-0—1-1,0-14+1-0)=—1

® | numeri complessi non possono essere ordinati in modo
compatibile con le operazioni di somma e prodotto.
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Numeri complessi

Le principali definizioni

L'opposto di z=(x,y) & —z=—(x,y)=(—x,—y) infatti

z+(—z)=(x, y)+(=x,-»)=(0,0)

L'inverso di z=(x,y) éi= S Y| infatt
Z \x"ty Xty

1 X y

z—=\x,y) = =(1,0

Al eraetre] (L

Gli opposti e gli inversi si individuano reciprocamente e
consentono di definire la differenza ed il quoziente.

Differenza:
21_22:<x1,y1)_<x2,J’2):<x1,J’1)+<_x2,_y2):<x1_xz,yl_yz)
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Numeri complessi

Le principali definizioni

Ze | % X
* Quoziente: .1=< 1’yl):(xl,yl)- 2 - 2)/2 |=
L0 (x2,y2) XoTY, Xt Y5
_ (X0 T ViVs X)X ),
IR 2, 2
X, TV, X5 V5

® || complesso coniugato, z* , di un numero complesso, z , Si
ottiene cambiando segno alla parte immaginaria, e cioe
(complesso) z=(x,y) — (x,—y)=z* (complesso coniugato)
el A S R — sn(z):”zz

V2

2=27={x,)=(x,~y)=2y=23(2) = 3(z)=—>

. . % 2 . % .
z-2*=(x, y)-(x,— y)=+y = (V2 + y2f =2 *|P =] 2IP
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Numeri complessi
Le rappresentazioni dei numeri complessi

Piano di Gauss-Argand z=(x,y) © P(x,y)€ ORI
- = z=(x,y)=x+jy
Yy .
= 2=(x, y):z(cos(9)+j31n(9))
- z=(x,y)=ze’’
i el P(xy) > z=(x,y)=2z/0
§ con z=lz|l=Vx’+)’
N 0=arg(z)=arctan %

x=zcos(0) e y=zsin(0)

~.

0 z cos(0)
=
O| u X

Formula di Eulero:
ze'’=z (cos(@)-I—jsin(@))

=Y
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Numeri complessi

Le operazioni fondamentali

e Somma:
23221+22:(x1+jY1) <x2+]J’2) (x "'xz)""](yl"‘J’z) X3+ J ys

®* Moltiplicazione:
Z3=22,= (%, + jy ) (%, j o) = (%, %=y, )+ j (X, y,t ¥, %))
Z,=Z,Z,=z,(cos0,+ jsin0,)z,(cos0,+ jsin0,)=
=zlzz[cos(6 +0,)+ jsin(0,+0,)]
23221'22221€] z,e’ =z z,€’ s
Zy=2,2,=2,10,-2,10,=2,2,/(0,+0,)

® Divisione:

:Zl (x +JJ’1)
Z, (x2+JJ’2)

X1 X, T V1V,
2, .2
X5t Y5

o Xo V1= X1 ),
J 2, .2
X5+ Y5
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Numeri complessi

Le operazioni fondamentali

Z, z.(cos0,+ jsin0O z _
Z,=—= i 1 J 1)= 1[008(91—62)—|—jsm(91—62)]
Z, z,(cos0,+jsin0,) z,
: 0,
L _zie Zy je-ey
Z3_Z' = jez_
2 Z,e 2
z, z,/10, z
f=2=Bnh_01 (g, 0,
Z, 2,10, "z,
®* Potenza:

Z'=zz-..z=(x+jy)(x+jy)...(x+jy) (nvolte)

1
m b -+ . n/ . o o o .
= ptml iy Sz M= 7"
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Numeri complessi

Le operazioni fondamentali

Z”=[Z(cose—l—jsin9)]”=z”(cos€)—|—jsin9)"=z” cos(n0)+ jsin(n 9)}
n__ jo\m __ n jno \ J
Z —(ze = Zm€ '
2"=(z10['=z"((n0) Formula di De Moivre
® Radice:

n ; . " 0+2k . [04+2k
Vz=Yz(cos0+ jsin0)="z|cos 2 L + jsin . L

. 6+2kn)
Ve=Nze®=ze ' " k=0,1.2..(n—1)

L . 0+2k

z=¥z10=\z/|—— “
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Numeri complessi

Le operazioni fondamentali

® Complesso coniugato:
z=x+jy z*=x—jy=A(cos®— jsin®)=Ade ’=A4[—0
® Alcune espressioni notevoli:

e ’/"=1/+180°=—

® Radice m-esima dell'unita positiva: x"—1=0
. . — 70
oc,lnzcos(%)—]sm Ty they

al(=1),al,62,.. alm"

m

b
m

(radice primitiva)

(sono una stella a somma nulla)

® |'operatore di rotazione a (radice cubica dell'unita):
a’=e =1 @l=e=1/-120° e&l=e =1/-240°
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Numeri complessi

Le operazioni fondamentali

®* Sianodati Z,=(5,5) Z,=(3,-7) Z,=(-2,6) Z,=(—4,-3)
calcolare z,-7Z, Z,-Z.+Z7Z, Z,Z, Z,|1Z, Z,J]Z, Z,Z,
e rappresentare graficamente i risultati ottenuti.

e Sianodati Z,=3+;3 Z,=7—-j4 Z,=-34+j5 Z,=—6—j5
convertire in numeri complessi assegnati in forma
trigonometrica, polare ed esponenziale.

T

® Siano dati Z'1=6e_]3 Z°2=5[% Z3=4(cos%—jsin%) Z4=—3ej6
convertire in forma cartesiana i numeri complessi assegnati e

rappresentarli graficamente.
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Numeri complessi
La soluzione di un sistema lineare a coefficienti
complessi mediante I'equivalente sistema reale

®* Sistema a coefficienti complessi di ordine n:

(R([AD+)STADHR X))+ SUX])}={R([B])+j I([B])]

- - - _—y
~~

ER([A]) —S([A]) : ER([X]) - SR([B]) Si perviene al sistema reale
S(A) w(A) Jls(x]] |s(s)] | AHXI=E]
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Numeri complessi

La soluzione di un sistema lineare a coefficienti
complessi mediante I'equivalente sistema reale

® Soluzione del sistema equivalente reale di ordine 2n:

(A]l[X]=[B] = [X]=[A]"[B]

—— —— —— —— — ——
2nx2n 2nx1 2nx 1 2nx 1 2nx2n 2nx1
] 1
Xl
X2 [ n [ n
3 Xl Xn+1
[X]: Xn = XZ —|—J n+2|=—
2nx1 n+l .
Xn+2 IXHI ] in ]

che e la soluzione cercata
=i
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Numeri complessi
La soluzione di un sistema lineare a coefficienti
complessi mediante I'equivalente sistema reale

®* Esempio numerico

 [o+j10 01-j3.0 2.0+j20]|X,| [2.0+]0.1]
[A][X]=[B] [0.1+j2.0 2.0+j3.0 2.0—jl1.0[-|X,|=|1.0—]0.3
axn oaxd axt 03410 3.0+j3.0 3.0-j0.2| [X.| [03-j02

3x3 3x1

X,| [1.0+j1.0 0.1-j3.0 20+2.0|"[2.0+]1.0] [ 0.071-j0.796
X, [=[0.1432.0 2.0+j3.0 2.0—1.0| -|1.0—j0.3|=|-0.162+j0.213
X,| [03+j1.0 3.0+j3.0 3.0-j0.2] [03-j0.2] | 0.206—j0.048

—

31 3x3 3x1 3x1
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Numeri complessi

La soluzione di un sistema lineare a coefficienti
complessi mediante I'equivalente sistema reale

1.0 01 20 :-1.0 3.0 -20
0.1 20 20 :-20 -30 1.0

A= RIAD i=S(ADI 03 30 30 i-10 -30 02
— |3([A]) : ®R([A])] |10 =30 20 ;10 Ol 20
= : — 120 30 -10:01 20 20

= 1.0 3.0 —-02:03 30 3.0
2.0 - o !

6x6
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Numeri complessi

La soluzione di un sistema lineare a coefficienti
complessi mediante I'equivalente sistema reale

[ -
0.071
—0.162 | >

! 0.206
[ X]=[A]"[B]= <

6x1 6x6 6x1

J \

0.213 |——>
—0.048
6x1
0.071 | [-0.796] |[ 0.071-j0.796 |
—0.162|*+]| 0.213 |7|-0.162+j0.213|=[X]
0206 | |—0.048) || 0.206—70.048 | i
3x1 2 TR 3x1 -~
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Grandezze sinusoidali

... nei sistemi elettrici di potenza

Molti problemi di pratico interes-
se ingegneristico sono caratte-
rizzati da forzanti e/o risposte
che idealmente tendono ad an-
damenti di tipo sinusoidale, ov-
vero possono essere ricondotti
alla somma di componenti sinu-

soidali. (oscilloscopio Fluke 199c)
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Grandezze sinusoidali

... nelle trasmissioni a radiofrequenza

20 Hz-20 kHz

940 |(||Z 1600 |(||Z
U’ U U \/ U U

Modulante

.- '- \ 1’\
u' '\.’ \.’ vV \N\j
Segnale

Porta.nte

Banda 10 kHz - 106 canalf~'="*"

SEGNALE

SEGNALE

AN DI

MODULATO

MODULANTE MODULATORE W
AMPIEZZA

la - 440 Hz

SEGNALE
PORTANTE

RAI 1-1107 kHz

Uno dei sistemi impiegati per la
trasmissione delle informazioni
utilizzando un segnale a
radiofrequenza é la modulazione di
ampiezza AM (i.e., amplitude
modulation) che consiste nel
modulare I'ampiezza del segnale
radio che si intende utilizzare per la
trasmissione (detto portante) in
maniera proporzionale all'ampiezza
del segnale che si intende
trasmettere (detto modulante) e
che contiene l'informazione.
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Grandezze sinusoidali

Le principali definizioni

® Grandezze periodiche gt T

g(t)=g(t+nT)
con 7T (periodo) s A~ | /\ e aeasaEa /;
n=172,..i—1,i,i+1,... / \/ \ /¢t

® Grandezze alternate gt T
Sono grandezze periodiche che
soddisfano alla condizione N N
go=L T g0 N S
m T 0
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Grandezze sinusoidali

Le principali definizioni

® |Le grandezze sinusoidali | &} T
sono grandezze periodiche /
ed alternate esprimibili me- G,
diante funzioni del tipo NNy hes
- seno g(t)=G,, sin(wt)
-coseno  g(#)=G, cos(wt)
Fra seno e coseno sussiste la
relazione Ampiezza G,
1
sin (w ¢)=cos %—wt Frequenza f:? Hz
. _ ) _
ricordando la cos(—x)=cos(x) |Pulsazione w=— rads
si ha sin (w¢)=cos wt—g w=2mf rads
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Grandezze sinusoidali

Le principali definizioni

g(t)=Gsin(wt+ax) o g(t)zGMcos(wt+0(—%)=GMcos(wt+6)

T

fFase istantanea (w7+a) rad
| | EEE

Fase iniziale ‘x rad
con |x|<Tr

d =ax—— rad
X ra

con [§|<Tr
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Grandezze sinusoidali

Le principali definizioni

® Valore efficace G:= \/ fg —~0.707G,,

ﬁ
Con l'espressione “tensione alternata di 230 V’ ci si riferisce

al valore efficace di una tensione, tipicamente sinusoidale, di
ampiezza (o valore massimo) pari a 325 V.

T
1
e Valore medio Gm=?f g(t)dt=0 (grandezze alternate)
0

~0.636 G,,

3 2G
| lg(2)de===~
0

T
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Grandezze sinusoidali
Le grandezze sinusoidali isofrequenziali

—a(t)=V24sin(w,t+x) — b(z)=v2 Bsin(w,t+p)

w,=w,=w—1,=1,=T
===/
Le grandezza hanno
la stessa frequenza:
sono isofrequenaziali.

La posizione reciproca fra le grandezze a(t) e b(t)
rimane invariata nel tempo ed & detta sfasamento.
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Grandezze sinusoidali
Le grandezze sinusoidali isofrequenziali

—a(t)=V2Adsin(wi+a) — b(t)=V2Bsin(wi+B)

Sfasamento
p=(wi+x)—(wi+p)=x—p
se />0 a(t)inant. su b(t)

@ <0 a(z) inrit. su b(¢)

p= O—a{ﬁ—rrrfaseﬁ1 b(t)

p==x1 al(t)eb(t) W opp. di fase

(p:+g a(t) in]ed inant. su b(¢)
T . 1

p="7 a(t)inled inrit. su b(¢)
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Grandezze sinusoidali

Le operazioni fondamentali

® Somma fra due grandezze sinusoidali a(t) e b(t)
c(t)=a(t)+b()=V2 Asin(wi+x)+V2 Bsin(w +p)=

=v2 A(cos(a)sin(w¢)+sin(ex)cos(wi))+
V2 B(cos(B)sin(w)+sin (B)cos(wt))=
=/2(Acos(x)+Bcos(B))sin(wz)+
V2 (Asin(x)+Bsin(B))cos(ws)=
=2 Ccos(y)sin(w?)+vV2Csin(y)cos(wt)=
=2 Csin(wi+Yy)

avendo posto

Ccos(y)=A4cos(x)+Bcos(B)
Csin(y)=Asin(x)+ Bsin(p)
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Grandezze sinusoidali

Le operazioni fondamentali

® Prodotto di una grandezze sinusoidale a(f) per uno scalare k
c(t)=k a(t)=k V2 Asin(wt+x)=vV2Csin(wi+a) con C=k 4
® Prodotto di due grandezze sinusoidali a(t) e b(t)

c(t)=a(t)-b(t)=V2 Asin(wi+x)V2Bsin(wi+B)=
=2ABsin(wi+a)sin(wi+p)=

=2AB%[cos(u)t—|—(x—wt—B)—cos(mt+0(+wt+B)}=

—AB[COS(O( B)— cos(2wt—|—(x—|—|3)]=

= ABcos(p)—ABcos(2wt+2p+@)=

= ABcos(p)—ABcos(2wi+2B)cosp+
+ ABsin(2wi+2B)sinp=

= ABcos ()| 1—cos(2wt+2B)|+ ABsin gsin (2w+2p)
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Grandezze sinusoidali

Le operazioni fondamentali

® Derivata di una grandezze sinusoidale a(t)

()= a(1)=<-[V2 sin w1+ )| =2 (e A)cos (w1 + )=

=@(mA)sin(wt+o<+%)=ﬁCsiﬂ(w”Y)

con C=w4d ¢ y=0(+%

® Integrale di una grandezza sinusoidale a(t)

c(t)=f a(t)a’tzf \/EAsin(u)t-l—(x)dt=—\/§£cos(wt+(x)+c:

=—\/Eésin((ot—l—(x—l—g)+c=\/§Csin(wt—l—y)—l—c
(60)

con. C=2_ ¢ yzo(—E —sin(mt+o<+£)=sin(wt+cx—£)
w J/ 2 2
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Fasori

Un nuovo ente matematico: il fasore

® Le operazioni fra grandezze sinusoidali isofrequenziali, pur
non presentando particolari problemi di carattere concettuale,
possono risultare particolarmente onerose.

®* Per ovviare a queste possibili difficolta, si pud associare in
modo biunivoco a suddette sinusoidi un ente matematico di
diversa natura, ovvero una quantita complessa detta fasore,
ed eseguire con questo nuovo ente matematico operazioni
corrispondenti a quelle sulle sinusoidi ma operativamente piu
semplici; dai risultati di queste operazioni si potra poi risalire
ai risultati reali fra le grandezze sinusoidali attraverso la
corrispondenza biunivoca inizialmente stabilita.
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Fasori

Dalle grandezze isofrequenziali ai fasori

—a(t)=v2 Asin(wt+)
|—>A,b§,(x
— b(¢)=V2 Bsin(w#+p)

| \7 L 5,X,8

Formula di Eulero:
ze!’=z (cos(9)+jsin(9))

3[ze'']=3]z (cos(@)—l—jsin(e))] = J[ze’’]=z sin(0)

a(t)z@Asin(mt#—oc):S[\/EA(cos(wH—oc)—l—jsin((nH—oc)”:
ZS[\/EAQJ((DHOL)} @S[Aejaejm}:\/zsuejm] con A=Ae’°

a(t)=+2 Asin(wt+a)=v2 3| Ae’”| ponendo A(¢)=Ae’"" < fasore
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Fasori

Le principali definizioni

®* Sul piano di Gauss-Argand, i fasori di
grandezze isofrequenziali ruotano in
verso antiorario con la stessa velocita
angolare o (= costante) mantenendo
invariata la loro posizione reciproca
— a(t)=V2A4sin(wt+x)=V23[4e']
— b(t)=V2Bsin(wt+B)=V2I[Be’*]

®* Convenendo di rappresentare sul tale .
piano solo grandezze isofrequenziali Fissati O ed @
con pulsazione , le quantita 4 e B l'angolo compreso
contengono tutte e sole le informazioni fra i due fasori e lo
necessarie ad individuare univoca- Sfasamento ¢ di
mente le sinusoidi, i.e. (4,a) € (B,p). cui 4 anticipa 5 .
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Fasori

Le principali definizioni

®* La corrispondenza biunivoca stabilita con la formula di Eulero
a(t)=V2 Asin(wi+o)=vV23[de’"™]=V2TF[4e’] A=Ae’"
consente di interpretare le sinusoidi come le proiezioni sull’
asse 3 dei fasori (i.e. vettori rotanti) nel piano complesso.

°* Laquantita 4 associata ad una sinusoide & l'istantanea del
fasore (i.e. del vettore rotante) corrispondente all'istante ¢ = 0.
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Fasori

Le principali definizioni

®* Pertanto grandezze sinusoidali isofrequenziali (i.e., aventi
stessa frequenza ovvero stessa pulsazione) possono essere
poste in corrispondenza biunivoca con fasori la cui
componente di rotazione ( ¢/’ ) pud essere omessa essendo
comune a tutte le grandezze sinusoidali coinvolte.

® | fasori diventano pertanto dei semplici humeri complessi
(invarianti nel tempo, ovvero calcolati all'istante di tempo ¢ =
0) rappresentativi di grandezze sinusoidali.

a(t)z\/EAsin((x)t—l—oc)—n?l(t):Aejaejmz;le><—>;1(0)=Aem=;4
® Il modulo del fasore € uguale al valore efficace della grandez-
za sinusoidali (i.e. |4|=4 ), mentre I'argomento e uguale alla
sua fase iniziale (i.e. arg(A4)=w ) per ogni assegnata frequen-
za (ovvero pulsazione).
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Fasori

Le principali definizioni

* |l termine fasore ¢ stato introdotto per sottolineare che la sua
posizione angolare rappresenta una posizione nel tempo e
non nello spazio (come per |I'ente geometrico vettore).

® Trasformata ed antitrasformata di Steinmetz

— Trasformata
a(t)=A=Ala=Ae’"= (cosu+jsin(x)=Ax+jAy
b(t)=>B=B[B=Be’" =B(cosB+ jsinB|=B,+,B,
— Antitrasformata
A=V23[Ae’ " =V23[de’ e =23 [/ V)=
=v2Asin(wt+o)=al(t)
B=V23[Be’'|=V23[Be’f /)= fJ[B mer gl
=2 Bsin(wt+B)=b(¢)
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Fasori

Le operazioni fondamentali

®* Trasformazioni:

a(t)=\2 Asin(wt) > A=Ae’’=4

~ B . .
b(t)=B,,sin(wr+p) zB=:%em=Bem

& Y u .
c¢(t)=V2Ccos(wt+y)=2Csin wt—l—y—l—% »C=C&" =jCe’?
d(t)zDMcos(oot)zx/E%sin wt+% 2D:%e12:jD
e(t)=V2 Esin(wt+px+e) o F— o Bt

. | Bt -
F()=V2F e cos(wi+Bx+d) S EoFet et 2l
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Fasori

Le operazioni fondamentali

® Somma algebrica:
a(t)=v2 Asin(wi+a)
b(¢)=+2 Bsin(wz+B)
c(t)=a(t)£b(t)=V2 3| A’ |x\V23|Be’|=\23|(A£B) ']
quindi posto A=A4e’*=4.+jA, e B=Be'*=B +jB,
C=A+B=(4,+jA,)*(B,+jB,)=(4,+B,)+j(4,+B,)=
=C +jC,=Ce’?

c(t)=a(t)xb(t)="? (cfr pag. 27)

con C= Ci+Ci e y=arctan|—

X

c(t)=a(t)xb(t)=V23I[Ce’*"|=V23[Ce’ "™ ]=V2Csin(wi+y)
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Fasori

Le operazioni fondamentali

Esempio numerico

&
-

a(t)=+23sin(3147—1/6)
b(t)=v25cos(314¢+1/6) B
c(t)=al(t)—b(t)

A=3e ©=2.598— j1.500
e |
B=5¢ ¢ *'=—2.500+ 4330
C=A4-B
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Fasori

Le operazioni fondamentali

C=4—B=(2.598— j1.500)—(—2.500+ j4.330)=
=5.098— j5.830

essendo C=15.098>+5.830%=7.745

—5.830
5.098

y =arctan )=—0.852 rad

=7.745¢ /O

c(t)=a(t)—b(1)=23|C e’ |=123|7.745 /1)) =
=27.745sin(3141+0.852)
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Fasori

Le operazioni fondamentali

fasamenti

»——2.618rad
.=10.328 rad
pe=12.946 rad

66 0

Y

f[s]

a() inrit. b1
a(t) in ant. c(1)
b(t) in ant. c(1)

—
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Fasori

Le operazioni fondamentali

® Prodotto di una grandezze sinusoidale a(t) per uno scalare k
a(t)=v2 Asin(wi+x) c(t)=ka(t)=V2k Asin(wt+a)
A=Ae’" C=kA=kAe’*=Ce’”” con C=kAd ¢ y=«

c(t)=ka(t)=V23[Ce’'|=V23[Ce’""™]=V2Csin(wi+7y)

JA T

C
10
~ ; a(t) /
0015 001 0,00, o 0,008 0,01 0,01 0,02 0,025 0,03 0.0

35 ¢ [s]

M 2
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Fasori

Le operazioni fondamentali

® Derivata di una grandezze sinusoidale a(t)

a(t)=V2Asin(wi+a) = \/ES[}IejW]

4
(t)zia( )=v2w Acos(wt+x)=v2w 4 sin(mt—l—u—l—%)

1T

\/7\5[(0/18 “e 2

J wt+(x+

*@S[w/le =\53{jw;1ejwt]

< a(t)=V2 L3[4/ =123 jwde™] -

a(t)zA,dia(t)zj(o;l,\/Ei[jw;lejw}za'(t) %@]w( we
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Fasori

Le operazioni fondamentali

® Integrale di una grandezze sinusoidale a(f)
a( )=+/2 Asin (w ¢+ )

fa Jdt=—+2 icos(wz‘—l—(x)z\/Eﬁsin(oot—l—(x—i) -
W W 2
wWt+ox—— T ] i
— 23 iZ‘l—ej ) —e wg 72 giwt =23 _J Gl
W W ?
fa(t)=\/§f (A’ | dt=\2 3| — A&’
](o
a()= 1, [ altydi=—t , Ja5|2esp(r), [ oL :iefz)
J W Jw jw| w
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Fasori

Le operazioni fondamentali

e Derivata di a(t) ®* Integrale di a(t)
()=, Galt)=jw 1=A. faa=-o
A 3
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Fasori

Le operazioni fondamentali

e Derivata di a(t) ®* Integrale di a(t)
a(t)=+2 Asin(wt+x) a(t)=+2 Asin(wt+x)
a'(t)=v2w Asin Wi+t b(t)=\/§£sin Wi+ -
2 W 2
a'(t) by

B \
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Fasori

Le operazioni fondamentali

® Si puod concludere che tutte le operazioni di somma algebrica,
prodotto per uno scalare, derivazione od integrazione di
grandezze sinusoidali isofrequenziali posso essere
agevolmente eseguite mediante la seguente procedura:

1) determinare, tramite la trasformata di Steinmetz, | fasori
rappresentativi delle grandezze sinusoidali isofrequenzial
coinvolte;

2) applicare l'algebra dei numeri complessi a suddetti
fasori per ottenere la soluzione dell'operazione richiesta;

3) antitrasformare la soluzione fasoriale ottenuta per
determinare la grandezza sinusoidale isofrequenziale
corrispondente.
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Fasori

Le operazioni fondamentali

a(t)xb(t) A,B C=A=B=(4,£B)+j(4,+jB,)=C +jC,=Ce”

C
con C=\C.+C’ e y=arctan Z})

X

\/7Csm(wt—|—y)

a%ﬂ(t) 1~4 E:]mIZ:] Aef —w A ](0(+Tl'/2)
b(t)=\/53[~e””]:\/§£8m (Dt-I—O(—I—E
W
fa<f)dt A E:.LZ:_ ﬁeﬂxzﬁej(u =)
JWw W 0
b<t>=\/_2_3[l§ejwt]:\/§£5in (Dt-l—(x—g
W
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Fasori

Le operazioni fondamentali

®* | fasori presentano vantaggi addizionali, in quanto godono di
ulteriori specifiche proprieta che non hanno corrispondenza
nel campo delle grandezze sinusoidali isofrequenziali:

— rapporto fra due fasori A(¢t)=Ae’* ¢ B(t)=Be’""
/:1(;): ‘Elejimzézée”“_ﬁ)zce”:(? Tion é un fasore
B(t) Be’* B B € un complesso
— prodotto di un fasore A(¢)=Ae’*’ per il complesso coniu-
gato di un altro fasore B(¢)'=(Be’| =B’

—B e—jwt
A(t)-B(t)=Ae’"B

*

e ’"=4-B'=A4e¢’*Be /P=4ABe* F=
=ABe®=ABcosp+ jABsinp=P

anche in questo caso il risultato non e un fasore bensi

un numero complesso.
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Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

® Supponiamo che il legame causa-effetto in un sistema fisico
sia descritto dalla seguente equazione integro-differenziale

di(t)
dt

e con R, L e C costanti numeriche positive. Si chiede di
determinare la risposta i(¢).

e()=Ri(t)+L +%fi(t)dt con  e(t)=v2 Usin

TT
wWt+—
6

Derivando rispetto al tempo, si ottiene I'equazione differenzia-
le non omogenea del 2° ordine ed a coefficienti costanti

LCi''(t)+RCi ’(t)+i(t)=\/§wCEcos(oot+%
la cui soluzione pud essere ottenuta con le usuali tecniche ed
imponendo, come soluzione particolare, i (¢)=v2 I'sin[wz+p).
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Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

La soluzione dell'equazione, in termini di i(f), non € banale,
ma lo puo diventare impiegando il metodo simbolico basato
sull'introduzione dei fasori rappresentativi delle grandezze
sinusoidali.

Infatti, poiché abbiamo dimostrato che la somma, il prodotto
per uno scalare, la derivazione e l'integrazione di grandezze
sinusoidali sono ancora grandezze sinusoidali fra loro
isofrequenziali, allora, se la e(f) € una forzante di tipo
sinusoidale, sara sinusoidale e ad essa isofrequenziale
anche la risposta i(f). Possiamo quindi introdurre i fasori
rappresentativi di tali grandezze, e cioé

e(t)=+2 Esin E=Ee® ed i(t)=I (incognito)

l‘-l—Tr
(D —
6
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Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

L'equazione integro-differenziale assegnata
di(t) 1 ¢.
i sz(t)dt

e(t)=Ri(t)+L

diventa

gy e e o Ll g g wi— 777
C jw

R+
J wC

dove Z & un numero complesso cosi definito

1 2
wL__)
wC

o

Z=R+j =
w

=7Ze’®  con Zz\/Rer

UoL—L

wC
R

(p =arctan

ELETTROTECNICA - Principi ed applicazioni di Ingegneria Elettrica Pagina 51 di 56
¥ Lezione 02: Numeri complessi, sinusoidi e fasori

\ &% A& Prof. Alberto Geri <alberto.geri@uniroma’.it> Roma, 01/10/14 @ 13.49.39



Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

~__l~2_ E = BN, i[5-9)
]_Z_Zef‘p_Ze e =—e
i(t)=V23(1 /=23 ge’(?‘p)ew ~2sin m+%—cp)

La soluzione dell'equazione integro-differenziale assegnata e
stata ricondotta alla soluzione di una semplice equazione al-
gebrica definita nel campo dei numeri complessi. Anti-trasfor-
mando il fasore, I, soluzione dell'equazione algebrica, si ot-
tiene la cercata soluzione, i(7), definita nel dominio del tempo.
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Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

j(%—m)

7=—€= E. =£e]ge_m=£e

/ 7% 7

(1) R
— " ———

. . ~| T Jjot| ~ E j(%—cp) Jjot
l(t)—\ﬁd[le }—\E\S Ze e @e(t) i Li

La soluzione dell'equazione integro-di Rjsposta in regime
stata ricondotta alla soluzione di una permanente sSinusoi-
gebrica definita nel campo dei numeri dale di un circuito
mando il fasore, I, soluzione dell'eqt R C serie. -
tiene la cercata soluzione, i(f), definita memuummmosas: vsrmJO.
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Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

®* Risolvere le seguenti espressioni utilizzando i fasori e
tracciare i corrispondenti diagrammi fasorial

u,(¢)=10cos(314¢)+5sin 314t—|—%
uz(f)z\/z7sin(628t)—5cos 628t—%)
uy (1)=+28 cos 314t—% +v210sin 314t+% —15sin 314t—%

®* Determinare la relazione di fase esistente fra le grandezze
sinusoidali isofrequenziali u () ed u.(¢) sopra calcolate.

® Calcolare e tracciare i diagrammi fasoriali delle derivate e
degli integrali delle grandezze u (¢), u,(¢), u,(¢) sopra calcolate.
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Fasori

Alcuni esempi ed esercizi

® Determinare il valore della grandezza u(f) sapendo che €
legata alla grandezza i(¢) dall'equazione differenziale

s di(t) - . s
” =u(t) con z(t)—\/§3.551n(314t—|—3)

e tracciare il diagramma fasoriale rappresentativo della
precedente equazione.

10i(¢)+10-10"

® Determinare il valore della grandezza i(f) sapendo che e
legata alla grandezza e(¢) dall'equazione integro-differenziale

e(1)=3i(1)+0005 T2 11000 [ #(1)dr con e(r)=v2 10¢os( 3141

e tracciare il diagramma fasoriale rappresentativo della
precedente equazione.
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Riepilogo

Numeri complessi, sinusoidi e fasori

® Sono stati richiamate le principali definizioni, le modalita di
rappresentazione e le operazioni fondamentali riguardanti i
numeri complessi.

® Sono state descritte ed esaminate le grandezze sinusoidali,
le loro proprieta e le principali operazioni, con particolare
riferimento alle grandezze sinusoidali isofrequenzialli.

°* E stato introdotto un nuovo ente matematico: il fasore. |
fasori sono dei numeri complessi messi in corrispondenza
biunivoca con sinusoidi isofrequenziali. Si € mostrato come,
utilizzando la trasformata e |'anti-trasformata di Steinmetz, le
operazioni che coinvolgono sinusoidi isofrequenziali possono
essere vantaggiosamente ricondotte ad operazioni fra numeri
complessi e rappresentate graficamente mediante fasori.
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