
Esame di Meccanica Quantistica, 25/01/2022

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1 vincolata a muoversi su una sfera con
Hamiltoniana

H0 =
!

~
�
J2
x

+ J2
y

�
,

dove J = L+ S è il momento angolare totale.

a) Si calcoli l’energia dei primi due livelli e la rispettiva degenerazione.

b) Si introduca una perturbazione

V =
✏!

~
�
J2
x

� J2
y

�
.

Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, si calcoli l’e↵etto della perturbazione sui
primi due livelli della Hamiltoniana H0. Si specifichino le nuove energie e degenerazioni.

c) Considerando solo H0 (ossia in assenza di perturbazione V ) si determinino gli stati | i tali che,
al tempo t0 = 0: i) una misura di energia dà sempre un valore corrispondente a quello dei primi
due livelli; ii) una misura di J

z

non fornisce mai valori negativi; iii) una misura di L2 dà sempre
un valore minore o uguale a 2~2; iv) la probabilità di misurare L2 = 0 è 1

3 ; v) la probabilità di
misurare S

z

= �~ è pari a 2
9 .

In una misura di L
z

sugli stati | i, quali valori si ottengono e con quale probabilità?

d) Sempre in assenza di perturbazione, si calcoli il ket evoluto al tempo t, | (t)i, ed il valore medio
h (t)|x

r

| (t)i.

Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 1/2 e massa m sono vincolate a muoversi in una
dimensione lungo l’asse x. L’Hamiltoniana è data da

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m

+
1

4
m!2 (x̂1 � x̂2)

2 +
2!

~ Ŝ1 · Ŝ2 + g!(Ŝ1z + Ŝ2z) (1)

con g � 0.

1. Si determinino autovalori e autofunzioni di Ĥ nel sistema di riferimento del centro di massa.

2. Si discuta la degenerazione dei livelli al variare del parametro g, per 0  g  1.

3. Si assuma ora g ⌧ 1. Si determini lo stato quantistico | i tale che: i) una misura dello spin di
singola particella lungo l’asse identificato dal versore n = 1p

2
(1, 1, 0) fornisce sempre per entrambe

le particelle il risultato +~/2; ii) una misura di energia fornisce con certezza E < 5
2~!.

4. Si stabilisca se | i è un autostato della Hamiltoniana e si calcoli h |Ĥ| i.

5. Sempre considerando lo stato | i, si determini la probabilità che una misura della componente
z dello spin di singola particella fornisca come risultato �~/2 per entrambe le particelle.

1























Esame di Meccanica Quantistica, 11/02/2022

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1 libera di muoversi in tre dimensioni,
soggetta alla Hamiltoniana

H =
p2

2m
+

1

2
m!2r2 + ↵zSz

con ↵ = Ama~b!c e A costante adimensionale.

a) Con l’analisi dimensionale si determinino gli esponenti a, b, c.

b) Assumendo 0 < |A|  1, si calcolino le energie e le degenerazioni dei primi quattro livelli della
Hamiltoniana.

c) Si determinino tutti gli stati | i tali che: (i) hanno energia pari a quella dello stato fondamentale;
(ii) vale h |z| i = 0. Si calcoli per tutti questi stati la dispersione �z, dove (�z)2 = h |z2| i �
h |z| i2.

d) Si consideri una perturbazione

V = Bme~f!g(x2 + y2)Sz

dove |B| ⌧ 1 è una costante adimensionale. Si calcolino i nuovi esponenti e, f , g, e l’e↵etto di
tale perturbazione sullo stato fondamentale di H, calcolando l’energia dei nuovi livelli e la loro
degenerazione.

Esercizio 2. Due particelle identiche non interagenti di massa m, spin 1/2 e carica elettrica nulla
sono confinate sulla superficie laterale di un cilindro di altezza L e raggio R, ossia, in coordinate
cilindriche (r,�, z), sulla superficie r = R, 0  �  2⇡ e 0  z  L. Si assuma R � L.

1) Si ricavi lo spettro dei livelli energetici. In particolare, per i primi due livelli, si discuta la
degenerazione e si scriva esplicitamente (in coordinate cilindriche) una base di autofunzioni per
ciascun livello.

2) Ad un certo istante viene acceso un campo magnetico uniforme diretto lungo l’asse x, B =
(B, 0, 0) in coordinate cartesiane. L’Hamiltoniana viene modificata in H = H0 + V , dove H0 è
l’Hamiltoniana in assenza di campo magnetico, V = �S ·B è l’interazione dovuta al momento di
dipolo magnetico delle particelle e S = S1 + S2 è lo spin totale del sistema. Si assuma 0 < �B <
~/(10mR2).

Si determini come i due livelli energetici considerati in precedenza vengono modificati, specifican-
done il nuovo grado di degenerazione.

3) Si determini lo stato | h tale che: i) una misura dell’energia (in presenza del campo magnetico,
ossia con Hamiltoniana H) fornisce un risultato pari all’energia del primo livello eccitato; ii) una
misura della componente del momento angolare totale lungo la direzione verticale, Lz = L1z +L2z

dà come risultato +~.

4) Si calcoli la probabilità che le due particelle nello stato | i si trovino entrambe nella metà della
superficie cilindrica con 0  �  ⇡. Quanto varrebbe la stessa probabilità se le due particelle
fossero distinguibili?

5) Al tempo t = 0 il campo magnetico viene istantaneamente ruotato di un angolo ✓ rispetto ad
un asse verticale, per cui per t > 0 il sistema evolve con Hamiltoniana H, avendo posto B =
(B cos ✓, B sin ✓, 0). Si calcoli lo stato | ti ottenuto al tempo t.
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Esame di Meccanica Quantistica, 27/04/2022

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m libera di muoversi in tre dimensioni, soggetta
alla Hamiltoniana dell’oscillatore armonico isotropo

H =
p2

2m
+

1

2
m!2r2.

La sua funzione d’onda normalizzata ha la forma

 (r, ✓,�) = af
a

(r) + bf
b

(r) sin ✓ei�,

dove f
a

(r) e f
b

(r) sono normalizzate secondo

Z 1

0
r2dr |f

a,b

|2 = 1.

a) Sapendo che una misura di H su  fornisce con certezza un risultato inferiore a 3~!, si scriva la
funzione d’onda  come combinazione lineare delle autofunzioni |n

x

n
y

n
z

i della Hamiltoniana ot-
tenute come prodotto di autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale:  

n

x

,n

y

,n

z

(x, y, z) =
 
n

x

(x) 
n

y

(y) 
n

z

(z), in rappresentazione di Schrödinger. Si determinino inoltre (a meno di una fase)
le funzioni f

a

(r) e f
b

(r).

b) Si determinino tutti gli stati  tali che una misura di L2 sulla particella dia 0 con probabilità
1/2. Si calcoli poi l’evoluto temporale  (t).

c) Si calcolino h (t)|x| (t)i, h (t)|y| (t)i, h (t)|z| (t)i, h (t)|L
x

| (t)i, h (t)|L
y

| (t)i e h (t)|L
z

| (t)i.

Esercizio 2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di Hamiltoniana Ĥ0 con massa
m e pulsazione !. Al tempo t = 0 lo stato del sistema è descritto dalla seguente funzione d’onda
normalizzata:

hx|↵i =  
↵

(x) = i
⇣m!
⇡~

⌘1/4
�p

2⇠ � i
�2

p
6

e�⇠

2
/2, ⇠ =

r
m!

~ x

Si determinino:

a) i valori che si possono ottenere facendo una misura dell’energia e le relative probabilità;

b) i valori medi degli operatori x̂, p̂ e dell’operatore parità ⇧̂ al variare del tempo.

Il sistema viene perturbato, aggiungendo alla Hamiltoniana il termine

�Ĥ = �

✓
p̂2

2m
+ 2m!2(x̂� x0)

2

◆
x0 =

r
~
m!

,

dove � è un parametro adimensionale tale che |�| ⌧ 1. Si calcolino:

c) gli autovalori della Hamiltoniana Ĥ = Ĥ0 + �Ĥ al primo ordine in �;

d) gli autovalori esatti di Ĥ per � > 0.

Autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale. L’autofunzione del livello n-esimo [E =
~!(n+ 1

2)] è

 
n

(x) =
1p
2nn!

⇣m!
⇡~

⌘1/4
e�⇠

2
/2H

n

(⇠) ⇠ =

r
m!

~ x

con H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 � 2, H3(x) = 8x3 � 12x, . . ..
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Esame di Meccanica Quantistica, 26/05/2022

Esercizio 1. Due particelle non identiche di spin 1/2 sono soggette alla Hamiltoniana

H =
!

~ (S · n)2 n =

 p
3

2
, 0,�1

2

!
.

dove S = S1 + S2 è lo spin totale.

a) Si determinino gli autovalori di H e la loro degenerazione.

b) Si determini una base formata da autovettori di H. Si scrivano gli elementi della base come
combinazioni lineari di autovettori di S2 ed Sz.

c) Al tempo t = 0 le due particelle si trovano nello stato | i = a|12i1|�
1
2i2 + a|�1

2i1|
1
2i2, dove a è

una costante di normalizzazione. Gli stati |szi1 e |szi2 sono rispettivamente autovettori di S1,z ed
S2,z.

Una misura di H su  , quali risultati dà e con quali probabilità?

d) Si calcoli l’evoluto temporale | (t)i; una misura di Sz al tempo t che risultati dà e con quali
probabilità?

Esercizio 2. Una particella di massa m e spin 1/2 è vincolata a muoversi nella regione R bidi-
mensionale �L/2  x  +L/2, �L/2  y  +L/2 del piano xy, nella quale è presente un campo
magnetico di modulo B diretto lungo l’asse z con verso positivo, perpendicolare al piano. La
Hamiltoniana è

H0 =
p2

2m
+ �B · S + V (x, y)

dove � è positivo ed S è lo spin della particella. Il potenziale V (x, y) è nullo nella regione R ed
infinito al di fuori di R.

a) Si calcolino gli autovalori di H come funzione di ↵ = �B e ! = ⇡2~/(2mL2). Si specifichi
l’energia e la degenerazione dei primi due livelli, al variare di ↵ e !.

b) Si supponga ↵� !. Si determini la correzione all’energia dei primi due livelli di H0 dovuta alla
perturbazione �H = ✏xy. Si calcoli la correzione al primo ordine perturbativo in ✏. Suggerimento:
si faccia uso di argomenti di simmetria.

c) Si considerino ora due particelle identiche (sempre di spin 1/2) ciascuna delle quali è soggetta
alla Hamiltoniana H0 (non vi è la perturbazione �H). Come ai punti precedenti, entrambe sono
vincolate a muoversi nella regione bidimensionale �L/2  x  +L/2, �L/2  y  +L/2 del
piano xy. Nel limite ↵ ⌧ !, si calcolino le energie dei primi quattro livelli energetici e la loro
degenerazione. Si specifichi una base di autofunzioni o autoket.

Integrali utili:

Im,n =

Z ⇡/2

�⇡/2
dx x cosmx sinnx.

Vale: I1,1 =
⇡
4 , I1,2 =

8
9 , I1,3 =

⇡
8 , I2,1 = �10

9 , I2,2 = �⇡
8 , I2,3 =

26
25 .
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Esame di Meccanica Quantistica, 28/06/2022

Esercizio 1. Una coppia di quark distinguibili, di spin 1/2, aventi la stessa massa m, interagiscono
con il seguente potenziale

V (r1, r2) = � A~c
|r1 � r2|

+ k |r1 � r2|

dove A e k sono parametri dati e c è la velocità della luce. Si risolva il problema nel sistema del
centro di massa delle due particelle.

1) Si calcolino i livelli energetici del sistema per k = 0. Per lo stato fondamentale ed il primo stato
eccitato si specifichino le degenerazioni.

2) Si calcolino i valori medi della distanza tra le due particelle, hElm| |r1 � r2| |Elmi, per tutti gli
autoket simultanei |Elmi di Ĥ, L̂2 e L̂

z

, limitatamente agli stati relativi ai primi due livelli. Anche
in questo caso si assuma k = 0.

Si assuma ora k > 0.

3) Si stabilisca se esistano autostati della Hamiltoniana appartenenti allo spettro continuo (stati di
scattering). La risposta verrà valutata solo se motivata in dettaglio.

4) Si determinino le dimensioni del parametro k (in unità di lunghezza, tempo e massa) e si calcolino
le correzioni agli autovalori dell’energia al primo ordine in k per i primi due livelli energetici. Si
discuta l’eventuale rimozione della degenerazione.

Si consideri ora la perturbazione

Vspin = � Ŝ1 · Ŝ2 �(r1 � r2)

dove � > 0, S1 ed S2 sono gli operatori di spin delle due particelle, e �(r) è la funzione � tridimen-
sionale (quindi

R
d3r �(r) = 1).

5) Si determinino le dimensioni del parametro � e, per k = 0, si calcolino le correzioni agli autovalori
dell’energia al primo ordine in � per i primi due livelli energetici. Si discuta l’eventuale rimozione
della degenerazione.

6) Si definisca J = L + S1 + S2, dove L è il momento angolare orbitale. Si consideri la sua
rappresentazione di Heisenberg J(t), definita con riferimento alla Hamiltoniana con potenziale
V + Vspin. Si stabilisca se J(t) sia costante nel tempo o meno. La risposta verrà valutata solo se
motivata in dettaglio.

7) Il modello è una buona rappresentazione per i quark charm, anti-charm. Si stimi (precisione 10%)
l’energia (in MeV) dello stato fondamentale e del primo stato eccitato e la distanza (in femtometri,
fm) tra le due particelle in tali stati nell’approssimazione k = 0, � = 0 (si utilizzino i risultati
ottenuti rispondendo alle domande 1 e 2). In questo caso A ⇡ 0.5, mc2 ⇡ 1500 MeV. Costante
utile: ~c ⇡ 200 MeV·fm.

Autofunzione radiali R
nl

(⇢) per il problema Coulombiano. Se ⇢ = r/r
B

(r
B

è il raggio di Bohr),
abbiamo:

R10 =
2

r
3/2
B

e�⇢ R20 =
1p
2

1

r
3/2
B

(1� ⇢/2)e�⇢/2 R21 =
1

2
p
6

1

r
3/2
B

⇢e�⇢/2 .

1



Le autofunzioni sono normalizzate, ossia soddisfano a:

Z 1

0
r2dr |R

nl

(⇢)|2 = 1

Integrale utile:

I
n

=

Z 1

0
dr rne�r = n!

Esercizio 2. Si consideri una particella di massa m e spin 1/2 libera di muoversi in tre dimensioni,
soggetta alla Hamiltoniana H = H1 +Hspin con

H1 =
p2

2m
+

1

2
m!2r2 Hspin =

a!

~ (S
x

S
z

� S
z

S
x

),

dove a è un numero complesso. Quali sono le limitazioni sui valori che a può assumere dovuti al
fatto che H è un’osservabile?

a) Si determini la fase della costante a in modo che |a| = 2 e che h12 |Hspin|12i > 0, dove gli stati
sono autovettori dell’operatore di spin S

y

con autovalore +~/2. Si calcoli l’energia dei primi tre
livelli di H e la rispettiva degenerazione.

b) Si consideri lo stato

| i = A

✓p
2
z

r0
�+ � ��

◆
e�r

2
/2r20 r0 =

p
~/m!

con S
z

�± = ±1
2~�±. Si determini A in modo che lo stato sia normalizzato. Se si e↵ettua una

misura di H1 su | i, quali valori si ottengono e con quale probabilità?

c) Al tempo t = 0 viene fatta una misura di J2 ed una misura di J
z

(J = S +L) su | i ottenendo
rispettivamente 3

4~
2 e 1

2~. Si calcoli lo stato normalizzato | 1i ottenuto dopo la misura. Se si e↵ettua
una misura di Hspin sullo stato | 1i, quali valori si possono ottenere e con quale probabilità?

d) Si calcoli l’evoluto | 1ti. Se viene fatta una misura di J
z

su | 1ti quali valori si ottengono e con
quale probabilità?

Autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale:

 
n

(x) =
⇣m!
~⇡

⌘1/4 1p
2nn!

H
n

(⇠)e�⇠

2
/2 ⇠ = x/r0,

con
H0(⇠) = 1, H1(⇠) = 2⇠, H2(⇠) = 4⇠2 � 2
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Esame di Meccanica Quantistica, 13/07/2022

Esercizio 1. Due particelle identiche di massa m e spin 1 sono vincolate a muoversi in una
dimensione. Sono soggette ad una interazione spaziale con energia potenziale V (x1 � x2), dove
V (x) = 0 per �L/2 < x < L/2 e V (x) = 1 per |x| > L/2. Le particelle, inoltre, interagiscono tra
loro mediante un’interazione di tipo spin-spin

Ĥspin =
3

4
⇡2~↵m�L�

S1 · S2,

dove ↵,� e � sono parametri reali. Si studi il problema nel sistema di riferimento del centro di
massa.

a) Si scriva la Hamiltoniana H0 nel sistema di riferimento del centro di massa e si utilizzi l’analisi
dimensionale per determinare gli esponenti ↵,� e �.

b) Si determini l’energia dei primi 4 livelli indicandone la degenerazione e una base di autofunzioni.

c) Si consideri la perturbazione Ĥ
x

= ✏(Ŝ2
1z + Ŝ2

2z) con ✏ > 0. Si determinino le dimensioni del
parametro ✏ (in unità di massa, lunghezza e tempo) e si calcoli la correzione al primo ordine in ✏
ai prime due livelli energetici. Si discuta l’eventuale rimozione della degenerazione.

d) Sia S = S1 + S2 lo spin totale e p l’impulso coniugato alla posizione relativa. Si determinino
tutti gli stati | i che hanno le seguenti proprietà: (i) una misura di Ŝ

y

fornisce con certezza 0; (ii)
una misura di Ŝ

z

fornisce con certezza 0; (iii) una misura di H0 fornisce con certezza un valore

minore di 10 ⇡

2~2
mL

2 ; (iv) si abbia h |p2| i = 3⇡

2~2
L

2 . Si calcoli la probabilità che la distanza tra le due
particelle nello stato | i sia inferiore ad L/4.

e) Gli stati quantistici determinati al punto d) sono autostati simultanei di Ŝ
y

e Ŝ
z

. Si spieghi come
ciò sia consistente con le regole di commutazione tra Ŝ

y

e Ŝ
z

(si calcoli il commutatore tra i due
operatori). Si argomenti in dettaglio la risposta.

Integrali utili:

I
mn

=

Z
⇡/4

�⇡/4
dx cosmx cosnx

Vale: I11 = (2 + ⇡)/4, I12 = 2
p
2/3, I13 = 1/2, I22 = ⇡/4, I23 = 2

p
2/5, I33 = (3⇡ � 2)/12.

Esercizio 2. Una particella di massa m è vincolata a muoversi sulla superficie di una sfera di
raggio R con Hamiltoniana H0 = L2/(2mR2), dove L2 è il modulo quadro del momento angolare.

a) Si determinino i livelli energetici, se ne discuta la degenerazione e si identifichi una base di
autoket di H0.

b) Si consideri la riflessione rispetto ad un piano orizzontale passante per l’origine della sfera,
definita da (x, y, z) ! (x, y,�z). Si scriva la trasformazione in coordinate sferiche (r, ✓,�). Si faccia
lo stesso per la parità (x, y, z) ! (�x,�y,�z). Sia R l’operatore che implementa la riflessione,
definito da R (x, y, z) =  (x, y,�z), e sia ⇧ l’operatore che implementa la parità. Si calcolino i
commutatori [H0,R] e [H0,⇧].

c) Si determinino tutti gli stati quantistici | i che soddisfano le seguenti condizioni: (i) una misura
dell’energia fornisce con certezza un risultato minore di 5~2/(2mR2); (ii) sotto parità ⇧| i = �| i;

1



(iii) una riflessione R lascia invariato lo stato: R| i = | i; (iv) la probabilità che una misura di
L
z

fornisca il risultato ~ è pari a 1/2.

d) Si calcoli h |L2
x

| i per gli stati determinati al punto c).

e) Utilizzando argomenti di simmetria, si calcoli h |L
x

| i. Si determini più in generale h |L2n+1
x

| i
per ogni intero non negativo n.

f) Si consideri una perturbazione�H = ↵ (1+cos2 ✓), con ↵⌧ ~2/(2mR2). Si considerino i commu-
tatori [�H,L

x

], [�H,L
y

], [�H,L
z

]. Con argomenti di simmetria, si specifichi quali commutatori
sono nulli.

g) Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in ↵, si determinino le correzioni ai
primi due livelli energetici. Si discuta l’eventuale rimozione della degenerazione.

2



























Esame di Meccanica Quantistica, 13/09/2022

Esercizio 1. Si consideri un sistema a tre livelli. Gli stati |1i, |2i, |3i sono una base ortonormale.

a) La Hamiltoniana H0 del sistema ha tre autovalori distinti E1 < E2 < E3. Si indichino con |E1i,
|E2i, |E3i i corrispondenti autostati normalizzati. Si determinino le tre energie E1, E2, E3 sapendo
che: (i) gli autostati |E2i ed |E3i sono dati da

|E2i =
r

2

3
|1i+ ip

3
|3i |E3i = |2i;

(ii) si ha h1|H0|1i = 5
3~!, h2|H0|2i = 3~!, h3|H0|3i = 4

3~!.

b) Si consideri ora la Hamiltoniana H = H0 + ✏~!V . Nella base |1i, |2i, |3i l’interazione V ha la
seguente rappresentazione matriciale:

V =

0

@
0 i 0
a1 0 1
a2 a3 0

1

A

Si determinino le costanti a1, a2, a3. Si determini, al primo ordine perturbativo in ✏, lo stato
fondamentale della Hamiltoniana H (lo si scriva come combinazione lineare dei vettori di base |1i,
|2i, |3i) e la corrispondente energia.

Si consideri ora un sistema formato da due particelle identiche di spin 1/2 descritto dalla Hamilto-
niana

H
tot

= (4� S2/~2)(H0,1 +H0,2),

dove S = S1 + S2 è lo spin totale e H0,1 ed H0,2 rappresentano la Hamiltoniana H0 relativa,
rispettivamente, alla particella 1 e 2. Indichiamo con |1i1, |2i1, |3i1 gli stati relativi alla particella
1 e con |1i2, |2i2, |3i2 quelli relativi alla particella 2. Le Hamiltoniane H0,1 e H0,2 non dipendono
dagli operatori di spin.

c) Si calcolino le energie e la degenerazione dello stato fondamentale e del primo stato ecci-
tato. Si determinino i corrispondenti autostati: li si scriva come combinazioni lineari degli stati
|E

i

i1|Ej

i2|S, Sz

i, i, j = 1, 2, 3. Gli stati |E
i

i1 e |E
i

i2 sono rispettivamente gli autostati di H0,1 ed
H0,2 e gli stati di spin |S, S

z

i sono autovettori di S2 ed S
z

.

d) Si determinino le energie di tutti gli autostati di H
tot

che sono anche autostati di S2 con
autovalore 2~2. Si scrivano gli autostati come combinazioni lineari degli stati |E

i

i1|Ej

i2|S, Sz

i,
i, j = 1, 2, 3.

e) Si consideri lo stato

| i = 1p
2
(|1i1|2i2 � |2i1|1i2) |S, Sz

= 0i

Si specifichi il valore di S nella precedente espressione. In una misura di H
tot

su | i quali valori si
possono ottenere e con quale probabilità?

1



Esercizio 2. Una particella di spin 1/2 e massa m è vincolata a muoversi su una sfera di raggio
R. Al tempo t = 0 lo stato della particella è descritto dallo spinore

| i0 = N

 
� sin ✓ cos'

1p
3
+ cos ✓

!
(1)

dove N è una costante di normalizzazione.

La dinamica del sistema è governata dalla Hamiltoniana

Ĥ =
L̂2

2mR2
+ !

⇣
L̂
z

+ 2Ŝ
z

⌘
(2)

dove ! è un parametro reale positivo.

1. Determinare al tempo t = 0 i possibili risultati di una misura di L̂
z

, L̂2, Ŝ
z

, Ŝ2, Ĵ
z

, e Ĵ2

e le relative probabilità. Gli operatori L̂
i

, Ŝ
i

e Ĵ
i

si riferiscono rispettivamente al momento
angolare orbitale, di spin e totale della particella.

2. Determinare lo stato del sistema al tempo t > 0 e stabilire quali dei risultati al punto prece-
dente valgono ad ogni tempo motivandone la risposta.

3. Determinare i punti sulla sfera con la minore densità di probabilità di trovare la particella
all’istante iniziale.

4. Determinare al variare del parametro � ⌘ 2mR

2
!

~ l’energia dello stato fondamentale di Ĥ.
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Esame di Meccanica Quantistica, 24/11/2022

Esercizio 1. Si consideri un sistema a 4 livelli e sia B = {|1i, |2i, |3i, |4i} una base ortonormale.
Nella base B, la Hamiltoniana Ĥ del sistema e una osservabile P̂ sono rappresentate dalle seguenti
matrici

Ĥ=̇~!

0

BB@

1 1 a13 0
a21 1 0 a24
0 a32 0 �2i
a41 0 a43 0

1

CCA P̂=̇

0

BB@

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 �1 0
0 0 0 �1 + k

1

CCA (1)

dove i termini a
ij

e k sono numeri complessi.

a) Determinare i valori dei termini a
ij

.

b) Determinare k in maniera tale che esista una base di autoket simultanei di Ĥ e P̂.

c) Assumendo il valore di k trovato al punto precedente, determinare gli autovalori di Ĥ e P̂ e una
base di autoket simultanei.

d) Si consideri l’operatore V̂ , il quale nella base B è rappresentato da

V̂ =̇~!

0

BB@

0 0 0 0
0 3 i 0
0 �i 3 0
0 0 0 0

1

CCA (2)

Si determinino gli autovalori dell’operatore Ĥ + �V̂ al primo ordine perturbativo nel parametro �.
Si discuta l’eventuale rimozione della degenerazione dello spettro.

e) Si ripeta il calcolo precedente considerando V̂ = ~!P̂. Si usi il valore di k trovato al punto b).

Esercizio 2. Una particella di spin 1/2 e massa m è soggetta alla Hamiltoniana

H0 =
p2

2m
� ↵

r

con ↵ > 0. Lo stato della particella è descritto dallo spinore normalizzato

| i0 =
✓

f1(r) cos ✓
f2(r) sin ✓ sin'

◆
(3)

dove f1(r) ed f2(r) sono funzioni da determinare.

a) Si determinino tutti gli stati | i0 tali che: i) l’energia E dello stato è sempre inferiore a E
f

/5,
dove E

f

è l’energia dello stato fondamentale di H0; ii) la probabilità di misurare L
z

= ~ su | i0 è 1
3 .

Per tali stati si specifichino le funzioni f1(r) ed f2(r) (si richieda che lo spinore sia normalizzato).

b) Si determinino i possibili risultati di una misura sugli stati | i0 di L̂
z

, L̂2, Ŝ
z

, Ŝ2, Ĵ
z

, e Ĵ2 e
le relative probabilità. Gli operatori L̂

i

, Ŝ
i

e Ĵ
i

si riferiscono rispettivamente al momento angolare
orbitale, di spin e totale della particella.

1



c) Il sistema evolve con Hamiltoniana

H = H0 +
a

~2L
2
x

Si stabilisca, senza e↵ettuare calcoli espliciti, quali dei risultati ottenuti al punto b) valgono sicu-
ramente ad ogni tempo, motivandone la risposta.

d) Si calcoli lo stato | i
t

al tempo t. In una misura di H su | i
t

quali valori si possono ottenere e
con quale probabilità? Si esprimano le energie in termini di E

f

ed a.

e) Si calcoli il valor medio
t

h |r| i
t

.

Autofunzione radiali R
nl

(⇢) per il problema Coulombiano. Se ⇢ = r/r
B

(r
B

è il raggio di Bohr),
abbiamo:

R10 =
2

r
3/2
B

e�⇢ R20 =
1p
2

1

r
3/2
B

(1� ⇢/2)e�⇢/2 R21 =
1

2
p
6

1

r
3/2
B

⇢e�⇢/2 .

Le autofunzioni sono normalizzate, ossia soddisfano a:

Z 1

0
r2dr |R

nl

(⇢)|2 = 1

Integrale utile: Z 1

0
dr rne�r = n!
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