Esame di Meccanica Quantistica, 25/01/2022

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1 vincolata a muoversi su una sfera con
Hamiltoniana

_ Y2, g2
Ho_g(JerJy),
dove J = L + S ¢ il momento angolare totale.
a) Si calcoli 'energia dei primi due livelli e la rispettiva degenerazione.

b) Si introduca una perturbazione
€w

h
Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo ordine, si calcoli I'effetto della perturbazione sui
primi due livelli della Hamiltoniana Hy. Si specifichino le nuove energie e degenerazioni.

v (J2—J2).

c¢) Considerando solo Hy (ossia in assenza di perturbazione V') si determinino gli stati |¢) tali che,
al tempo tp = 0: i) una misura di energia da sempre un valore corrispondente a quello dei primi
due livelli; ii) una misura di J, non fornisce mai valori negativi; iii) una misura di L? da sempre
un valore minore o uguale a 2h?; iv) la probabilitd di misurare L? = 0 & %; v) la probabilita di
misurare S, = —h ¢ pari a %.

In una misura di L, sugli stati |¢), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

d) Sempre in assenza di perturbazione, si calcoli il ket evoluto al tempo ¢, |¢(¢)), ed il valore medio

(WOIT1(0))-

Esercizio 2. Due particelle identiche di spin 1/2 e massa m sono vincolate a muoversi in una
dimensione lungo ’asse x. L’Hamiltoniana ¢ data da
2 9
2 P Py 1 2 (4 A \2
H=—+"=+-mw (21— 2
o T 5 T g (@1 - 32)" +

2w

3 Sl . SQ + gw(glz + SQZ) (1)

con g > 0.
1. Si determinino autovalori e autofunzioni di H nel sistema di riferimento del centro di massa.
2. Si discuta la degenerazione dei livelli al variare del parametro g, per 0 < g < 1.

3. Si assuma ora g < 1. Si determini lo stato quantistico |¢)) tale che: i) una misura dello spin di
singola particella lungo 1’asse identificato dal versore n = %(1, 1,0) fornisce sempre per entrambe

le particelle il risultato +7/2; i) una misura di energia fornisce con certezza E < 3hw.
4. Si stabilisca se [¢) & un autostato della Hamiltoniana e si calcoli (1| H|t)).

5. Sempre considerando lo stato [¢), si determini la probabilita che una misura della componente
z dello spin di singola particella fornisca come risultato —h/2 per entrambe le particelle.
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Esame di Meccanica Quantistica, 11/02/2022

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1 libera di muoversi in tre dimensioni,
soggetta alla Hamiltoniana
21
H=2 + —mw?r? + azS,
2m = 2

con o = Am®hPw® e A costante adimensionale.
a) Con l'analisi dimensionale si determinino gli esponenti a, b, c.

b) Assumendo 0 < |A| < 1, si calcolino le energie e le degenerazioni dei primi quattro livelli della
Hamiltoniana.

¢) Si determinino tutti gli stati [¢) tali che: (i) hanno energia pari a quella dello stato fondamentale;
(i) vale (1|z[y)) = 0. Si calcoli per tutti questi stati la dispersione Az, dove (Az)? = (¥|22|y) —

(Pll)?.

d) Si consideri una perturbazione
V = Bmfh/ w9 (x? + 4?)S.

dove |B| < 1 & una costante adimensionale. Si calcolino i nuovi esponenti e, f, g, e Ueffetto di
tale perturbazione sullo stato fondamentale di H, calcolando I’energia dei nuovi livelli e la loro
degenerazione.

Esercizio 2. Due particelle identiche non interagenti di massa m, spin 1/2 e carica elettrica nulla
sono confinate sulla superficie laterale di un cilindro di altezza L e raggio R, ossia, in coordinate
cilindriche (r, ¢, z), sulla superficie r = R, 0 < ¢ < 2w e 0 < z < L. Si assuma R > L.

1) Si ricavi lo spettro dei livelli energetici. In particolare, per i primi due livelli, si discuta la
degenerazione e si scriva esplicitamente (in coordinate cilindriche) una base di autofunzioni per
ciascun livello.

2) Ad un certo istante viene acceso un campo magnetico uniforme diretto lungo l'asse z, B =
(B,0,0) in coordinate cartesiane. L’Hamiltoniana viene modificata in H = Hy + V, dove Hy ¢
I’Hamiltoniana in assenza di campo magnetico, V = «S - B & 'interazione dovuta al momento di
dipolo magnetico delle particelle e S = S + S5 ¢ lo spin totale del sistema. Si assuma 0 < vB <
h/(10 mR?).

Si determini come i due livelli energetici considerati in precedenza vengono modificati, specifican-
done il nuovo grado di degenerazione.

3) Si determini lo stato |¢( tale che: i) una misura dell’energia (in presenza del campo magnetico,
ossia con Hamiltoniana H) fornisce un risultato pari all’energia del primo livello eccitato; ii) una
misura della componente del momento angolare totale lungo la direzione verticale, L, = L1, + Lo,
da come risultato +h.

4) Si calcoli la probabilita che le due particelle nello stato [¢) si trovino entrambe nella meta della
superficie cilindrica con 0 < ¢ < w. Quanto varrebbe la stessa probabilita se le due particelle
fossero distinguibili?

5) Al tempo t = 0 il campo magnetico viene istantaneamente ruotato di un angolo 6 rispetto ad
un asse verticale, per cui per t > 0 il sistema evolve con Hamiltoniana H, avendo posto B =
(Bcos#,Bsinf,0). Si calcoli lo stato i) ottenuto al tempo .



Cseraro 4 @
a) Analom dimewsionale (2) (S5) -
(€] = [w® (5] [w]S [LI[4]  [#1=(eTIlHLT ]
- L -7 <
[MLZ-EZJ:W“} CHLT ™' T 77 05[]
() [ 4= a=<bt —> a=-b=7

(L) | 2=2bt2+q{ —> b=-4
(T) b __,5_.3_,(‘/ . LN C:/{vé}r—*g/a;

A= et A S l@ 2
' S [imnCs
OKZS = A {7!0\) /‘“‘3 Spin =R/ —
= | 4 gii\\i{/ Q&Ammmowaﬁ §% ‘/ n
bk Cposijone

A enengin adimensionabiPolg
(b)
Palo  che [Hisz) =0 c&ychiono Mk«?\‘(m)&om &
delle foomn  YEI[S>  con  Sle>=hs]S> [sot0.1
H\Q)lg>: (—?Ej—-c— gmwm+]‘:5dg>\,vgi4>
Quin i '([/(i’") /}oo@dmga & [H‘P [s>= EW S>‘R
(‘P--{— -_é—mu\r+ O(‘ks"Z)q/' (ZKI/

C hele i un osallolore armorm
ﬁﬁ%@'{wo a }oumt% 22 @*’—v‘zw\aw Y\

= (00 Z@) dore

2;\( =Q ;% ?ﬂ-/: /)‘)76‘\}2\2@4— dks =CQ
0F Iyor; 7% . 4 |



Se  cambiamo @Z&Wm&ﬁ 45 odo da  auere <L ©

Cenho i oscllarone wlﬁﬁy;’% , Lez2-3
’ J
O%M&ﬂu‘ﬂﬂ@

N

H:‘-E\ + imw(x+y)+

om ¥ 2 L e (Rezy) v s (2e2)

e TR T

'CtQi"m;m,\ Kean T C&M(/G/NOMO”\)
A a3 . |
gmwz-%émw%«&JESdZO
i 7 g
Iz, « hsaz - MR ‘g /F’
3
- g@sﬂm.m,m :gﬂs%

Qo mols
H ’-E‘«-Am@u (7&4)}—&-2) ’Fwﬁ

5’?%%@ S=%4
E= ’k@ (Mx—!—myf M%‘f‘g)—— %JAI
S‘:»%O =0

. 3
E= Hco (ﬂx‘f”'y*’”f =

STRTO  fonD -
S=t 4 Neshyshyso gta%’_i;u-faé@;,g deﬁsz

1 ecc

=3
Szo h)<=h\/:”2‘30 E“gkw

I ecc-
' t
S=%4 (ﬂxmy,hé):&@ﬁ'g{) E=2hco- ‘j”'“ﬂ deg =37226
(©,01)



] : (4,0,0)
=0 jﬂ;( Ny m:&)_: (O‘] Iy O} €= Efk 3 Gj =3
7 7) (O Ol &,) 2 “ %
)

Lo ‘Shj}« fOMGimmeqi”o i’)a dt%e%rq%w 2 . T due
él@ufr\ hainno S=1) e mm;_g/imno%,,,o a dune osa”a%

G minime o}msiak 14 (0,0)_,451%):(0,0)5’%)
- A
e A

De{tm"am@ Ie }Q{Mf}\;@w /_é”:’"\\_&f
/e 77 G ¢ ¢ ¢
| $= 45 loooy = (f’—-‘f @wp( DX (2ey Z))
T

L 24
Moo\ 2 [220Pns n )
wk) oxp (- gi (2ot (& 2

) f O % \ ; -+ *
!S:~(>Fa o oo -(»m o/ aMP( z (9;1y (2 i‘o)))

S=-1
Nob amoe che
<s=4]|zls= 4> = <s=4i2+2@i5=4>
. WN 2o T H= R

=3l

<91 [ 25221 = Csan( | Z]52m1> ¢ 267 S o
) F

, - :
<s=112s=1% = ¢s=| Z%[s=1> <22, <s=12Z]s=1> + &
T v

4 7 C
2 mad
4 g ) F
N AR (if,q)_.
AVIN 2 7*N



lo skl coumderabs < @

> =al s~4>.4i4> S pls=-1va -1
§’va |

Izl > =l <l ¢s=alzls=a% 1>

< i‘@(%‘-ﬂf\smi{z[s*=-;>rl'~fi>

‘ | - Pt ¥ wm@tiv:
+0<%% <A {Sg.,-_”'zlss~t>ri-4>} P ?*}'ag

20 et ol S‘Pﬁ;/\

= laf’ Y\<as=:§g_|s >+ (i gs =t s

< o) Ayt '{%‘(’Y‘)‘ 4 (lat)~ (ée)

R nda
1 :
lo(i @ﬂ: 4 o v mads Yre Fue e - I»s):f:
Quanc
A = arbihana

o
v A e i _____.8 [ S=-i -4
(‘\1/7‘2 F{5=4>F(/1>+ /z | S '>ri >

Z

12 P> (a1 <S=A12] 5= [Iéenrm;‘:w':f:SH ]
<

T none null F »
g - ‘ /) i N 5
4 i@i‘ 25any [ B S=m1>,  (Horkgenatl deR
‘ e W”QGUSF"

# (3 A)s ()5
2(~+A? =

A%-(J' )%

ti

i
I &

-



&) &

?‘CJ‘L 6&%0‘0\%? . . %W%\L /‘F ? N fbbb f?mcwerﬂ/
Corn  Alavaliza = ddmerinonnle @(DFW_Q/ o },Wé olare che

\ V= Bhoo (Ex g))f{; $x ‘X\/Euw EV’\/E/%@
e  dameur onal menke  conretin
@Mmd/\w

Ve DA moo {2 Ss

V~ Brc Fa (x=y’) P

=B T%‘E (v S, — <= f==1 g=2

Nelic direlone K ej A Ar oso«”a?rm,;
he  oscillany odlevno Al emg,me, c7wmoa°
<sxz H%is+;> oo

-1 xdl

S== | iy ig- * '>

?mw

@M 1 cha 74: ,%evmn)‘w; ci?{cé@mﬂ@ N 74 ?u”q ,Ecwe Sono

elmento A ma e

<i~faif‘:<s=ivi\/15=i/i>¥li”‘> /el spr
2 % ?G-I’T <
B2 ) (=)

2mny QWJME

= + Bhco
I %Q/V”W’HLV\ howv d"""‘é“”ﬁa@/\ OIS nu”;
“6}0\\ G?@@@Q ~Fwn9-5(/; da %‘h

< A i;szel\/ismi?pw =0
</“i\§~<ygz"§IV)S=i>y\i /{> =0

fP?/t /QIOYLQJOM -



Qunn oda

[ Phw o
/- )
C YN

I@ Love i ) %{fa@ir(} st e /&U‘E/&

. Db B2 R + BHW
2 2 . |
oy SUM |
T H+V an che

= PQM'U\ }\QUH‘UN@ A Hambijjomv@nﬁ
rmodo  enarto 1 noland 2

GQ,MO@ o

wm

connn——

H"L* 4mw(y+y+ﬂ)*aﬁ52+sgmw (x"’y)
2m

\ / [os.{:\ Tlatore won fM,?C\MZ;&

:’:El( + %mwi(/i-FQBS)%L“' 523&3(/(-1-2?33)/

2m
o n );u <G ot

¢ gc/\Fa"Ort )

Py }_i maat(fi*g'%s)fjc [ = cy(H+2Bs)

2w | Ny
~oseallatore con )w['goghone \j

¢ 4 i_L ] .
2 me . AR S2 |
% ¥ > I’Y)C«)Z ~+ { . i)umio ,,, -—AS &
@{\Ju\v-;cyb Fﬁ{/
ﬁ (ny+ ) ’L“C\) ¢
o= E= _i"\w(’{‘(“zﬁ) (5’) +V1 rl) oo (1

520 e = %O\B(h%”f“hjﬂ'b? 2)
S=~| €= Fod (4 - Qﬁ) (”x””y“’o*%@(”g a)



Z¢ercio ﬁ} ®

4) T2 Aukma ha M e b a u'—-&hcﬁ,m“c@\ CLa hetnn i Hor s o

dn coorda nate abindinche € (’P’Eﬁr UMA Fmrbﬁc@“«}
ACA N AL

2mR* Pt 2 2%

I iom%iﬁma < /}%fa@r&%ﬁ%@“ 1€ Pméif{/ﬂa L Cf) o Spes

de alle F)&rl&o@/&u e Cerchi, Qiue,@@o s 2

a Ciue@@ A Anp bucea oo QM/M“Q:),% L.

@WWO’{A tz 1 . ‘ (
‘ | " " N:d... R0
= Th', h M

g oo, .

PM T 2m pt 2m R? Mz-060,... t

@7 UcCe ) (cerchus )

Yo @i 9)o A €77 2 g, T2 Ly ke
L\/Y\M g ‘/E]:'f N St 7 Lz\"/hﬂ ki-)}’!M

Nel inide R>1L A due Livedi }mx} bary Sono

H\i/:'-—

N=1 M=o Cao~ 2, It

n=1 M=z - .
C/l,ib 2m Lt 2mR Y

Spetvo per  due  parkeelle (parke sparale )
T cuwe Aveldis P;:\ 5762.323: A0 N0
Fa(g_ A4 h\ﬂls 2 , '
Qﬂ«‘=4 HzO) '{,”1’3 M=0) \F,(.O(E”'?«)%{@(EUQF&)

Lot
E_= EitCuo =% %

?d -4 P:W'}‘ -2 ’
(M‘~=—4 H:‘iﬂ) (Mil H:O) \‘(/’lg'«t](%l'\Pg)Li//{O(gz,icPa)

(n=1 M=0) (h=1 H =) Vo (R, )W, 24 (04)

¢
E:EO+E<1=_£E§_€ 5
4 1 1t m L szl



- : &
Coghvunamo Lo ?um’}—uow MMM'&MCL‘-& e anla 1 mrme - &
che F*Mf Accnn leio ‘?P/t A T° veddo ecer FdGo

{gjq'i'{ (2“25,\{74,&(96) ':4
A - ) ’ 2y
= % ( kij’“ii(%“(fi)\é),{@(%?ﬂ\ré)" ‘\P/l'('}(%“\fyfl)&{/'f.ti( 4 ‘PL?)

’\%Sii/!(zuzzi‘?’ \?a) )
\éj/f,d:.f (2:";?4)@%0{%“\((,)* \k(wo (2, f 704)&?/{,2}(82){(95)

g
e,

{
£ s
Per X“ﬁ %H’»«ci‘m‘o A Pauts ollen awo <L ’Kg/u*em

O%%h@

StatTo Pouw I %. éégﬁi
‘i’m(%m%)ﬁﬂm(%,\ﬁa)i o o> .
[eXa} P~ vl %]
Scombi Fu
I ecaubbe
%mwjﬁ TN 3 skl
q)a,w; |4 S>> g skak dgg»em., &
¢3:‘4 EO o > /(Siﬂ"b E,!

. €é’?®t§zc§.
b, N 1 sla ke
\i’spg | o o

2‘) Lo Nosovt, An e e ne 0.3/%0&, ~oto /yug/?x Sfmﬁd’
S=4. Se [ 1 S >y Aono ?i_ aunlosials o
gf&; SX ’ A rueovo /agoexéhzo e  dalo da



)

STRTO  FPoud  E=Eo

Yro (20 @) Q{’/r@(%z;\f%)l@ o >

X

T 2ecababe E = S tb’%
%,, 1 -1, e o
Ya-1 (4 -1 K

T 2calls E= €y
Yai |4 O
K?a% | 4 O.>‘*
%’5’1 [ o @3* dﬁ& ¢
Ys- 1 © 0>r

M ecakds E =&yt hyb
Fa) 144>,
Vo-i [ 14 >x d}eg - 2

3)

Lo skt &

Qaancs L= Liz*Le2
<1 Blys -

Ziﬁgﬁ

ey
S—

\\:gtyg

Bideobe e
d%%m&?‘o\w e

~—,
o
i,

= 2+4+2

i\i)>’~‘(0(\i/q,, “ Pipgoq) 4 ~ 1>

(ﬁﬁa“nmm@o {;moﬁo“ﬂ Scaldare /}%“o S’PH;})

40X <ol By 1) Bl (2 140>+ ploanr?)

O ra

O

° " - “4 c N Y
Q”@Z*LQ}_M ¢ai4> = \it} ( szz &‘P/[;i)/g %40(2') - L4%,/%ﬁ (4) (#{if (Z)

Ve “%2%0(2’) bt Loa s )

S

- \/’% ((img%ii(,{)q/m(z)a (ik)“[/,,o(U‘{“/!ii(z))



:ii‘g\g/q,ii >

. | | oo 2
Qin o <-\{>-tLZ£\p>>=7%(lozi~!;?:5)z
La normali FreFuon Ampone ot |4 (gl =4

{ o) | Bi's 4 ol | = 1
(- 181°) =% (BI=©

Qoo A Iy > = z\i/a,>,4“4>x

- ‘i ¢ ) ]
DQ‘F\ V;\@mo .!? (%):‘: l/i:\r/}»u/) 7,1;—2. [f 0{2 _F(%) -~ /f otiea i’?uimw
©

| Ly A x4y
by e (Zip)= &) = &

Y10 (zﬂf’): 1[(%) \E—;

Aoy 4 2F0p,
to = (o0 g2 < gl -
- a4 ¢ 4 e
{(24)% f@z)@@ )

-1 4 f(zq)ﬁ(za) CB“W% _ 6’“&)
277

Vo
@ulwo’b L T "L ’ﬂ' ) /\f\_i/ﬁ
Prob .= j‘cﬁzjjd\ﬁ j?(jé%z jdyﬁé(&ym) x(z{-/{f4"—4>x
C o < Q 5 -
3t . 2 r , o g
. 1 j (2) | d2 do, |d, le'te
=TT d2, 1(z Jdc (2 J N g &)
X (am* o ’.F ) A L€ 2) o ’ 2

g/-—-Y\) N ——
=1 =1



7
dp, (e =)V g™

= ( 2R ‘8&(\?,~\&)“ €~,¢xﬁ1 éi\pa)

=2 9. 4" A 7 A, " ) oS0 .
= PZT[ \(\J:d\p’e 7}[6”%2{6 n-‘rCOm’P’;'e “’V}O

1
8"1 g,n L °mf Wja

m
- A de .
T &nt i f
o <

)

—-—

—_— (é’%t(cg;)(»zl) -+ C@m?pi@,gso C‘C’V‘W\jmj@)

4 4 4 A _ 4

(2??“ 2?7‘)”4 e

il
4
_ 4
4
Ie C&'ec;afeo dellc ?N(}C«lﬂb&lox\nom dL\f?emC/Q« oicz{ia
Mkngm{%t{#\ /'(V)C&\SJ‘\%C?M(@/{&!C? delle %ar—lﬂ'ce/llc;
St noh P'@/bt\) ez ,@de’,@i—mawﬁﬂ-&jﬁ: h‘f éwca
e rasbo {Omr/{axﬂﬁemlo\;a el aftfn;,v.'m (> .

| A a A
?&\(V\”Cﬂ@@@ Géi/)fnm&u«\(m& ; [« Jx;arLe ’Dlac\ih le

[ & b Yt Per o
ololo. e Gombrratone ol hrana Y

Per
reble



-~ N 12
5. ?OL olu@/alg dovnonds b }gmr.ie/ oggu%c«(t <

%rmleu”mwl"b . I{ )D"m(‘s?emg\ Oou/a—lsjfe h»ee
VWSO‘U'\/‘%\'\‘&, /20 gi@\i@ [/{ - ,I>X 'i'; revimm 1 3
delie wJ&jcﬁwwém' Ad° S, osma wascmvere

4= 1> = a EEP S bido> o vcl4-1> 2

> = \Ya > =1
: ~aHGt~E .
l\Pt>= 84 /‘#‘)\l/>
" _Vtlg
_aH,t t( , A -1 ‘
= (6 ¢/ l\}/m>> < |4 >X

/F\ /1

| -  fe L homt, &
Yai -e\ AN\ Cm%%nwm N H\s Ccadz’fn;”; +2%£L}

aunds gt Motk e"cga'&’li? |da) >
Nay a)

ai

- ~ A s,(\/‘(: ‘
e St /h [y > € /% [4-17

’fQ)a—Q, -e/@\!/l’vlmaic/ﬂjf/

@ww&

Vtls . >
th>2 ?%J < (a | 4 4>S»2 « bl O>S-,;: Ci/( 4>S"i4)

= 4o, > [a SUBE Ly a> a+ bIAO7s g

< BE
_(Cé‘li ,/{‘/{>S'%?t]
Gusnci L preblema o Giduce ol cafecbo

a,b,c.



MeToDO 4

44
>>(,4 )2 2 >><

y .
Fm‘a—;»w«e iz g/f;m% delle
> 2 %vﬁc/&, Fo«rhce/(/a e

A

INYEN

|4~ 4> = - | 3- )
/

e Farbwiie,

;2*\'3{)‘0\ Wowo Ora 4

Ao ina delle am\roif‘\,\ 0 A

fP’E’/z {G "ﬂoai’l ”P/é
LA ¢ - <B-1S1v 0 e
SVLZEO“ :ﬁ( s ' ):—é(z )
2 2 &59+s$m@ o 2 e o
Hu\o{:\a\n'}wom}
cuJoval +4§
E(O é't?})(éi\ %(a“
2 ei@ O b) ”5 /o/)
-8
& = - g R S
b=a V=(Q,8ia /\/’zl@hfﬁfﬂf’l
€iga = & ) l
- , 1B a
\/;(v—’_’;)g @.
E>
aunkova L _k
2
H2 )-8
SRR b>:~§(’°‘)
- 18
- - i @
{Egb" V= (@;‘e a i\/liimﬁ-imzi
i
€ CK’-"\I:) V- (_L éHQ /0(:)/_—_{:
&) |






R -1 . «#
S - a3
1 ~ (T
2
[y 7 -0 I
2a b/ = V2 e $lm@/2@3§cé€ SinG
@w,,,d’/{
i -1¥ 1 &
M“’i>)(2 - & Sin > [ 4 4>5%
L o
*VE"ZQ Sim@!4o>5‘;;\t
i@ LG
< X |4 -4 A
© COSZH Sk

HetoDO 2

é f@SMné{f@; h‘o!ee“m;?re (4nn  modo ciob“oo)%" W%
F=oe Xsy V=2

N?j Neovo /}t%"}emg\ (%,@,O) — [0/01//)

(aos@figw;&j o)_—-a (Sm@, 0, 6059)

wa;o(/\ ;hﬁ@ N0 Vo QISJXW’&M A ,CZSSI{ U LA INO

' . a
vgféﬁorﬁmi’/% 1 % _§>€ A 'j:e,hmfm de,g(« CUA,L’ V‘PJM{D)"
—_ A t —_ 'lj’"\ oS & <in @
S‘%: 56—(% :é:(&m@ ~cos

I

Ji



awdouad  + ‘I;(/z,

Tl =P )()-2 (1

Sint |
"1@/

: 's“(‘CoS@ ‘25‘3«4 2
C@S@a—rs}nm%g =4 o= Sint as= 2 sin & s,
SuBa~-cos®h = b

:"&On—ea
2
; 2
- , & R eyt lal - s ©
V= (alﬁj“"iaj v =(4+'1Lan:2— Q’:‘.;‘;‘:STE‘"/‘ [al Co’sa
Z
V: (005"‘ gim-)
E(GOSQ Siw@“) p ‘JT{Q
2\sind -cose {E>“ 72 Lk
605@0\ ~ g’m@’b = - O o
. A-co3 I T - I
Sin® a ~cos®hb = — b a:~“;;;t§‘b‘ Fan 3
= [ 1. & ' R 8
\/=(~ %’sz B) Lx/) | b 6032
-
V~( S\m2)6052)
Run ot
445 - (0,4) = a4 25 4 b[4-2> -
Z-5% (OM)“ },2 200 012 37%0
G,Q <iili‘i> (@ 1) - (COS».§|M~)
S5 2212 274
‘ 4414 -4 = ). Leon B w2 :COS.?
Be <3oi]dnn ) tnE i) g
i



che e: -éﬁLU{\/C&EeVst, ('a heao Ai I hdeicw:r/;m;az,
m -FGM d%& ‘Sku,,) Q oiue.“c; j’mm;lol st L

F/\Mm/o e haolo {:gutu? FASi vedere CAVERT allq -fl:’e)

. ‘ . v ‘ . ' v f e cﬁ.«
N% gf?‘”’\}vc /U“Cﬁz\; Na ’e S=1 ) V"@é@Q Z;*c'm d,%& cu/LLo S)e\j?

S;:  abbiomo

[0 V2 o 0 o ©
S+3'i7\(o 9] \/E> S_=*h (i/i o ©
O o O o Jz ©
L0 %2 o N 2 o
S = 5(\/’50 \/7) gy‘Z“ﬁO 2
© \/;_ O o"f’: o
#‘ O @.}9 o
N
nS:\F ‘6'9 O 67‘9
2 o 0
€ O



]
P 0 |
" oo L% 1 i@
i & ) - Ve (F< BB Fe B)
\Q(@ a =S Y ﬁ )
A4 @
=i o . 1],
S B Y )
P=7
=19 1
(2. 4L, =
(5, 50 2)
canloett. con aukwed. -F o 679
S S TN S
t(o é@ : X @N'@ﬁ=0 = O v
o 5'® _ 2
V2 e?g’ 0o & (?):O 8}9d+®‘gfy=0 2
& ; |
O < O ’ €39ﬁ20
v=(«,0,-€ ) <v v - 211 R
e 19 4= €% (scelln ax fase como™
VT’ i O —-— ;_e;..., E
QWV}J/\ Wa&‘a o ﬂ)ﬁé’ﬂ 2 Te
A e‘&) ( (4 ,i/)
- _ .4 € [ ;
=12 (2’ 2! 2 /QSO 2!
. . 5/\
nella  bane i ‘N
| L cli-A
~al A>T bl4 o7, | z.



i ~ {6
A= <44 14-1> < (i, LS (4,-2,2)
SA X 2 'z 2 /2" %zl
Joa48 4 4 -0
=— -2
4 - 244
4 \ 4 1 ¢ - - S’imag
= — S ___:,_.,{«(,()59)—
260@ > 2( 2.
b Z40ld-4> . (€% o e®)1 4 4
A = ' N m e
Vo Vo 2 fe 2
A 6-\9 4 48
= 2. _ 4"
22 ’2\!@
” 4 ~ B .
b,i .~4) < ~v€ :-'_1(’—940&
Vo 2 | V2
! ~i&
C= LA-4l4-1> [ & ~L, = (i,-i)i)
<1 X 2/ V) 2 /e’ vz
¢ ~1&
< 161 —(——14-46
4 2 4
e
- 4 < .:(,osl-~
»2-ezc>o$(9 >

A Fmr}ﬁ /@’L‘, {CV‘J'\ o—”—emv@sm@ /(:@ HWM l’m\ru/l‘()
?moec/i-em femente

CAVERT Sules Fpsi-

T rsulklb  offewuwh Oblﬁ@mwno ’Mr Jedle {;W
Querks AN Q\ﬁ,wx{jcm che Jate e E}/M ’/“OMO
arbihmne | me asba che  nes e colesth abbr o o

defcto 45 mod2 dverso g antoslah



VERIEBICH VANMO  ESPLici TeaNewTE LIEQUIVALENTA |

Nel smebodo 4 abbiowo defw-m’ib

] : @/
14> - ‘“7&(/_1 e 2
iﬁ 2 'S4 ';cie \/5) V_é_}
- (/(‘léiﬁ/zl)[;e,c@/?)
= =
& .y &/
!i~i’> . - é'gfz,(:!; _i):(ic"% _de 2}
2 27sh” =S— V3! «r vz ) =
[4-4 (4 -_f)
Py = 4 _4 = -
2 2>’Xb 12 2>S'ﬁ4)@;0 V’;?:/ 2

$h X Vo Ve
> 48 17 QL -1
- lﬁ-fi /Z"?' A /2’: _i(' /(/2~ /2/)
2 2 2,
tg\o’\g
2:5/ o
s <1~i)i-1> _(_1&7“_5'/‘)(__{ _ 1
sa 2 212 27 =’ = 2’ Vo
- A ig/g\(_ igi@/zv ()05-(9
2 2



Nel mehoo 2 offerremmo €D

‘ \ ‘ . ’ f{g _ A
4 ~1> < szgm > W% S [A o>, + cos 3 4=
M“@Q W&/Lz&o 3 &Hem‘avmc_s L 'ﬂifu% Con fam
dureore
Pee obthenere Ao shono 2uubide banla hd"e‘Fm\re,
- &
A

i
1 ..~(§,., e
| > = ~ =) 5



wncads KLe mahc @

Caleclo def punk 5.
rokdwne
UhEaHamo 'XQQ' % che Mo y]miq e o ae;a,@/r-m/t@)—?—
delle  volarewa

6/6@%/‘2%3 g"@%/t < Sk @3B 1 Sysab = S "

~X
@U@Ai’\ vely oz Qj venc %C{/ Cit«a,g/a—za/h /77 V%JQJ» :’Ami
I
OS itk &% o . -
€ = C = ( o eja@/c /;O:% < 0&63@”0“56’ j
1 ’Q’ ;
(éiﬁ/a O - o A )( e 2 o ) [ 9, )i 5 6,4‘9 /r}
o 8«}6’/@ ) (4 5 o éiG/L, =
-0 “
:jf 3 o /L) [eﬁ/z, o ).k o éle
2 &% o o 16/ 9 @i@ o )



44 ~40S 5 4 4
!2.2>S'°V\\ ,2 2>X
4 _ 8% |4 {4 _4
!ii?g,,m“ < i;z 2>><

In ciue/ﬁs)o Vhﬁj‘ocﬂs e\ ne ceSSaTos C(/-icoia)‘?/ b 8&

asloale, di Sy che Aono  nelle  bese g«z.:—

A
(44 o (4 4 e 2(i,<~)
12 2>><'(VE’\6) RN P

@



KLUiNTC MeToDo

Te  cobeslo bl Gocora o Yapidh 2c operiano
Do Scammbio di arm del L me Ao

v:,ﬁ/;'_&@S/ﬁi;f

! z<25) A IR RE
ABSy K |4 _ 4

g (AR 2

i
Bh
j
S
[N
=
=

& 5 (,Osg "s]mﬁ'/&
‘ﬂwsing/mzb Sin G Cost
3 T
@ 2
Cos = ~$‘|h§/ o
aﬂ— (’{;O)( < L)( :»-vSW\Z
§M—§ s Y, A
8 _gn B
= (0,1) 2
Sin 2 COS’Q 1
Lﬂf?: 7



Esame di Meccanica Quantistica, 27/04/2022

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m libera di muoversi in tre dimensioni, soggetta
alla Hamiltoniana dell’oscillatore armonico isotropo

2
1
H = —2pm + imw2r2.

La sua funzione d’onda normalizzata ha la forma
(1, 0,0) = afa(r) + bfy(r) sin e,

dove fo(r) e fp(r) sono normalizzate secondo

> 9 2
/ redr | fop” = 1.
0

a) Sapendo che una misura di H su 1 fornisce con certezza un risultato inferiore a 3hw, si scriva la
funzione d’onda 1) come combinazione lineare delle autofunzioni |n,nyn,) della Hamiltoniana ot-
tenute come prodotto di autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale: ¥, n,n. (%, ¥y, 2) =
U, (2)Yn, (Y)¥n. (2), in rappresentazione di Schrédinger. Si determinino inoltre (a meno di una fase)
le funzioni fo(r) e fu(r).

b) Si determinino tutti gli stati ¢ tali che una misura di L? sulla particella dia 0 con probabilita
1/2. Si calcoli poi I'evoluto temporale ().

¢) Si calcolino ((2)[x[4(2)), (Y (E)|yl(t)), (L(E)|2[(2)), ()| Lalo(£)), (D()|Lyle(2)) e ()| La] (1))

Esercizio 2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di Hamiltoniana Hy con massa
m e pulsazione w. Al tempo ¢ = 0 lo stato del sistema ¢ descritto dalla seguente funzione d’onda
normalizzata:

mw 1/4 (\/55—2)2 ey mw
E e

(wla) = Yal@) =i (27

Si determinino:
a) 1 valori che si possono ottenere facendo una misura dell’energia e le relative probabilita;
b) i valori medi degli operatori Z,p e dell’operatore parita II al variare del tempo.

Il sistema viene perturbato, aggiungendo alla Hamiltoniana il termine

. P2 h
0H =\ ( + 2mw? (i — {L‘o)2> ro =1/ —,
2m mw

dove A & un parametro adimensionale tale che |A| < 1. Si calcolino:
¢) gli autovalori della Hamiltoniana H = Hy+ 6H al primo ordine in A;
d) gli autovalori esatti di H per A > 0.

Autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale. L’autofunzione del livello n-esimo [E =

hw(n+ 3)] &
1 mw\ /4 e, _mw
Unle) = o () R 6= [T
con Ho(x) =1, Hy(z) = 2, Ho(x) = 42> — 2, H3(x) = 823 — 12z, .. ..
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Esame di Meccanica Quantistica, 26/05/2022

Esercizio 1. Due particelle non identiche di spin 1/2 sono soggette alla Hamiltoniana

w V3 1
H:ﬁ(S-n)2 n= (2,0,—2).

dove S = S7 + S5 ¢ lo spin totale.
a) Si determinino gli autovalori di H e la loro degenerazione.

b) Si determini una base formata da autovettori di H. Si scrivano gli elementi della base come
combinazioni lineari di autovettori di S? ed S,.

¢) Al tempo ¢ = 0 le due particelle si trovano nello stato |[)) = a|3)1|—3)2 + a|—3)1|3)2, dove a &
una costante di normalizzazione. Gli stati |s;); e |s;)2 sono rispettivamente autovettori di S; , ed
S92

Una misura di H su v, quali risultati da e con quali probabilita?

d) Si calcoli I'evoluto temporale [¢)(t)); una misura di S, al tempo ¢ che risultati da e con quali
probabilita?

Esercizio 2. Una particella di massa m e spin 1/2 ¢ vincolata a muoversi nella regione R bidi-
mensionale —L/2 <z < +L/2, —L/2 <y < +L/2 del piano xy, nella quale ¢ presente un campo
magnetico di modulo B diretto lungo 1’asse z con verso positivo, perpendicolare al piano. La

Hamiltoniana & )
Hy = 2 +vB-S+V(x,y)
2m

dove v ¢ positivo ed S ¢ lo spin della particella. Il potenziale V(z,y) ¢ nullo nella regione R ed
infinito al di fuori di R.

a) Si calcolino gli autovalori di H come funzione di @« = vB e w = 7w2h/(2mL?). Si specifichi
I’energia e la degenerazione dei primi due livelli, al variare di o e w.

b) Si supponga « > w. Si determini la correzione all’energia dei primi due livelli di Hy dovuta alla
perturbazione AH = exy. Si calcoli la correzione al primo ordine perturbativo in €. Suggerimento:
si faccia uso di argomenti di simmetria.

¢) Si considerino ora due particelle identiche (sempre di spin 1/2) ciascuna delle quali ¢ soggetta
alla Hamiltoniana Hy (non vi & la perturbazione AH). Come ai punti precedenti, entrambe sono
vincolate a muoversi nella regione bidimensionale —L/2 < x < +L/2, —L/2 < y < +L/2 del
piano zy. Nel limite o < w, si calcolino le energie dei primi quattro livelli energetici e la loro
degenerazione. Si specifichi una base di autofunzioni o autoket.

Integrali utili:
w/2
Im = / dx x cosmx sinnx.
—7/2

26

7 _ 10 _ _
Vale: Iy =7, i Ao ==, hao=—%, Ir3=35.
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Esame di Meccanica Quantistica, 28/06/2022

Esercizio 1. Una coppia di quark distinguibili, di spin 1/2, aventi la stessa massa m, interagiscono

con il seguente potenziale
Ahc

ey — 1o

V(I‘l,rg) = +l<:|r1 *I'2|

dove A e k sono parametri dati e ¢ e la velocita della luce. Si risolva il problema nel sistema del
centro di massa delle due particelle.

1) Si calcolino i livelli energetici del sistema per k = 0. Per lo stato fondamentale ed il primo stato
eccitato si specifichino le degenerazioni.

2) Si calcolino i valori medi della distanza tra le due particelle, (Elm| |r; — ro| |[Elm), per tutti gli
autoket simultanei |Elm) di H , L2 e L., limitatamente agli stati relativi ai primi due livelli. Anche
in questo caso si assuma k = 0.

Si assuma ora k > 0.

3) Si stabilisca se esistano autostati della Hamiltoniana appartenenti allo spettro continuo (stati di
scattering). La risposta verra valutata solo se motivata in dettaglio.

4) Si determinino le dimensioni del parametro & (in unita di lunghezza, tempo e massa) e si calcolino
le correzioni agli autovalori dell’energia al primo ordine in k per i primi due livelli energetici. Si
discuta ’eventuale rimozione della degenerazione.

Si consideri ora la perturbazione
Vipin = 81 - Sa6(r1 — 1a)

dove 8 > 0, S ed Sy sono gli operatori di spin delle due particelle, e §(r) & la funzione § tridimen-
sionale (quindi [ d®rd(r) = 1).

5) Si determinino le dimensioni del parametro 3 e, per k = 0, si calcolino le correzioni agli autovalori
dell’energia al primo ordine in 8 per i primi due livelli energetici. Si discuta I’eventuale rimozione
della degenerazione.

6) Si definisca J = L + S1 + Sy, dove L ¢ il momento angolare orbitale. Si consideri la sua
rappresentazione di Heisenberg J(t), definita con riferimento alla Hamiltoniana con potenziale
V' + Vipin. Si stabilisca se J(t) sia costante nel tempo o meno. La risposta verra valutata solo se
motivata in dettaglio.

7) Il modello & una buona rappresentazione per i quark charm, anti-charm. Si stimi (precisione 10%)
Penergia (in MeV) dello stato fondamentale e del primo stato eccitato e la distanza (in femtometri,
fm) tra le due particelle in tali stati nell’approssimazione k = 0, 5 = 0 (si utilizzino i risultati
ottenuti rispondendo alle domande 1 e 2). In questo caso A ~ 0.5, mc?> ~ 1500 MeV. Costante
utile: hc ~ 200 MeV-fm.

Autofunzione radiali R,,;(p) per il problema Coulombiano. Se p = r/rp (rp ¢ il raggio di Bohr),
abbiamo:

2 1 1 1 1
Rig=—ze?  Ru=-—=—5(1-p/2e??  Ry=———0pe?
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Le autofunzioni sono normalizzate, ossia soddisfano a:

/ v2dr [Ro(p)? = 1
0

Integrale utile:
o0
I, = / drre” " =n!
0

Esercizio 2. Si consideri una particella di massa m e spin 1/2 libera di muoversi in tre dimensioni,
soggetta alla Hamiltoniana H = Hy + Hgpin con

2
1 aw
H, = P + —mw?r? Hypin = T

om ) (Ssz - Ssz)a

dove a ¢ un numero complesso. Quali sono le limitazioni sui valori che a puo assumere dovuti al
fatto che H & un’osservabile?

a) Si determini la fase della costante a in modo che |a| = 2 e che (3|Hgpin|3) > 0, dove gli stati
sono autovettori dell’operatore di spin S, con autovalore +7/2. Si calcoli ’energia dei primi tre
livelli di H e la rispettiva degenerazione.

b) Si consideri lo stato
z
) = A <¢§X+ — x> e rg = /hfmw
7o
con S,xy+ = :l:%h)(i. Si determini A in modo che lo stato sia normalizzato. Se si effettua una

misura di Hp su [¢), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

¢) Al tempo t = 0 viene fatta una misura di J2 ed una misura di J, (J = S+ L) su |¢) ottenendo
rispettivamente %hQ e %h. Si calcoli lo stato normalizzato [¢)1) ottenuto dopo la misura. Se si effettua
una misura di Hgpin sullo stato [11), quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?

d) Si calcoli I’evoluto [i1¢). Se viene fatta una misura di J, su |114) quali valori si ottengono e con
quale probabilita?

Autofunzioni dell’oscillatore armonico unidimensionale:

mw>1/4 1

fiiaad —£2/2 —
hr \/QTTL'Hn(g)e 5 - 33'/7"0,

Yn(z) = (

con

Hy(§) =1, Hy(¢) = 2¢, Hy(§) = 4¢% — 2
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Esame di Meccanica Quantistica, 13/07/2022

Esercizio 1. Due particelle identiche di massa m e spin 1 sono vincolate a muoversi in una
dimensione. Sono soggette ad una interazione spaziale con energia potenziale V(z; — x32), dove
V(z)=0per —L/2 <z < L/2e V(x) =00 per |z| > L/2. Le particelle, inoltre, interagiscono tra
loro mediante un’interazione di tipo spin-spin

3
Hypin = Jm*hm LY Sy - Sy,

dove a, 8 e v sono parametri reali. Si studi il problema nel sistema di riferimento del centro di
massa.

a) Si scriva la Hamiltoniana Hy nel sistema di riferimento del centro di massa e si utilizzi ’analisi
dimensionale per determinare gli esponenti o, 5 e 7.

b) Si determini ’energia dei primi 4 livelli indicandone la degenerazione e una base di autofunzioni.

c) Si consideri la perturbazione H, = €(5%, + 53,) con € > 0. Si determinino le dimensioni del
parametro € (in unitd di massa, lunghezza e tempo) e si calcoli la correzione al primo ordine in e
ai prime due livelli energetici. Si discuta I’eventuale rimozione della degenerazione.

d) Sia S = S; + S lo spin totale e p 'impulso coniugato alla posizione relativa. Si determinino
tutti gli stati |¢)) che hanno le seguenti proprieta: (i) una misura di S, fornisce con certezza 0; (ii)
una misura di S, fornisce con certezza 0; (iii) una misura di Hy fornisce con certezza un valore

minore di 10 %; (iv) si abbia (y|p?[h) = 3”2’32. Si calcoli la probabilita che la distanza tra le due

particelle nello stato |¢) sia inferiore ad L/4.

e) Gli stati quantistici determinati al punto d) sono autostati simultanei di S’y e S,. Si spieghi come
cio sia consistente con le regole di commutazione tra Sy e S, (si calcoli il commutatore tra i due
operatori). Si argomenti in dettaglio la risposta.

Integrali utili:

w/4
Iyn = / dx cosmx cosnx
—7/4

Vale: I11 = (2+m)/4, I1a = 2v/2/3, I13 = 1/2, Isg = w/4, I3 = 2/2/5, I33 = (37 — 2)/12.

Esercizio 2. Una particella di massa m ¢ vincolata a muoversi sulla superficie di una sfera di
raggio R con Hamiltoniana Hy = L?/(2mR?), dove L? & il modulo quadro del momento angolare.

a) Si determinino i livelli energetici, se ne discuta la degenerazione e si identifichi una base di
autoket di Hy.

b) Si consideri la riflessione rispetto ad un piano orizzontale passante per l'origine della sfera,
definita da (x,y, z) — (z,y, —z). Siscriva la trasformazione in coordinate sferiche (r, 8, ¢). Si faccia
lo stesso per la parita (z,y,2) — (—z,—y,—z). Sia R l'operatore che implementa la riflessione,
definito da R¢(z,y,z) = ¢¥(z,y, —z), e sia II l'operatore che implementa la parita. Si calcolino i
commutatori [Hy, R] e [Ho, II].

¢) Si determinino tutti gli stati quantistici |¢) che soddisfano le seguenti condizioni: (i) una misura
dell’energia fornisce con certezza un risultato minore di 5% /(2mR?); (ii) sotto parita IT|y) = —|¢);



(iii) una riflessione R lascia invariato lo stato: R|i) = [¢); (iv) la probabilita che una misura di
L, fornisca il risultato / ¢ pari a 1/2.

d) Si calcoli (1|L2|¢)) per gli stati determinati al punto c).

e) Utilizzando argomenti di simmetria, si calcoli ()| L, |t)). Si determini pilt in generale (| L2 1]4))
per ogni intero non negativo n.

f) Si consideri una perturbazione AH = a (1+cos? ), con a < h?/(2mR?). Si considerino i commu-
tatori [AH, L,|, [AH, Ly], [AH,L;]. Con argomenti di simmetria, si specifichi quali commutatori
sono nulli.

g) Utilizzando la teoria delle perturbazioni al primo ordine in «, si determinino le correzioni ai
primi due livelli energetici. Si discuta ’eventuale rimozione della degenerazione.
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Esame di Meccanica Quantistica, 13/09/2022

Esercizio 1. Si consideri un sistema a tre livelli. Gli stati |1), |2), |3) sono una base ortonormale.

a) La Hamiltoniana Hy del sistema ha tre autovalori distinti Fy < Fy < Ej3. Si indichino con |E),
|E2), |E3) i corrispondenti autostati normalizzati. Si determinino le tre energie F1, Eo, F3 sapendo
che: (i) gli autostati |Es) ed |E3) sono dati da

B =2+ ) 1) =2y

(i) si ha (1/Ho|1) = 3hw, (2|Hol2) = 3w, (3 Hol3) = 4w,

b) Si consideri ora la Hamiltoniana H = Hy + ehwV. Nella base 1), |2), |3) l'interazione V ha la
seguente rappresentazione matriciale:

0 ¢ O
V= al 0 1
as az O

Si determinino le costanti aq, a9, az. Si determini, al primo ordine perturbativo in €, lo stato
fondamentale della Hamiltoniana H (lo si scriva come combinazione lineare dei vettori di base |1),
|2), |3)) e la corrispondente energia.

Si consideri ora un sistema formato da due particelle identiche di spin 1/2 descritto dalla Hamilto-
niana

Hyot = (4 — S?/1%)(Ho1 + Hoz),

dove § = S1 + S ¢ lo spin totale e Hp 1 ed Hpo rappresentano la Hamiltoniana Hy relativa,
rispettivamente, alla particella 1 e 2. Indichiamo con |1)1, [2)1, |3)1 gli stati relativi alla particella
1 e con [1)2, |2)2, [3)2 quelli relativi alla particella 2. Le Hamiltoniane Hy; e Hp 2 non dipendono
dagli operatori di spin.

c¢) Si calcolino le energie e la degenerazione dello stato fondamentale e del primo stato ecci-
tato. Si determinino i corrispondenti autostati: 1i si scriva come combinazioni lineari degli stati
|Ei)1]1Ej)2|S,S2), 4,5 = 1,2,3. Gli stati |E;); e |E;)2 sono rispettivamente gli autostati di Ho; ed
Hp s e gli stati di spin |, S,) sono autovettori di S? ed S..

d) Si determinino le energie di tutti gli autostati di Hi, che sono anche autostati di 52 con
autovalore 2h?. Si scrivano gli autostati come combinazioni lineari degli stati |E;)1|E})2|S, S.),
1,5 =1,2,3.
e) Si consideri lo stato

1
V2
Si specifichi il valore di S nella precedente espressione. In una misura di Hyy su |1)) quali valori si
possono ottenere e con quale probabilita?

lv) = (1D1[2)2 — [2)1]1)2) [S,S. = 0)



Esercizio 2. Una particella di spin 1/2 e massa m ¢ vincolata a muoversi su una sfera di raggio

R. Al tempo t = 0 lo stato della particella ¢ descritto dallo spinore
—sin 0 cos ¢
WJ)O:N( %—Fcos@ >

dove N ¢ una costante di normalizzazione.

La dinamica del sistema & governata dalla Hamiltoniana
. L? . .
H= o b (L. +28.)

dove w & un parametro reale positivo.

(1)

(2)

1. Determinare al tempo ¢t = 0 i possibili risultati di una misura di ﬁz, ﬁQ, S’Z, 5’2, jz, e J?
e le relative probabilita. Gli operatori L;,.S; e J; si riferiscono rispettivamente al momento

angolare orbitale, di spin e totale della particella.

2. Determinare lo stato del sistema al tempo ¢ > 0 e stabilire quali dei risultati al punto prece-

dente valgono ad ogni tempo motivandone la risposta.

3. Determinare i punti sulla sfera con la minore densita di probabilita di trovare la particella

all’istante iniziale.

. . 2
4. Determinare al variare del parametro A = % I

energia dello stato fondamentale di H.
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Esame di Meccanica Quantistica, 24/11/2022

Esercizio 1. Si consideri un sistema a 4 livelli e sia B = {|1),

|2),13),]4)} una base ortonormale.
Nella base B, la Hamiltoniana H del sistema e una osservabile P so

no rappresentate dalle seguenti

matrici
1 1 ais 0 1 0 0 0
2 asy 1 0 agq - 0 1 0 0
H=he 0 azx 0 —2 100 -1 0 (1)
as1 0 ag3 O 00 0 -—-1+k

dove i termini a;; e k sono numeri complessi.
a) Determinare i valori dei termini a;;.
b) Determinare k in maniera tale che esista una base di autoket simultanei di H e P.

¢) Assumendo il valore di k trovato al punto precedente, determinare gli autovalori di HePeuna
base di autoket simultanei.

d) Si consideri l'operatore V, il quale nella base B ¢ rappresentato da

w O

(2)

<
%;
o O O O
o |
-~
S W = O
o O O O

Si determinino gli autovalori dell’operatore H+\V al primo ordine perturbativo nel parametro A.
Si discuta I'eventuale rimozione della degenerazione dello spettro.

e) Si ripeta il calcolo precedente considerando V = hwP. Si usi il valore di k trovato al punto b).

Esercizio 2. Una particella di spin 1/2 e massa m ¢ soggetta alla Hamiltoniana

2
=P

2m r

con a > 0. Lo stato della particella e descritto dallo spinore normalizzato

B fi(r)cosé
[¥)o = ( fg(rl) sin 0 sin ¢ ) (3)

dove f1(r) ed fa(r) sono funzioni da determinare.

a) Si determinino tutti gli stati [¢)o tali che: i) 'energia E dello stato ¢ sempre inferiore a Ey/5,
dove Ef ¢ I'energia dello stato fondamentale di Ho; ii) la probabilita di misurare L, = hsu |¢)g € %
Per tali stati si specifichino le funzioni fi(r) ed fa(r) (si richieda che lo spinore sia normalizzato).
b) Si determinino i possibili risultati di una misura sugli stati [¢)o di L., L%, S., 5%, J., e J? e
le relative probabilita. Gli operatori Ll, S; e J; si riferiscono rispettivamente al momento angolare
orbitale, di spin e totale della particella.



¢) Il sistema evolve con Hamiltoniana

a

H:H0+ﬁ2

2
LJ?
Si stabilisca, senza effettuare calcoli espliciti, quali dei risultati ottenuti al punto b) valgono sicu-
ramente ad ogni tempo, motivandone la risposta.

d) Si calcoli lo stato |¢); al tempo t. In una misura di H su [¢); quali valori si possono ottenere e
con quale probabilita? Si esprimano le energie in termini di Ey ed a.

e) Si calcoli il valor medio ¢(¥)|r|1))s.

Autofunzione radiali R,;(p) per il problema Coulombiano. Se p = r/rp (rp ¢ il raggio di Bohr),
abbiamo:

2 11 1 1
R10 =——¢e " R20 = 77(1 — p/2)€_p/2 R21 = ——pe_pﬂ
P32 V2,32 2v/6,3/2

Le autofunzioni sono normalizzate, ossia soddisfano a:

/ V2dr [Ro(p)? = 1
0

o0
/ drre”" =nl!
0

Integrale utile:
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