Compito Scritto Meccanica Quantistica, 30/01/2018

Esercizio 1. Si considerino due particelle indistinguibili, A e B, di spin 1/2, soggette alla Hamil-
toniana

(0]
H = Ho(pa,ra) + Hyo(pp,rB) + ﬁLzSz

dove L=L4s+Lg,S=S,+Sge

1 mw? 2mw? ,

Hy(p,r) = %Pz + T( 4y + Tz

Si supponga a < w.

a) Si calcolino le energie FE e le degenerazioni dei livelli del sistema con E < Ey.x = %hw + 2ha.
b) Si determinino tutti gli stati che godono delle seguenti proprieta: una misura dell’energia fornisce
con certezza un valore inferiore a E\,.y; un misura di L, fornisce con certezza h; una misura di .5,
fornisce h con probabilita 1/2 e —h con probabilita 1/2.

c) Tra gli stati determinati al punto b) si determini lo stato 9 che soddisfa a (1|S2[¢) = 0.

d) In una misura di S, su ¢, quali valori si possono trovare e con quale probabilita?

Esercizio 2. Si considerino due particelle di spin 1/2, non identiche. Al tempo ¢t = 0 la prima
particelle si trova in uno stato di momento angolare orbitale 1 = 1 e momento angolare totale
ji=1/2e ji, =1/2 (ji =1 + s1), mentre la seconda si trova in uno stato di momento angolare
orbitale £5 = 1 e momento angolare totale jo = 3/2 e jo, = —1/2 (jo = la +s2). Qui sopra abbiamo
espresso i momenti angolari in unita adimensionali, ovvero J = hj, L = hl e S = hs sia per le
singole particelle che per il sistema totale.

L’Hamiltoniana del sistema & data da

2
Hii_'_at]z,

o2
dove J = Jq + Js.
a) Determinare 1’evoluzione temporale dello stato a un istante ¢ generico.
b) Se al tempo ¢ si misura ja., quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?

¢) Determinare il tempo minimo ¢,, per il quale lo stato totale del sistema al tempo ¢ coincide con
quello al tempo t = 0.

d) Se al tempo ¢ = 0 si misura sg,, quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 16/02/2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1 vincolata su una sfera (rotatore) descritta dalla
seguente Hamiltoniana

V(2 P
H2<Ix++ ,

dove J ¢ il momento angolare totale, J =L+ S, [, =1, =1>0e0< I, <I.

a) Si ottengano i livelli di energia corrispondenti agli stati |/, s; 7, j.).

b) Si scrivano gli autostati dell’Hamiltoniana corrispondenti al livello fondamentale e al primo livello
in energia in termini degli autostati del momento angolare orbitale e dello spin e se ne discuta la
degenerazione.

¢) Si introduca una piccola asimmetria |¢| < 1 in modo che

I,=I(1+¢), I,=I(1-¢),

mentre I, resta invariato. Si calcolino al primo ordine in teoria delle perturbazioni le energie degli
stati corrispondenti al livello fondamentale ed ai primi due livelli eccitati e si discuta ’eventuale
rimozione della degenerazione.

Esercizio 2. Si consideri un sistema unidimensionale costituito da due particelle, la cui Hamilto-
niana e

2 2 2.2 2.2
pl p2 mlw ZCl mQW .’L‘z
Ho = + +

2m1 2?7’L2 2 2 ’

con mg > my.

a) Determinare lo stato normalizzato [¢) tale che:

i) una misura di energia fornisce con certezza il risultato E = 2hw;

ii) il valor medio dell’operatore 0, = &1&2 ¢ uguale a 1/3, dove le variabili adimensionali &; sono
definite come &; = \/W/hxl ;

iii) il valor medio dell'operatore Oy = &2 — €3 & uguale a —1/3;

iv) il valor medio dell’operatore Og = {179 € negativo, dove la variabile adimensionale 7o & definita

da my = po/v/hmow.

Se consideri ora 'Hamiltoniana H = Ho + V, con V = MiwOsy e A > 0.

b) Si dica per quali valori di A I'energia dello stato fondamentale ¢ limitata inferiormente; per tali
valori si calcolino esattamente i livelli di H.

c) Si utilizzi ora la teoria delle perturbazioni, assumendo A < 1. Si applichi la teoria delle pertur-
bazioni allo stato fondamentale ed al primo stato eccitato della Hamiltoniana imperturbata Hg. Si
calcolino le energie al primo ordine in A, si discuta l’eventuale rimozione delle degenerazioni e si
confronti il risultato ottenuto col risultato esatto.
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 25/05/2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 e massa m soggetta alla Hamiltoniana unidi-

mensionale )

1
H = L + —mw?z? + ws,
2m 2

Siano |n) gli autostati normalizzati dell’Hamiltoniana dell’oscillatore armonico e x+ gli spinori
normalizzati relativi ad S, S,x+ = i%xr

a) Si calcoli lo spettro della Hamiltoniana (inclusa la degenerazione).
b) Si consideri lo stato normalizzato

|tho) = ¢ (|0>x_ + \/5\1>><+) .

Si calcoli la costante ¢ e 'evoluto temporale |1, t) di |to).
c) E’ dato un operatore A che opera solo sulla parte spaziale tale che Aln) = |n) per n > 2 ¢

Alo)y =d[1),  A]1) = —i|0) +V3|2),  A]2) = V3|1).

Si calcolino AT|0) e Af|1), dove AT & I'aggiunto di A, e I’elemento di matrice (v, t|ASy|,t).
d) Se si fa una misura di A su [, t), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin S = /2 e massa m vincolata a muoversi su una
sfera. La sua Hamiltoniana ¢ data da (¢ > 0)
_L* ¢B

a) Si calcolino gli autovalori di H e le relative degenerazioni. Si assuma h?/(2I) > qBh/(mc)

b) Si determinino tutti gli stati |to) tali che: i) una misura di j? del momento angolare totale
J = hj = L 4+ S da rispettivamente 15/4 con probabilita 1/3 e 3/4 con probabilita 2/3; ii) una
misura di L? da sempre come risultato 2/2; iii) una misura di j, da sempre come risultato 1/2. Si
calcoli inoltre il valore medio dell’Hamiltoniana su tali stati.

¢) Si calcoli 'evoluto [¢);) degli stati [1g): [hi=0) = |¢0)-

d) Si fissi lo stato |g), richiedendo che il valor medio (1| cos? 0]1)g) sia massimo. Per tale stato si
calcoli (1] cos? O]ay).



Compito Scritto Meccanica Quantistica, 25/05/2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 e massa m soggetta alla Hamiltoniana unidi-

mensionale
P 1
H=2 1 “mwz®+ws,
2m 2
Siano |n) gli autostati normalizzati dell’Hamiltoniana dell’oscillatore armonico e x4+ gli spinori

normalizzati relativi ad S,, S.x+ = i%Xi-

a) Si calcoli lo spettro della Hamiltoniana (inclusa la degenerazione).

b) Si consideri lo stato normalizzato

o) = ¢ (10)x— + V3| 1)x+) -

1[)0).
c¢) E’ dato un operatore A che opera solo sulla parte spaziale tale che Aln) = [n) pern > 2 e

Si caleoli la costante ¢ e 'evoluto temporale |1, t) di

Aoy =il1),  Al1) =40} ++3[2),  A2) =V3[1).

Si calcolino AT|0) e Af[1), dove Al & 'aggiunto di A, e 'elemento di matrice (1), {| ASy |1, t).
d) Se si fa una misura di A su |%, ), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin S = k/2 e massa mn vincolata a muoversi su una
sfera. La sua Hamiltoniana & data da (g > 0)
B ez qB

’H—ﬁf—zmc (L;+285;) .

a) Si calcolino gli autovalori di H e le relative degenerazioni. Si assuma h?/(2I) 3 ¢Bh/(mc)

b) Si determinino tutti gli stati [1g) tali che: i) una misura di j° del momento angolare totale
J = hj = L + 8 dA rispettivamente 15/4 con probabilita 1/3 e 3/4 con probabilitd 2/3; ii) una
misura di L? di sempre come risultato 24%; iii) una misura di j, dA sempre come risultato 1/2. Si
calcoli inoltre il valore medio del’Hamiltoniana su tali stati.

¢) Si calcoli Vevoluto |v) degli stati [th): |te=0) = |¢0).

d) Si fissi lo stato |n), richiedendo che il valor medio (tp| cos® f]4p) sia massimo. Per tale stato si
calcoli (1| cos® Bafy).
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 25/06/2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 con Hamiltoniana

poB
H=—7-US8n
h
dove n = (sina,0,cos) € un versore dato (o € dato) ed S l'operatore di spin. Si consideri

solo I'evoluzione dello spin. Al tempo ¢ = 0, la particella si trova in uno stato |x(¢ = 0)) con
S:Ix(t = 0)) = §Ix(t = 0)).

a) Se al tempo t = 0 si misura S - n, quali valori si ottengono e con quale probabilita?
b) Si calcoli I'evoluto x(t) al variare di ¢ e I’elemento di matrice (x(t)]Sy|x (%))

c¢) All’istante ¢t = T viene fatta una misura di S,. Si specifichi quali valori possono essere ottenuti
e con quale probabilita. Se al tempo t = T' la misura da come risultato h/2, quali valori possono
essere osservati in una seconda misura di S, al tempo t = 27" e con quali probabilita?

Esercizio 2. Siano date due particelle identiche di spin 1/2. Nel sistema del centro di massa la
funzione d’onda ha la forma seguente

Y(r) = Ay f(r)x,

dove r = 11 —ry, r = |r| = /22 + y? + 22, e x rappresenta la funzione d’onda di spin dei due
fermioni; la funzione d’onda radiale f(r) & normalizzata in modo che sia

| st <1

0

la funzione x & un’autofunzione normalizzata dello spin totale S lungo 'asse z con autovalore zero,
ovvero S,y = 0.

a) Si determini la costante A in modo che la norma di ¢ sia uguale a uno e si calcoli S2y.

b) Se L ¢ il momento angolare totale nel sistema del centro di massa, si calcolino i possibili risultati
di una misura di L? ed L, su 9 e le rispettive probabilita.

c) Se J = L+ S, si calcolino i possibili risultati di una misura di J? e J, su 1 e le rispettive
probabilita.

d) L’Hamiltoniana ha la forma

H:Ho+%L~S,

dove Hg ¢ indipendente dallo spin e relativa ad un potenziale centrale; « ¢ una costante. Se
How(r) = Eptb(r), si determini ’evoluzione temporale dello stato ¢. Sia 1 (r,t) I’evoluto temporale.
e) Si calcolino i possibili valori di una misura di L, su ¢(r,t) e le relative probabilita in funzione
del tempo. A quali istanti la probabilita di ottenere L, = 0 & massima?
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 10/07/2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1 vincolata a muoversi su una sfera di raggio r. La
sua funzione d’onda ¢

z .
Yp=A [;(Xl +x-1) + WXO}
dove X, sono gli spinori normalizzati relativi a S,, ossia S, xm = Amym, € a € una costante reale
positiva.

a) Si calcolino le costanti A e a richiedendo che 9 sia normalizzata e che (1|L?[1)) = k%, dove L ¢
il momento angolare.
b) In una misura su + di L?, L., e S,, quali valori possono essere ottenuti? E con quali probabilita?
¢) Si calcoli I’elemento di matrice (1] cos? 0]1)).
d) II sistema evolve con Hamiltoniana

a

H
h

(J2+ L)
dove J = L+S. Quali valori di J, ed L, possono essere misurati al tempo ¢ e con quale probabilita?

Esercizio 2. Si consideri un sistema a tre livelli e quattro operatori A;, i = 1,...4. In una base
ortonormale essi hanno la seguente rappresentazione matriciale:

10 0 10 0
A = mwlo 1 —i|; A=m|0 1 i|;

0 i 1 0 i -1

1 1 0 L0
A; = hwl|0 0 2|, A=mw]| O 1 -5,

0 -1 -1 _%_%1

a) Si dica quali di essi possono essere delle osservabili fisiche.

Si indichi con H la prima (nell’ordinamento definito dall’indice i) delle possibili osservabili di cui
al punto 1 e con O la seconda (nello stesso ordinamento) possibile osservabile. Per esempio, se 4;
e Ay possono essere entrambe osservabili, si ponga H = A; e O = Ay; se invece, A; e As possono
essere osservabili, ma A non lo puo essere, sara allora H = A; e O = As; se invece As e Ag
possono essere osservabili, ma non lo puo essere Aj, porremo invece H = As e O=As;se Ay e Ay
sono possibili osservabili, mentre non lo sono A; e As, allora H = Ay e O = Ay; si proceda nello
stesso modo in tutti gli altri casi.

b) Al tempo ¢ = 0 il sistema si trova nell’autostato di O corrispondente al minimo autovalore. Si
determini tale stato, indicandolo con |t);—.

c¢) Se H rappresenta I'Hamiltoniana del sistema, si calcoli ’evoluto temporale |1));.

d) Si calcoli ;(1|O|1); all’istante t = 7/(2w). Si spieghi perché ci si aspetta a priori che (¥|O),
vari nel tempo.

e) Si dimostri che tutti i valori medi di O sono non negativi. Utilizzando questo risultato, si trovi
il minimo tempo ¢ al quale il valor medio di O su |¢); & uguale a quello iniziale (¢t = 0).
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 17/09/2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 vincolata a muoversi in due dimensioni e
soggetta alla Hamiltoniana

1 1
H = %(pi + pZ) + imwQ(xQ +9?) + wS;
a) Si calcolino tutti i livelli energetici con la relativa degenerazione per energie £ < 3hw.

b) Si consideri la funzione d’onda normalizzata

¥ = Avo() [o(y) + a1 (y)] x+

dove ¥, () sono le autofunzioni normalizzate dell’oscillatore armonico unidimensionale con energia
hw(n +1/2), x4+ € uno spinore normalizzato, autofunzione di S, con autovalore i/2, A e a sono
costanti positive.

Si calcolino A ed « richiedendo che v sia normalizzata e che la probabilita di misurare E = %hw
su ¢ sia 1/4.

¢) Se al tempo ¢t = 0 il sistema ha funzione d’onda v, si calcoli I'evoluto v (t).

d) Si calcoli (1(t)|yS:|1(t)).

Esercizio 2. La Hamiltoniana di due particelle identiche di spin 1/2 in tre dimensioni ¢ data da

Ho = ﬁ(p% +p3) + %mwQ(r% +73)+ 551+ Ss,
dove S1 2 sono gli spin delle due particelle e w > 0.
a) Determinare esattamente tutto lo spettro della Hamiltoniana. Si calcoli la degenerazione del
livello fondamentale e del primo livello eccitato. Per gli stessi livelli, si calcolino le funzioni d’onda,
esprimendole in termini delle autofunzioni normalizzate dell’oscillatore armonico isotropo tridimen-
sionale e degli spinori x1,, € X2, autofunzioni di S, ed S ..
b) Data la Hamiltoniana

H="Ho+ AV Vzmwzzlzz,

con 0 < A < 1, si calcoli al primo ordine in A lo spostamento in energia degli stati corrispondenti
al livello fondamentale ed al primo livello eccitato di Hy.

c) Si calcoli al primo ordine in A la funzione d’onda dello stato fondamentale di H. La si esprima
in termini delle autofunzioni di H.
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