Esame di Meccanica Quantistica, 02/02/2021

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1/2, vincolata a muoversi su una sfera
di raggio unitario. La particella si trova nello stato specificato dallo spinore normalizzato
3sin fe
o =a (P55

dove a € un parametro dato ed A la costante di normalizzazione.

a) Si calcoli |A|. Se si misura L? su |¥), quali valori si ottengono e con quale probabilita?

b) Al tempo t = 0 si effettua una misura di J2 (J = L + S) ottenendo 3h2. Si scriva lo stato
normalizzato |¢1) in cui si trova il sistema immediatamente dopo la misura.

c¢) Lo stato |¢1) evolve con Hamiltoniana

w
H=w(L,+2S,)+—L?.
w( +S)+2h

Si calcoli la stato |y (¢)) al tempo ¢ ed il valor medio (¢1(t)|z/r|11(t)).

Esercizio 2. Si considerino 2 particelle identiche di spin 1 e massa m vincolate a muoversi su un
piano. Il sistema e governato dalla seguente hamiltoniana:
-2 -2
. aS;-S
= P1 P3 192

= om %+V($17y1)+v($2,y2)+§7a (1)

dove
0 se—L/2<x<L/2,—-L/2<y<L/2
+oo altrimenti

Vi, y) = { (2)

w2 h2
2mL?"
a) Si calcolino i livelli energetici del sistema con energia E < 8« e la relativa degenerazione. Si

specifichino i relativi autostati dell’Hamiltoniana.

e Sy e S, sono gli operatori di spin delle due particelle e a =

Si consideri ora la perturbazione §H = 8V (&1, &)

Brize se—L/2<x<L/2,—L/2<y<L/2

+00 altrimenti

SV (a1, ) = { ®)
dove B =ean*/[?c0<e< 1,

b) Si calcolino le correzioni al primo ordine in € al livello energetico del punto precedente corrispon-
dente ad autostati dell’operatore S? con autovalore 2h2. Si discuta l’eventuale rimozione della
degenerazione.

Per la risoluzione puo essere utile il seguente risultato:

Y 2 d 8 4
/_1/23;8111( mx) cos (mx)dr = o) (4)
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Esame di Meccanica Quantistica, 19/02/2021

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di massa m e spin 1/2 che interagiscono con
Hamiltoniana

w 1
H = Hy+ —J? Hy= —p2 +
0 8hJ 0 2mp1

1
2mp

1
% + meQ(m — r2)2 ,

dove J = L+ S, L ¢ il momento angolare orbitale, S = S1+ .55 lo spin totale e Sy, S2 gli operatori
di spin delle due particelle. Si studi il problema nel sistema del centro di massa.

a) Si determinino tutti gli stati |¢) tali che: i) una misura di Hy da sempre un valore strettamente
inferiore a %hw; i) un misura di J, da 0 con certezza; iii) una misura di L? fornisce 0 con probabilita
2/5; iv) una misura di L, fornisce —h con probabilita 3/5.

b) Per tutti gli stati |¢)) trovati, si calcoli il valor medio della Hamiltoniana H e 'evoluto [i(t)).

¢) Si calcoli il valore medio (1(¢)|(S1,.. — Sa2..)?[%(t)). Suggerimento: si dimostri preliminarmente
che gli stati di spin |95,) sono autostati di (S1,. — Sa..)? e si calcolino i corrispondenti autovalori.

Esercizio 2. Una particella di spin 1, della quale si possono trascurare i gradi di liberta spaziali,
¢ governata dalla seguente Hamiltoniana:

H= % (S5 —iS1) (S5 +1iS51),

dove con S; sono indicati gli operatori di spin lungo i tre assi cartesiani.

a) Si calcolino i commutatori [H, So] e [H,S?]. Si determinino gli autovalori e i relativi autostati
della Hamiltoniana.

b) Sapendo che all’istante ¢ = 0 una misura di S3 fornisce il risultato 0, si determini il vettore di
stato |1)(t)) al generico tempo t > 0 esprimendolo nella base di autostati simultanei di S? e Ss. Si
calcolino i valori ottenibili da una misura di S5 al tempo ¢ e le relative probabilita.

Si consideri ora lo stesso sistema perturbato dall’azione di un debole campo magnetico
w
5H:—ES‘B, B = (0,0,eB)

con 0 <e<k 1.
¢) Si calcolino le correzioni agli autovalori della Hamiltoniana H al primo ordine in e.
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Esame di Meccanica Quantistica, 30/04/2021

Esercizio 1. Si consideri una particella vincolata a muoversi su un piano e soggetta alla Hamilto-
niana .
m
H=—p® + —(w?2® + 16w?y?).
5P T o (Wi + 16wy
a) Si calcoli lo spettro, indicando, per ciascun livello, la sua degenerazione.

b) Siano |1), |2), |3), i tre autostati (normalizzati) di H con energia piu bassa tali che Ey < Fy < Ej3.
Sia A un operatore tale che

Al =2af1) +af3)  Al2)=201) —al3)  A3)=B2) |

con « e § numeri reali. Si calcoli la matrice associata ad A nel sottospazio generato da [1), |2), |3).
Si specifichi se operatore A & associato ad una quantita osservabile (saranno considerate valide
solo le risposte motivate in dettaglio).
c) Sia B=AfAe

W) = 3[1) +]2) +iV6|3) .
Si calcoli |¢(t)), evoluto di |[¢) al tempo t. Se si effettua una misura di B al tempo t su |9)(t)),
quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?

d) Si supponga di aggiungere alla Hamiltoniana H una perturbazione eB. Si calcoli I’energia dello
stato fondamentale di H + ¢B, al primo ordine in e.

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin 1/2 e massa m vincolata a muoversi su una sfera
di raggio R. La dinamica & governata dalla seguente Hamiltoniana

2
H=—=+wlL,,
2mR2 ‘
dove L, e 'operatore di momento angolare orbitale lungo 'asse z e il parametro reale w e tale che
h
w < .
2mR

a) Si determinino autovalori e autostati di H.

b) Uno stato quantistico |¢)) ¢ tale che:
una misura di J? fornisce con certezza il valore %h2;
una misura di L? fornisce con certezza un valore maggiore di 37

una misura di J, fornisce con certezza un valore negativo;

oo

. il valore di aspettazione del momento angolare orbitale lungo 'asse z & (¢|L.[¢)) = —Sh.

Con J = (Jg, Jy, J-) € stato indicato il vettore di operatori associato al momento angolare totale
della particella, J = L + S.

Si determini ’espressione piu generale del vettore di stato.

¢) Si determini univocamente lo stato sapendo ulteriormente che il valore di aspettazione (¢|Jy[v)
assume il valore minimo possibile.

d) Per lo stato determinato al punto precedente, si determini il valore medio del momento angolare
orbitale lungo 'asse x al variare del tempo, (¢(t)|L|1(t)).
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Esame di Meccanica Quantistica, 21/05/2021

Esercizio 1. Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2 che interagiscono con Hamilto-
niana

H = E[Sz—l—(S-n)Q] ,

dove S = S1 + 55 ¢ lo spin totale, S1, Sy gli operatori di spin delle due particelle, e n & il versore
di componenti (1/v/2,0,1/v/2).

a) Si calcoli lo spettro specificando la degenerazione di ciascun livello. Per i due livelli di energia
pill bassa si scrivano gli autostati di H nella base |ss,) formata dagli autovettori di S? e S,.

b) Al tempo t = 0, il sistema si trova in uno stato [¢)) tale che: (i) una misura di energia fornisce
con certezza un valore inferiore a ghw; (ii) la probabilita di ottenere 0 in una misura di S? & pari a
1/3. Si scrivano tutti gli stati possibili come combinazione lineare degli autostati |ss,). Si calcoli
il valor medio di H su tali stati.

¢) Si calcoli 'evoluto temporale degli stati calcolati al punto b). Al tempo ¢, = 37/(4w) viene fatta
una misura di S, ottenendo 0. Per tutti gli stati individuati al punto b), si calcoli lo stato [¢1)
ottenuto dopo la misura.

d) Se, immediatamente dopo la misura di S, viene fatta una misura di Sa, su |¢1), quali valori si
possono ottenere e con quale probabilita?

Esercizio 2. Due particelle indistinguibili di massa m e spin 1/2 interagiscono tramite la seguente
hamiltoniana
Pi P 2 2 5,8
Hy=—+-=+4a"(r;1 —r a’h’m7 Sy -8 1
0= 5 T o + (r1 2)" + 192 (1)
con a >0 e f3,7,0 parametri reali.

a) Si determinino gli esponenti 3, v e § utilizzando I’analisi dimensionale.

b) Nel sistema di riferimento del centro di massa, si determino autovalori e autostati di Hy. Si
esprimano i valori delle energie in unita di fw, dove w = 2&

pu— ﬁ
¢) Per lo stato fondamentale |)p), si calcoli il valor medio della distanza relativa tra le due particelle,

(Yol [r1 — ra2| [2bo) -

d) 11 sistema viene perturbato dal seguente potenziale:
W2
V=As (S +h) (2)

conJ = L+S, dove S ¢ lo spin totale ed L ¢ il momento angolare orbitale del sistema. Se 0 < A < 1,
si calcolino le correzioni alle energie del livello fondamentale e dei primi due livelli eccitati al primo
ordine in A. Si discuta ’eventuale rimozione della degenerazione dei livelli energetici.

e) Si calcolino i commutatori [Ho + V, J,] e [Ho + V,J?]. In base al risultato ottenuto, si stabilisca
se le correzioni calcolate al punto precedente forniscono il risultato esatto.
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Esame di Meccanica Quantistica, 30/06/2021 P

Esercizio 1. Si considerino due particelle indistinguibili di spin 1/2 e massa m, vincolate a muoversi
su una retta, che interagiscono con Hamiltoniana

1 1
H = —(p} +p3) + smw?(2] + 23) 5%+ hS,y)

w
2m 2 T
dove S = 8§71 + S5 ¢ lo spin totale, S, Sy gli operatori di spin delle due particelle,

a) Si calcolino 'energia e la degenerazione dei due livelli di energia piu bassa. Per ciascuno dei due
livelli si specifichi una base, esprimendola in termini delle autofunzioni dell’oscillatore armonico
unidimensionale e delle autofunzioni |ss.) di S? e S,.

b) Al tempo t = 0, il sistema si trova in uno stato |¢) tale che: (i) una misura di energia fornisce con
certezza un valore inferiore a %hw; (ii) una misura di S? fornisce con certezza valori strettamente
positivi; (iii) il valor medio dell’energia & %hw. Si scrivano tutti gli stati compatibili con queste
tre condizioni.

¢) Si calcoli I'evoluto temporale degli stati calcolati al punto b). Per tutti gli stati si calcoli il valor
medio (indicato con M) di x122S,. Sia 1 lo stato per cui M ¢ minimo al tempo t = 27 /w.

d) Per lo stato 1; quale ¢ la probabilita di trovare le due particelle con componente z dello spin
allineata (S1, = S2, = h/2 oppure S1, = So, = —h/2)7

Esercizio 2. Una particella e vincolata a muoversi in una dimensione all’interno di una buca di
potenziale infinita nel segmento |z| < L/2. All'istante ¢ = 0 lo stato quantistico ¢ caratterizzato
dalla seguente funzione d’onda:

(z]e) = Pa(z) = (1)

N |lx| < L/4
0 2| > L/4

dove N ¢ una costante di normalizzazione indipendente da .

1. Si determinino la costante di normalizzazione N, il valor medio degli operatori #, &2 e della
dispersione (A#)2.

2. Si rappresenti graficamente le densita di probabilita relativa ad una misura di impulso.

3. Si determini la funzione d’onda della particella al tempo ¢ > 0 e la probabilita P, che una
misura dell’energia al tempo ¢ dia come risultato I'n-esimo autovalore dell’Hamiltoniana.

4. Si consideri ora la seguente perturbazione:
Vo |z < L/4
Vi(z) = (2)
0 |z| > L/4

dove V) € una costante positiva. Si determinino le correzioni agli autovalori dell’energia al
primo ordine in teoria delle perturbazioni. Si calcoli inoltre la correzione all’autofunzione
dello stato fondamentale al primo ordine.
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Esame di Meccanica Quantistica, 30/06/2021 (remoto)

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1 che & vincolata a muoversi su una sfera di raggio
R ed ¢ soggetta alla Hamiltoniana

w

H
h

(L% 4 2J% — 2RhJ,)

dove L ¢ il momento angolare, S l'operatore di spine J = L+ S.

a) Si calcoli 'energia e la degenerazione dei due livelli di energia pitt bassa. Per ciascuno dei due
livelli si specifichi una base, esprimendola in termini delle autofunzioni |Is;jj.) di L?, S2, J? e J,.
b) Al tempo t = 0, il sistema si trova in uno stato |1) tale che: (i) una misura di energia fornisce con
certezza un valore inferiore a 5hw; (ii) una misura di J? fornisce con certezza valori strettamente
positivi; (iii) il valor medio dell’energia & %ﬁw; (iv) il valor medio di J, & A. Si scrivano tutti gli
stati compatibili con queste quattro condizioni.

c¢) Si calcoli I’evoluto temporale degli stati calcolati al punto b). Al tempo ¢ = 7/4w viene fatta
una misura di J, ottenendo A. Si calcolino gli stati |11) ottenuti dopo la misura.

d) Si calcoli il valor medio di S, sugli stati |¢1).

Esercizio 2. All’istante t = 0 la funzione d’onda nello spazio degli impulsi di una particella libera
di massa m e spin 0 in una dimensione ¢ data da

(pla) = ¢alp) = (1)

K (po — Ap) < p < (po + Ap)
0 altrove

dove pg e Ap sono due parametri reali positivi e K € una costante di normalizzazione indipendente
da p.

1. Si determini la costante di normalizzazione K e la funzione d’onda nello spazio delle coordi-
nate.

2. Si rappresentino graficamente le densita di probabilita relative a misure di posizione e di
impulso.

3. Si calcolino i valori medi degli operatori p, p?, della dispersione (Ap)? e dell’operatore po-
sizione Z.

4. Si determini la funzione d’onda nello spazio degli impulsi all’istante ¢ > 0.

5. Si calcoli il valore medio di p, di & e della parita P alllistante ¢ > 0.

2
6. Assumendo pg > Ap, si calcoli la probabilita di misurare un’energia F maggiore di (2;’0;7731’).
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Esame di Meccanica Quantistica, 14/07/2021 P

Esercizio 1. Sia data una particella di massa m vincolata a muoversi in un piano e soggetta al

potenziale
smw?(z? + y?) per z > 0 e per ogni valore di y,

UO(':va) = {

400 per x < 0 e per ogni valore di y.

a) Si calcoli lo spettro del sistema. In particolare, si verifichi che lo stato fondamentale ed il primo
stato eccitato sono nondegeneri. Si determinino la funzione d’onda (x|0) = ¢o(x,y) dello stato
fondamentale e la funzione d’onda (z|1) = 91 (z,y) del primo livello eccitato.

b) Siano P la parita, Pf(x,y) = f(—z,—y), e I, I'operatore di inversione dell’asse y, I, f(x,y) =
f(z,—y). Quali di questi operatori commutano con ’Hamiltoniana? Si determini se le autofunzioni
di H sono anche autofunzioni di P. In caso positivo si calcolino i corrispondenti autovalori. Si
risponda alla stessa domanda per I,.

¢) Si calcolino (0]z|0) e (0]y|0).

d) Se viene fatta una misura di L, sullo stato fondamentale, quali valori si ottengono e con quale
probabilita? Si presti attenzione al fatto che 1y(x,y) € autofunzione di un potenziale infinito per
x < 0. Suggerimento: Si utilizzino coordinate polari.

> 1 n+1
I(n —/ dz ZHGZQ—F( >
(n) ; 5 5

Esplicitamente: 1(0) = @, I(1)=13,1(2) = ?, I1(3) =

Integrale utile:

Espressione di L, in coordinate polari (r, ¢):

L, =—ih—

Esercizio 2. Una particella di massa m e spin 1/2 & sottoposta all’azione di un potenziale armonico
tridimensionale:

1. Determinare lo spettro dell’Hamiltoniana e la degenerazione dei livelli energetici. Per i primi
due livelli energetici, scrivere una base esplicita di autofunzioni simultanee dell’Hamiltoniana, del
momento angolare orbitale e del momento angolare di spin nella forma:

¢n6m0<r) = Rnl(r)nm(ea (b)XO'

2. Si aggiunga ad Hy un’interazione di tipo spin-orbita, ovvero:

~ WA A
Hips=¢-L-S
LS A
con 0 < € < 1. Determinare i livelli di energia dell’Hamiltoniana H = ﬁg + H s del sistema.
Mostrare in particolare come l'interazione spin-orbita rimuova parzialmente la degenerazione dei
primi due livelli energetici e identificare una base di autoket dell’Hamiltoniana H per questi due



livelli.

3. Si determino ora gli stati quantistici compatibili con le seguenti proprieta: (i) una misura di
H fornisce con certezza un valore E < 3hiw, (ii) una misura di L. fornisce con certezza un valore
non nullo, (iii) il valore medio di L. & nullo, (iv) una misura di S, fornisce con certezza il valore
s, = h/2.

4. Fra tutti gli stati identificati al punto precedente, determinare lo stato |¢) tale che la probabilita
di trovare la particella nel primo ottante (x > 0,y > 0,z > 0) sia massima.

5. Si determini l’evoluto temporale al tempo t dello ket trovato al punto precedente |p(t)) =

e H1l0)
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Esame di Meccanica Quantistica, 13/09/2021 P

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin % vincolata a muoversi su una sfera. La
sua funzione d’onda ¢ data da

) = AX—1/2 + Bsin?#sin 2¢ X1/2>

dove x, sono le autofunzioni normalizzate di S, con autovalore s e S e l'operatore di spin. Le
costanti A e B sono reali e positive.

a) Si calcolino A e B in modo che |¢) sia normalizzata e che la probabilita di misurare J, = —3h/2
sia 1/4. J ¢ dato da J = L + S, dove L & l'operatore di momento angolare.

b) Il sistema & soggetto alla Hamiltoniana
H= %(ﬂ + 1)

Si calcoli lo spettro, determinando la degenerazione di ogni livello.

¢) Sia |1, t) 'evoluto al tempo ¢. In una misura di energia al tempo ¢ quali valori si possono ottenere
e con quale probabilita? Si calcoli inoltre (v, t|H |1, t).

d) In una misura di L, al tempo ¢ quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?

Esercizio 2. Due particelle identiche di massa m sono vincolate a muoversi nella regione spaziale
tale che |z| < a, |yl <be|z| <c¢, cona>b>c>0.

a) Determinare autovalori ed autofunzioni dell’energia, precisando il grado di degenerazione per il
livello fondamentale ed il primo livello eccitato, sia nel caso di particelle prive di spin che nel caso
di fermioni di spin 1/2.

b) Si supponga che le due particelle siano fermioni di spin 1/2 e che si trovino in un autostato
dello spin totale ed in un autostato della Hamiltoniana con energia pari a quella del primo livello
eccitato. Determinare la probabilita di trovare entrambe le particelle nella regione x > 0.

c¢) Alla Hamiltoniana del sistema viene aggiunta la seguente perturbazione:

N m2h:
V:)\Sma4r1-r2 (1)

con 0 < A < 1. Si determinino le correzioni al primo ordine in teoria delle perturbazioni ai primi
due livelli energetici (sempre assumendo che le particelle abbiano spin 1/2)..
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Esame di Meccanica Quantistica, 25/11/2021 P

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin % vincolata a muoversi su una sfera. La
sua funzione d’onda ¢ data da

[¥) = a(1+20)Y5 (6, 0) | + 3) +bY1 (6,9) | — 5)
dove | + %} sono gli autostati della componente z dello spin S e le costanti a a b sono reali positive.

a) Si calcolino a e b in modo che |t)) sia normalizzata e che la probabilita di misurare J? = 35h2 /4
sia 10/17, dove J = L+ S ed L ¢ 'operatore di momento angolare. Se viene effettuata una misura
di J? su |¢), quali valori si possono ottenere e con quale probabilita?

b) Vengono create due copie dello stato [¢)). Quindi, al tempo ¢ = 0, su ciascuna di esse viene
effettuata una misura di J2, seguita immediatamente da una misura di S,. Sulla prima copia la
misura di J? da %fﬂ e la misura di S, da %ﬁ; si calcoli lo stato normalizzato |B) dopo le due
misure.

Sulla seconda copia, la misura di J? da %h2 e la misura di S, da %h; si calcoli lo stato normalizzato
|C) dopo le due misure.

c¢) Entrambi gli stati evolvono con Hamiltoniana
H=wS,.

Si calcolino gli stati |B(t)) e |C(t)). Se viene effettuata una misura di J, su di essi, quali valori si
ottengono e con quale probabilita?

d) Si calcoli [(B|Lg|C)|.

Esercizio 2. La dinamica di una particella priva di spin e di massa m, & descritta dalla seguente
Hamiltoniana:

A2
A 1 N N 5
Hy(t,p) = 2pim + §mw2 (:Jc2 +49%+92%). (1)

1) Identificare tutti gli autovalori della Hamiltoniana Hy di energia F tale che E < 7Thw. Per ogni
livello energetico specificare il grado di degenerazione e determinare una base di autofunzioni.

Si consideri ora un sistema di 2 particelle identiche, governate dalla seguente Hamiltoniana
Hy = Ho(t1,p1) + Ho(f2, P2). (2)

2) Identificare tutti gli autovalori della Hamiltoniana Hs di energia totale del sistema E tale che
E < Thw. Per ogni livello energetico specificare il livello di degenerazione e determinare una base
di autofunzioni. Si discuta sia il caso di particelle prive di spin che il caso di fermioni di spin 1/2.

Si riconsideri ora una singola particella priva di spin soggetta ad Hy. Viene introdotta la seguente
perturbazione

hw
5H0:6ﬁa:yz (3)
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3) Si determinino le correzioni al primo ordine in teoria delle perturbazioni ai primi 4 livelli ener-
getici, discutendo ’eventuale rimozione delle degenerazioni.

At un certo istante t = 0 lo stato quantistico della particella & descritto dalla seguente funzione
d’onda Y
(@9, 210) = V(@,y,2) = N (V2+ & + &) e EHE+ED/2, (4)
V2y £, = V3z
L Sz

= Y% e N & una costante di normalizzazione.

dove § = 7, &y =

4) Si determini |[N] e il valore di aspettazione degli operatori associati ai vettori posizione e impulso
al variare del tempo: (¢|¢[¢): e (¥|p|e);. Si ignori Veffetto della perturbazione dHy per questa
parte dell’esercizio.



