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Appunti delle lezioni sulle equazioni
alle derivate parziali del secondo ordine

Linee caratteristiche
per le equazioni del 2° ordine

Si cerca la soluzione u(x,y) del problema di Cauchy

F(xvyvu7u$7uy7u$$7u1y7uyy) =0

u(a(m),8(M)) =¢(r) w<r<n
w?ﬂﬂﬂﬁg=gﬁ) o<t

= ¢ (1) = g(r) & (1) +h(r) §'(1)
a(r),B(r)) =h(r) To<T<T Uz Uy

Uy

dove z = a(7r) e y = B(7) sono le equazioni parametriche di una
curva I' assegnata.

= Si cerca una superficie integrale che passi per
la curva (C (dello spazio (x,y,u)) di equazione
r=a(r) y=8(1) u=e()
e che in ogni punto di C sia tangente al piano di equazione

(z = a(m) 9(r) + (y = B()) h(r) = u — o(7)

Linee caratteristiche per le equazioni
quasi-lineari del 2° ordine
Problema di Cauchy

a(:r, Y, U, Ug, uy)u.w: + b(ZL', Y, U, Uy, uy)u:ry + C(:L‘, Y, U, Ug, uy)uyy = f(7«7 Y, Uy Uy, Uy)

u(a(m.BM) =¢(r)  m<r<n
Eam, ﬁm; =g(r) m<r<m

uy(a(r),B(r)) =h(r) T<T<mT

g,(T) =d (7_)'“'!1':1: + ﬂ/(T) Ugy
R(7) = o/ (T)uay + B'(T) uyy

Per poter calcolare .., u.y, uyy Su I' bisogna risolvere il sistema lineare

Se ¢, g,h sono derivabili = {

a(xa Y, U, Ug, Uy)urz + b(xv Y, U, Ug, uy)uu/ + C(% Y, U, Uy, Uy)uyy - f(% Y, Uy Ug, uy)
o (T)uzz + B'(7) Uy = g'(7)
o/ (T)Ury + 5/(7‘) Uyy = hl(T)

: ] .

che ammette soluzione solo se D = det { !

O R 2
Q™o
RO o

sull

Equazione delle linee caratteristiche

Linee caratteristiche: sono le curve lungo le quali
‘D =a(B)2—bd B +c()?= O‘
= se Ssi asseghano le condizioni iniziali sulle linee caratteristiche
il problema di Cauchy & impossibile o indeterminato

dy\2 dzd da\ 2 dy\2 d
éa(—y> —b—m—y—i-c(—x) =0 éa(—y> —b—y—i-c:O
dr dr dr dr dx

Direzioni caratteristiche

@ o b(%yauﬂixauy) :l: \/b(x7y7uau$7uy)2 - 4a($7yau>ux7uy) C(xay7uau$auy)

dx 2a(z,y,u, ug, uy)

Nota. Se l'’equazione ha coefficienti a, b, c costanti le curve carat-
teristiche sono due famiglie di rette con coefficiente an-
dy b=+ Vb2 —4dac

T 2a

golare = costante




Equazioni quasilineari del 2° ordine

‘ a(x, y, u, Uz, Uy)Uzz + b(T, Y, U, Uz, Uy) Usy + (@, Y, U, Ug, Uy)Uyy = [(2, Y, U, Uz, Uy)

Linee caratteristiche

In ogni punto (z,y) le linee caratteristiche hanno tangente data da

dy . b(xyy,%u:r,uy) i \/b(%yywum,uy)Q - 4a(xayauauébauy) C(%%%“m“y)

dx 2a(z,y,u, ug, uy)

e Nei punti z,y in cui|b2 — 4ac > 0| ci sono due direzioni caratteristiche

reali — I|'equazione & iperbolica

Equazioni paraboliche

Le equazioni paraboliche modellizzano problemi non stazionari in cui
predomina il trasporto per conduzione o diffusione.

Esempio

La temperatura u(z,t) assunta in un generico punto z al tempo ¢
da un filo metallico omogeneo termicamente isolato che abbia
temperatura costante 7Ty all’istante iniziale e sia mantenuto a tem-
peratura T4 ai suoi estremi, soddisfa I’equazione

RC

Uz = Ut O<z<L, t>0 L: lunghezza
o Nei punti z,y in cui le direzioni caratteristiche sono R: densita
reali e coincidenti — |'equazione & parabolica u(z,0) =Ty 0<z<L C : calore specifico
K : conduttivita termica
e Nei punti z,y in cui le direzioni caratteristiche sono u(0,t) = u(L,t) =Ty t>0
complesse coniugate — I'equazione & ellittica 4 5
Equazione di diffusione del calore Esempio
dt
é a=1b=c=0 = cT:O ugeg=u xz€R t>0
X
Non si possono assegnare le w(z,0) = { 1 per z<0
Curve caratteristiche: = condizioni iniziali per u e u; O per z>0
lungo l'asse =
. 1 +oo o 2 [t o T
Problema di Cauchy = |u(z,t) = —/ e /4 e = —/ e " dn=erfc | —=
2Vt Ja Nz 57 2Vt

Ugrx = Ut zreR t>0

1 +oo >
= u(x,t) = e*(frfé) /4tf(§) de¢
u(z,0) = f(z) z€R \/47Tt/—oo

Nota. Se f(z) > 0 per z € [0,L] e f(z) = 0 per = ¢ [0, L], u(z,t) > O
perx e Ret>0 = il calore si diffonde
Dominio di dipendenza continuo

In ogni punto P(z,t) la soluzione u(x,t) dipende dai valori del dato
iniziale f(z) su tutto R
= il dominio di dipendenza continuo & tutto R

u(xt)




Problema ai valori iniziali e al contorno
per I’equazione del calore

Ugy = Ut O<z<1l t>0
u(z,0) = f(x) 0<z<1 con £(0) = 4(0)
w(0,t) = g(t) u(l,t)=1(t) t>0

i 2 2 1
u(z,t) =2 e ¥ tsin(knax) {/O (&) sin(kr§) dé+

k=0

ke [ ' R2r2 g (r) — (~1)ki(r)] dr }

Dominio di dipendenza continuo

In ogni punto P(x,t) la soluzione u(x,t) dipende dai valori del dato
iniziale f(z) sull'intervallo [0, 1] e dai valori delle condizioni al bordo
g(t) e l(t) per ognit >0

= il dominio di dipendenza continuo & il rettangolo [0, 1] x [g),t]

Esempio
Ugzr = Ut O<z<1l t>0
u(z,0) = sin(wz) 0<z<1

u(0,t) =0 wu(l,t)=0 t>0

OO 1
u(a,t) =23 e W sinkra {/O sin x¢ sin kré dg} — ™t sin
k=0

0
u(x,t)
0

Schemi numerici per I'equazione del calore

Discretizzazione: z; =:h t; = jk

R={(z;,t}),0<i<N+1,0<j<M+1)}

= uzg (@i, tj) = u(x;, tj)

Lo schema numerico si ottiene sostituendo alle derivate parziali le
approssimazioni ottenute con le differenze finite.
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Formule alle differenze finite

Formula alle differenze finite centrate per ugz(z;,t;):

’LL(.Z‘ 1,t)—2u(3:,t)+u(m_1,t) h2
tj): n SR h; J ! / _EUIIII(givtj)

uzg (T,
0O(h?)

& € [xi—1,241]
E una formula del secondo ordine in h

Formula alle differenze finite in avanti per u(z;,t;):

u(‘r'7t' 1)7u(xlvtl) k
vt k ©J +§wt(5€¢ﬂ7j) nj € [tj,tj41]

ug(z;, ty) =

O(k)

E una formula del primo ordine in k
11




Uno schema esplicito

Usando una differenza centrata per approssimare um(asi,tj) e una
differenza in avanti per approssimare u:(z;,t;) si ottiene I'equazione
discreta

Uitl,j = 2Uij+ i1, _ Ui+l — Ui
h2 a k

Aggiungendo le condizioni iniziali e al bordo si ottiene il seguente
schema numerico esplicito a due livelli temporali, del primo or-
dine in k e del secondo ordine in h:

Condizione necessaria di convergenza

Dominio di dipendenza discreto

Il triangolo AP;;B & detto
‘ dominio di dipendenza
discreto di F;;

i, j+1

-
B

i1, ij i+1,]

La soluzione w;; in P;; dipende dai valori approssimati che cadono

ui i1 = aui—1j+ (1 —2a)u;j +aujpy; i=1,2,...,N, j=0,1,...,.M nel triangolo AP;;B formato dal segmento [z; — %tj,xi + %tj] e dalle
rette di coefficienti angolari i% passanti per P;j.
ui’():f(xi) i:O,l,‘..,N-i-l
Condizione necessaria per la convergenza & che per h, k — 0 il
= o(t = I(t =12 M _k dominio di dipendenza discreto contenga il dominio di dipendenza
ugj+1 =9t 41)  unj+1 =1(tj41) J=12,..., a=-3 . A S
continuo = — — 0 per h,k — 0 (se a = costante si ha — = ah — 0)
12 h 13
Condizione sufficiente per la stabilita Convergenza dello schema esplicito
[J‘7 = [u]_’j, u g, - - - ,’LLNJ‘]T ‘/j = [uoyj, o,... ,uN+17j]T = [g(t]), 0,..., l(t])]T Equazione differenziale (esatta)
1-2a « 0 0 (L), t5) = wiwi, ty) — waga(iy ty) =
« 1—-2a « 0
A= EE = Matrice di amplificazione u(wi, tip1) —u(zi, t;) | k w(@igr, t;) — 2u(ai, t;) + u(zi_1,t;) |, h2
8 8 1 —a2a ) 7a2a = . + Eutt(l’i»nj) - 2 + Eumm(éu t;)

Lo schema esplicito pud essere scritto in forma vettoriale:

Uj1 = AUj + oV

Perturbazione: SO = [0’]__’07 02,0y -+ ,O'N,]_yo]T
= (Uj41+ Sj+1) = AWU; + S;) + aVj
= Sjy1=AS;  j=20= S;=A4ISy = |S;|l < [IAllV - |Sol|

Condizione sufficiente affinché I'errore si mantenga limitato & che
[AllL = |Alloc €1 = 2[a| +[1 -2 <1
k 1

a=—=<—

h2 = 2

Stabilita condizionata

14

Schema numerico applicato alla soluzione esatta

w(zi, tiy1) — u(x;, t;) w(zit1,t;) — 2ulxs, t;) + ulwi-1,t;)
(Lr{ulzi, t)})i = J+l p i) +1: 45 > J LYy

Errore locale di troncamento

7(zi, ;) = (L) (@, t))— (L {u(zi, t;)});; = O(k+h?) — 0 per k,h — 0

= Lo schema & consistente

= Per il teorema di equivalenza di Lax |o schema & condizionata-

ko1
mente convergente per = =< -
gente pera=12=7

15




Studio dell’errore globale

Errore globale: e; ; = u(w;,t;) — u; j
Schema esatto:
u(zy tjpr) = au(zi—1,t;) + (1 — 2a) u(z;, t;) + aulziyy, ty) + 7(x, t5)
= W = AW, + aV; + kT
Jj+1 J J J
errore di
troncamento
Schema esplicito:
ui7j+1 :aui_Lj-l-(1—2a)ui7j+aui+17j = 1,2,...,N j - O,l,...,M

= Uj+1 = AUJ +OCV}

Sottraendo le due relazioni, per I'errore E; = [elﬁj,eQJ,...,eN_l’j]T si
ha
11 Jj+1 1
Ej_|_1 == AEJ + k'Tj == AJ EO + k Z AJ TTT,1
errore di r=1
propagazione errore di troncamento
convergenza = stabilita + consistenza .

Osservazioni sullo schema esplicito

Dallo sviluppo in serie di Taylor si ha

U(l",t‘ ]_)—’lL(ZC‘,t‘) k
up(wi, tj) = —— It . B _Eutt(xiatj)+o(k2)
< -

O(k)

wu(x;gq,t:) — 2ulx;, t;) +u(z;—1,t; h2
( i+1 ]) (h; ]) (zi—1 ]) —Euxzx:p(mi,t]‘) +O(h4)
S —

Um(@’z‘vtj) =

O(h?)

Dall’equazione differenziale di ha: wuy = (up)r = (uzz)t = (Ut)px =

Ugxzrx

1

k
= Se si sceglie 5= 1o cioé|a = = |, lo schema ha ordine O(k2+h%)

(o)}
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Schema di Crank-Nicholson

Utilizzando le differenze centrate

i1, j+1 i, j+1 i+1, j+1

Uij+1 — Ui i
s <$7',7t7'+l> ~ i,Jj+ - i,j i, j+1/2
I3

i-1,j ij i+1,]

1|1 1
Uz (%,Qﬁ) ~ 2 {ﬁ(uwl,j —2u;j +ui—1;) + E(UH—L]-FI — 2w 41 F uim1j41)

nell’equazione wu; <:c7~,t4 1> = Ugx (l’?‘,t. 1 ) si ha lo schema numerico
" i+5 i+ 5
seguente:

—ou_q jp1+2(1+e)u;jpr—auip 41 = auio1 j+2(1-a)uj jtauipy

E uno schema implicito a due livelli temporali, consistente e del

secondo ordine sia in k£ che in h 18

Stabilita dello schema di Crank-Nicholson - 1
Uj - [U]_’j,uzj, ce :UN,j]T

V; = [uo,;,0,...,unt1,41T = [g(t;),0,..., 1(t)IT

2(1 4+ «) —a 0 0
—« 214+ a) —«a 0
0 —a 2(14+ ) —«
0 0 —« 2(1 4 «)

2(1 — @) @ 0 0
« 2(1 —a) « 0

B =

0 a 2(1—-a) «a
0 0 a  2(1-a)

= AUjp1 = BUj+ a(Viy1 +V))
19




Stabilita dello schema di Crank-Nicholson - 2

AUjy1 = BUj + a(Vj41 + V)

Perturbazione: Sy = [01,0,02,0,--.,0N-1,0]7
= AWUjy1+ Sj41) = BWU; + ;) +a(Vip1 +V))
= Sjy1=(ATIB)S; =C8;  j>20=5;=CT8
= 1S5l < [ICP - |50l

Condizione sufficiente
affinché I'errore si mantenga limitato & che ||C]| <1

Esempio
Approssimare la soluzione u(x,t) del problema differenziale
Ugy = Ut O<zx<l, t>0
u(z,0) = sin(7x) 0<z<1 (o t) = " sin ra

uw(0,t) =0 wu(l,t)=0 t>0

con h=0.1lea=1.

Discretizzazione: z; =¢0.1, +=0,1,...,10 ¢t=40.01, j=0,1,...,5

Si dimostra che |||C||> < 1] indipendentemente dai valori di k e h fl _41 f)l 8 (1) (1) 2 8
. o ) A= B = . V;=0
= lo schema & incondizionatamente stabile 0 -1 4 -1 0 1 0 1
0 o0 -1 4 0 o0 1 0
= per il teorema di equivalenza di Lax lo schema & incondiziona-
tamente convergente ” AUj4q = BU; .
Equazioni ellittiche
Le equazioni ellittiche modellizzano lo stato stazionario di pro-
i T blemi descritti nello stato non stazionario da equazioni iperboliche
"I =0 ult=uy =0 o paraboliche.
u.. = =
0.8 I ‘a(x,y,u,ur,uy) Uz + b(x7y7uautaul/) Uzy + c(x,y,u,ur,uy) Uyy = f(x7yv u, urvuy)
07+ o ‘ haN
AT " dy bE\/b?2—4
| p . . o —4ac
° e NN Curve caratteristiche: &/ = 2> V2 —%49¢ b2 —4ac<0
05} /,/ . t=0.05 . \\\ 4 b d.’E 2a
wl s X |
) /s ol e ° = le direzioni caratteristiche sono complesse coniugate
03 :
02t 4 * * Esempio
Yy . o t=0.05
®
‘ s Una membrana perfettamente elastica e omogenea, disposta sul
0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 08 X 0.9 4] 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7 0.8 e 0.9

22

piano zy, € fissata con tensione uniforme lungo il suo contorno I' ed
e sottoposta a un carico trasversale di densita I

Uz + uyy = —a?F(z,y) (z,y) € A a: costante dipendente
dalle caratteristiche

u(z,y) =0 (z,y) el della membrana




Equazione di Poisson

‘Au(ac,y) = uzz(z,y) + uyy(a:,y) - —f(:E,y)‘

d
Curve caratteristiche: a =c=1,b=0 = d—y = +i |z & iy = costante]
X

Problema di Dirichlet

Du(zy) = —[(2,y) (2.9) €0 =0y O]

u(z,y) = g(z,y) (z,y) € 002

Schemi numerici per I’equazione di Poisson

Discretizzazione

Yy=b

Vs

z;=ih 0<i<N
y;j=jh 0<j<M

= uga (x4, yj) Fuyy (i, y5) = —f(24,95)

h

= h
K x, x. X,
0 it i i1

Lo schema numerico si ottiene sostituendo alle derivate parziali le
approssimazioni ottenute con le differenze finite.

Formula alle differenze finite centrate per ugz(z;,y;):

Yo . Secondo
u(wig1yd) — 2u(g, yy) +ulei_1,y;) k2 :
Problema di Neumann " : uae (3, y;) = h2 = {5 tezez(&i,y;) ordine
inh
Au(z,y) = —f(z,y) (z,9) €Q : Formula alle differenze finite centrate per wuyy(z;, y;):
%50 n X, =a
ou i o e W u(wy, yjq1) — 2u(zg,y;) +ulzg, yj—1) b2 Sec_ondo
on = ugng + uyny = g(z,y) (v,y) € 0N uyy (i, y;) = n2 - Euyyyy(%‘y n;) | ordine
24 25 in h
Uno schema implicito Sistema lineare
Usando le differenze centrate per approssimare uz(z;, y;) € uyy(xi, y;) Se N =5 e M = 4 si ottiene il sistema lineare 12 x 12
si ottiene I'equazione discreta i+ 4 -1 0o 0o -1 0 0 O 0 0 0 0] w1 ] [ fir+ 910+ g01 ]
-1 4 -1 0 0 -1 0O O O 0O 0 o u21 f21 4+ 920
0 —1 4 —1 0 0 -1 0 0 0 0 0 u31 f31+ 930
0O 0 -1 4 0 0 0 -1 0O 0 0 O
Wit1,j — QU;‘,’J’ + Wi—1,5 + Wi j+1 — 211,;]' + Ujj—1 _ 7f(:ri, yj) - _ _ u41 fa1 4+ gs1 + gao
h h il g 1. -1 0 0 © 4 -1 0 0 -1 0 0 0 || we f12 + g20
0o -1 0 0 -1 4 -1 0 0o -1 0 0 uo |_| fo2
) L ) . . 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 —1 O || us || fo2
Aggiungendo le condizioni al bordo si ottiene il n 0 0 0 -1 0 0 -1 a 0 0 0 -1/ us s + g5
seguente schema numerico implicito, del secondo ordine in h:
15 N 0O 0 0 0O -1 0 0 O 4 -1 0 0 || us f13 + go3 + g14
L g2 oy t=1,2,..., 0O 0 0 © 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 || uzs fo3 4+ goa
4“7,,] uZ—l,j ul+1,] uZ,j—'—l ul,j—l - h f(m%y]) ] p— 172’ . M 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 u33 f33+934
| 0 0 o0 O 0 0 0 -1 0 0 —1 4 || uss | | fas+ gaa+gs3 |
ug; = 9(0,y;) un,; = 9g(N,y;) j=0,1,....,.M+1
uj0 = g9(x;,0)  u;p = gy, M) i=0,1,..., N+1
) . . . . o ) ] La matrice A e tridiagonale a blocchi e definita positiva
Si tratta di un sistema lineare di NM equazioni nelle NM incognite
Uijot=1,...,N, j=1,..., M. 6 = metodo di Gauss-Seidel o metodo SOR -




Consistenza dello schema implicito

Equazione differenziale (esatta):

w(zit1,y;) — 2u(zi, y;) + u(wi-1, ;)
h?

(Lu) (i, yj) = uge (i, yj) + uyy(:ﬂi, yj) = + O(h2)+

w(zi, yjp1) — 2ules, y;) + wles, yig1)

+ 2

+ O(h?) = —f(zi,y;)

Schema numerico applicato alla soluzione esatta:

w(@ip1,y;) — 2u(@i, yy) + ulwioy, yy) | wlws, yip1) — 2uli, yy) + ulwi, yj—
(Crlu(ai,y)})i; = (zit1,95) (h2 Y;) (zi-1 !JJ)+ (@i, Yit1) (h2 ;) (i, yj-1)

Errore locale di troncamento

T(24,y5) = (Lu) (w4, y5) — (Lr{u(z;,yi) )i =
= —f(25,y)) — (Lr{u(zi,y))})ij = O(h?) = 0 per h—0

= Lo schema & consistente e del secondo ordine

28

Stabilita dello schema implicito

Teorema. Data una qualsiasi funzione discreta
V = {v;}oph_g" T, definita sul reticolo RUOR
si ha

2

a
max|V| < max|V —max|LpV
ax|V| < max|V| + 7 -max|Lp V]

Errore globale: €ij = u(wi,t]—) — Uj 5

(Lrieij})ij = (Lr{u(zs, y) })ij — (Lr{uij1)ij = —7(4, y5)

—f(xi,y)—7(xi,y5) —f(3,y5)
CL2
max le; ;| < max_ e |+ max [(Lr{ei;})ijl =
_ (z4y;)€ER w (z4,y;)€OR " 2 (z,y;)€R B
T max |r(wi,y;)]
= — T\ZLiy Y5
2 (ziyer 7

L'errore globale & controllato dall’'errore di troncamento 2

Equazioni iperboliche

Le equazioni iperboliche modellizzano problemi di trasporto di grandezze
fisiche in assenza di dissipazione (propagazione di onde elettromag-
natiche, onde meccaniche, vibrazioni ...).

‘ a(z, Y, s Ug, Uy) Uze + O(2, Y, Us Ua, Uy) Uy + (@, Y, U, Us,y uy) uyy = F(2, Y, U, Ue, uy)

d b+ /b2 —4
Curve caratteristiche: d—y = =VY T Tac

T 2a

= Ci sono due direzioni caratteristiche distinte
Esempio

Una corda elastica viene perturbata dalla sua condizione di riposo,
lungo I'asse z, e lasciata vibrare. Lo spostamento normale u(x,t) di
un punto z all’istante t soddisfa I'equazione

utt=C’2um zeR t>0

u(z,0) =0 z€R
30

Equazione delle onde

‘ utt:C’Qumx zeR t>0 ‘

Curve caratteristiche: a =1,b=0,c=-C? = — =+C

c+=Ct= costante‘

0%u (&, m)
=z+4+Ct =z-Ct = —22 1=
13 + n Deom
Integrando prima rispetto a n e poi rispetto a ¢ si ottiene I'integrale
generale dell’equazione delle onde

‘u(;mt) =flx+Ct)+ g(x — Ct)‘ f,g : funzioni arbitrarie

u(z,t) & la somma di due segnali che si propagano con velocita +C
mantenendo un valore costante lungo le curve caratteristiche. Anche
le discontinuita si propagano lungo le curve caratteristiche.




Problema ai valori iniziali
per I'equazione delle onde

Problema di Cauchy

Uttzczuac:c re€R t>0
condizioni iniziali

u(z,0) = p(z) w(x,0) =+9(z) z€R

_ B u(z,0) = f(z) + g(z) = ¢(z)
u(z,t) = f(x+Ct) +g(x - Ct) = ui(z,0) = C’f’(a:) o C’g/(x) = (z)

ﬂwryuo=é¢@o¢furyu)=é£%uwu+A A: costante
arbitraria

f@ =5 e + 2 [vEas+ 4] 9@ =3 [o@) - 2 [6()dz - 4]

x+

1 1 Ct .
= |u(z,t) = 5 [e(x 4+ Ct) + p(z — Ct)] + 5C o W(z) dz Formula di

D’Alembert
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Formula di D’Alembert

1 1 rx+t
u(z,t) =, [p(z + Ct) + ¢(z — O] + 20 z—Ct¢(Z) dz

Il valore della soluzione nel punto
P* = (2*,y*) dipende solo dai va-
lori dei dati nell'intervallo
I = [z* - Ct,z* 4+ Ct]
(intervallo di dipendenza)

Dominio di dipendenza continuo: triangolo Ty = Il valore della
soluzione in P* dipende solo dalla soluzione nei punti appartenenti al
triangolo T4

Dominio di influenza: triangolo 7> =- Il valore della soluzione in
P* influenza la soluzione solo nei punti appartenenti al triangol<3)3T2

Problema ai valori iniziali e ai limiti
per I'equazione delle onde

upy = C? ugg O<z<a t>0

u(z,0) = p(z) w(x,0) =9v(z) 0<z<a condizioni iniziali

condizioni al bordo

0,t) = g(t ) = 1(t t>0 L .
u(0,1) 9(t)  ula,t) ) - di tipo Dirichlet

La soluzione & rappresen-
tata da uno sviluppo in
serie di Fourier.

u(0,t)=g(t) u(at)=I(t)

u(x,0=0(x)  u(x,0)=y(x)

0 X a

Nota. Per avere la continuita della soluzione si deve avere g(0) = ¢(0)

e 1(0) = ¢(a) "

Schemi numerici per I'equazione delle onde

upt — C% uge = 0 O<z<1l t>0
u(z,0) = ¢(z) 0<z<1
ut(z,0) = P (z) 0<z<1
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0

Discretizzazione: z;, =i 0<:<N+1

tj=jk 0>j>M+1

= uge(25,t;) — C2 uga(z4,;) =0

X, X, X, X, Xy

Lo schema numerico si ottiene sostituendo alle derivate parziali le

approssimazioni ottenute con le differenze finite a5




Differenze finite per uy, uzy € ut

Formula alle differenze finite centrate per uy(x;,t;):

u(zg tjg1) — 2u(wg, ty) +ulzg, tj—1) Secondo
up(a, 1) = —— -+ o 2122+ O(k?) .
k ordine in k
Formula alle differenze finite centrate per ugz(z;,t;):
u('l-v ,t) - 2U(£C,t) + u(mA—17tA) Secondo
wge (34, 1) = i+15 b ; J ( 27 4+ O(h2?) ’ )
: h ordine in h
Formula alle differenze finite centrate per w;(z;,0):
it1) — iyt
wg(z,0) _ u(@i 1) —uw(wgt1) + 0(k2) Sec_ond_o
2k ordine in k
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Schema esplicito

k2 .
ui7j+1 = 2uz~’j - um_l + Czﬁ(ui—l—l,j - 2ui7j —|— ui_]_?j) 1= 1, 2, ce ,N
j=0,1,...,.M

uj 0 = ¢(x;) i=0,1,...,N+1

Wil — Ui —1

ok =YP(x;) = w1 = w1 — 2kY(zy) i=12,...,N

ug,j = uN41,j =0 j=0,1,2,...,.M

E uno schema esplicito, del secondo ordine in k e h, a due livelli

k
temporali. Posto a:CE si ha

u; i1 = 02uiq;+2(1 — o), + 0Puipq j— i1 1<i<N
0<j=>M

ui,o:so(lmi) 0<i<N+1

ui 1= S02lp(wio1) + e(zip )] + (1= a®)p(zi) + k() 1<i<N

uoj =un+1,; =0 0<j<M+1

Condizione necessaria di convergenza

Dominio di dipendenza discreto

| Py Il triangolo APZ»JB e detto
dominio di dipendenza
discreto di P

n X, B X

L'approssimazione w;; in F;; dipende dai valori approssimati che
cadono nel triangolo AF;;B formato dall'asse delle =z e dalle rette
di coefficiente angolare i% passanti per ;.

Condizione necessaria per la convergenza & che il dominio di dipen-
denza discreto contenga il dominio di dipendenza continuo
1 Ck Condizione di
= la=—<1 - -
Courant-Friedrichs-Lewy
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= =<

C ho—

>

Condizione sufficiente per la stabilita

U] = [ul,j7 UD sy -+ :uN,j]T Ug = [@(Il)a 90(‘772)7 ) @(IN)]T

2(1 —a?) a? 0 0
o 2(1 -0 o 0 Matrice di
R e 2(1e?) w2 amplificazione
0 0 e a? 2(1 —a?)

U= AUp+kY W= [, b2, ()T

Lo schema esplicito pud essere scritto in forma vettoriale:

Uj+1=AUj—Uj_1 ;=12 ..., M

Perturbazione: Sy = [010,02,0,.-.,0n0]"
= (Ujg1+ Sj41) = AWU; + S5) — (Uj—1 - Uj)

:>Sj+1:Aijsj,1 0<j <M
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Sistema alle differenze: S;., = AS; —5;_1 0>53<M
o : B2+1
La soluzione & S; = /Q con AQ = 3 Q=2XQ
Condizione sufficiente affinché I'errore si mantenga limitato & che
A A2
Bl=|=t1/— -1 <1=|\N<2
2 4
. .. . . 2 .0 s .
Per gli autovalori di A siha \;,=2—4a“sin©———~ 1<i<N
2(N+1)
Ck . .
= a = e <1 Stabilita condizionata
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Convergenza dello schema esplicito

Equazione differenziale esatta:

_ wlwi, 1) — 2u(zi, ;) + ulai, tj-1)

2 +002)-

(Lu) (@i, t;) = wa(wi, ;) — C2 tza(i, t;)

_ 2 Wi, t) — 2u(zity) + ul@iog, b))
h2

+0(h?) =0

Schema numerico applicato alla soluzione esatta:

u(x;, t; — 2u(xi, t;) + u(x, tj— u(xit1,t;) — 2u(xi, t;) +ulwi—1,t;
(Cntuten )}y = 0 1012) =20 0) F 1rti) o s t) =20 ) + o 1)

Errore locale di troncamento

T(xi,tj) = (ﬁu)(xl,t])—(ﬁg{u(x“tj)})” = O(k2+h2) — 0 per k,h— 0

= Lo schema & consistente e del secondo ordine

= Per il teorema di equivalenza di Lax lo schema & condizio-

natamente convergente a1
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