Meccanica Quantistica per CdS Matematica, Novembre 2018

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 vincolata a muoversi in due dimensioni e
soggetta alla Hamiltoniana

1 1 w
H = (07 +py) + 5mw’(@® +y) + 7 (L2 +282).
a) Si calcolino le energie e le degenerazioni dello stato fondamentale e dei primi due stati eccitati.

b) Si considerino tutti gli stati che sono autostati di H e e che sono autostati di S, con autovalore
h/2. Siano |A) e |B) i due stati tra essi che hanno energia minore. Si calcolino gli elementi di
matrice (A|z%|A) e (B|z?|B)

Esercizio 2. Si consideri un sistema a tre livelli. Gli stati |1), |2) e |3) costituiscono una base
ortonormale.

a) Si calcolino gli autovettori della Hamiltoniana H sapendo che: (a) una misura di energia su
(J1) + 12))/+/2 da 0 con certezza; (b) una misura di energia su (|1) — |2))/v/2 d& hw con certezza.

b) Si calcolino gil autovalori della Hamiltoniana sapendo che (A|H|A) = hw, con |A) = (|1) +
13)/v2.

c) Si calcoli I'evoluto temporale |A,t) dello stato |A) e Pelemento di matrice (A, t|H|A,t).

d) Si calcoli la dispersione AFE su |A,t).



Esame di Meccanica Quantistica, 29/01/2019

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 vincolate a muoversi in una dimen-
sione e soggette, nel sistema del centro di massa, alla Hamiltoniana
2
p* Si - Sz)

2
— 2.2

dove z = x1 — z2 € la distanza relativa, p il suo momento coniugato e m la massa ridotta

a) Si calcolino gli autovalori dell’Hamiltoniana, la relativa degenerazione e le corrispondenti funzioni

d’onda.

b) All'istante ¢ = 0 una misura dell’energia da con certezza il valore E' = 9/2 fiww e una misura della
componente z dello spin totale S = S + S da con certezza 0. Inoltre, il valor medio del modulo
quadro dello spin totale, S?2, & pari a 2/3 h%. Determinare lo stato pii1 generale compatibile con
queste condizioni.

c¢) Determinare univocamente lo stato in questione richiedendo che il valor medio dell’operatore

O = (51), 21 + (S2), x2 sia il minimo possibile; x1 e 2 sono le coordinate delle due particelle nel
sistema del centro di massa.

Esercizio 2. Un fascio di atomi di idrogeno passa attraverso un condensatore che produce un
campo elettrico uniforme £ lungo 'asse 2. L’elettrone, di massa m e carica —e, & soggetto alla

Hamiltoniana H = Hy + V dove
2

_pr @
HO_Qm T

e V & l'energia potenziale associata al campo elettrico. Si tratti V' come una perturbazione della
Hamiltoniana Hg e non si consideri lo spin.

a) Se |[n = 2,lm) sono le autofunzioni normalizzate di L?, L, ed Ho corrispondenti al livello
eccitato n = 2, si calcolino tutti gli elementi di matrice della perturbazione (2l1mq|V|2lama). Al
primo ordine in &, si calcolino le energie e la degenerazione dei livelli di H che corrispondono al
livello imperturbato n = 2.

b) Al tempo t = 0, all’entrata del condensatore, ’elettrone & nello stato imperturbato 2s, corrispon-
dente al primo livello eccitato n = 2 di Hg con momento angolare nullo. Si calcoli I'autofunzione
al tempo t assumendo che I'evoluzione avvenga unicamente nel sottospazio generato dagli stati del
livello imperturbato n = 2.

¢) Utilizzando il risultato del punto precedente, si calcoli la probabilita di misurare L? = 2h2, ossia
che P’elettrone sia in uno stato 2p, al tempo t.

Se |2im) = Ry ()Y, (8, ¢), I'integrale radiale

Ig/g = / RQZI(T)RQ@(T) 7“3 dT‘
0

vale

Ijo=6a I11=5a Iy =-3V3a

dove a ¢ il raggio di Bohr.
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Esame di Meccanica Quantistica, 15/02/2019

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1 e massa m libere di muoversi in 3
dimensioni sotto ’azione della Hamiltoniana

2 2
P1 P2

B e 2 o)

H:2m 2m

cona<<w,J=L+8,8=58;+89, dove L ¢ il momento angolare orbitale totale, S e S5 lo spin
delle due particelle. Si risolva il problema nel sistema di riferimento del centro di massa delle due
particelle.

a) Si determinino i livelli con energia inferiore a 67w e le relative degenerazioni.

b) Si determinino tutti gli stati |¢)) tali che: i) una misura di energia fornisce sempre un valore
inferiore a 6hw; ii) una misura di S? e di J? fornisce con certezza 2h? per entrambi gli operatori;
(iii) una misura di J, fornisce /i con probabilita 2/3 e —h con probabilita 1/3. Per tutti questi stati
si calcolino i valori che si possono ottenere in una misura di L, e le rispettive probabilita.

c) Per tutti gli stati |¢) calcolati in b), sia |1(t)) I'evoluto al tempo ¢. Si calcoli (¢(t)|xzy|v(t)),
dove x ed y sono le componenti della posizione relativa r = ro — 7.

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin 1. Il suo spin e’ soggetto alla Hamiltoniana
w
H=—(S n)?
2(8 n)
dove n = (cos ¢, sin ¢, 0).
a) Si consideri la base {| + 1),|0),| — 1)} formata dagli autovettori di S, con autovalori +h, 0, —h.
In tale base si scriva la rappresentazione matriciale di S;, Sy, e H.
b) Si determinino gli autovettori ed autovalori di H e S,.

c) All'istante t = 0 il sistema si trova nell’autostato di S, con autovalore 0; si determini lo stato
|1(t)) al tempo t generico.

d) Si calcoli il valor medio di O = S-n, (¥(¢)|0|1(t)), al variare di ¢; se in un misura di O al tempo
t* si ottiene A, quale valore si ottiene al tempo ' > t*?
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Esame di Meccanica Quantistica, 20/05/2019

Esercizio 1. Si considerino due particelle distinguibili di spin 1/2 e la famiglia di stati (conside-
riamo solo la parte di spin)

o) = al = 1/2,1/2) +b]1/2,-1/2),

dove il ket |s1,, s2,) indica un autostato di Sy, e Sy, rispettivamente con autovalori fis1, e hisa,.
a) Si determinino tutti gli stati della forma |¢g) tali che: i) la probabilita di misurare Ss, = h/2
¢ 1/3; ii) la probabilita di misurare SZ,, = 2A% & 1/2, dove Siot = S1 + S2. Si dica quanti sono
gli stati fisicamente distinti che soddisfano le due condizioni e, per ciascuno, si calcoli la funzione
d’onda di spin normalizzata.

b) Le due particelle interagiscono secondo I’Hamiltoniana

H = %Sl - S5,

Supponendo che al tempo ¢ = 0 il sistema si trovi in uno degli stati determinati al punto a), si
calcoli |¢(t)) al tempo t. Se viene effettuata una misura al tempo ¢ = 7/w di Si., quali valori
possono essere ottenuti e con quale probabilitd? E quanto vale per questo valore di ¢ I’elemento
di matrice (1(t)]S12|¥(t))? Si riportino i risultati per tutti gli stati fisicamente distinti calcolati al
punto a).

c) Al tempo t = 7/w viene effettuata una misura di S2, ottenendo 2h%. Quindi il sistema viene
fatto evolvere fino al tempo ¢ = 7/w + ¢ (§ > 0), sempre secondo 'Hamiltoniana H. Al tempo ¢/
viene effettuata una misura di S1,. Quali valori possono essere ottenuti e con quale probabilita?
Si riportino i risultati per tutti gli stati fisicamente distinti calcolati al punto a).

Esercizio 2. All'istante ¢ = 0 la funzione d’onda normalizzata ¢ (z,t = 0) di un oscillatore
armonico quantistico unidimensionale di massa m e pulsazione w €

b(x,0) = (2|)imo = N ol g2 e~ 550" |
2h
a) Si determini la costante di normalizzazione N.
b) Si determini la funzione d’onda v (z,t) al tempo ¢.

¢) Al tempo t si determinino: il valor medio dell’operatore di parita IT (;(|I1]1)); il valor medio
dell’'impulso p; il valor medio della Hamiltoniana; il valor medio dell’operatore 0= Tp + px.

d) Si determini il prodotto Ax(t)? Ap(t)?, dove Ax(t) e Ap(t) sono le indeterminazioni della coor-
dinata e dell’impulso relativi allo stato di funzione d’onda v (z,t).
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Esame di Meccanica Quantistica, 02/07/2019

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 libera di muoversi nel dominio bidimensionale
x> 0,0 <y < L. L’Hamiltoniana a data da

2
1
H = 2])7” + §mw2x2 +aSy + V(z,y)

dove V(z,y) =0se x>0, 0 <y < L; altrimenti V (z,y) = co. Il coefficiente « & positivo.
a) Si calcoli 'energia dello stato fondamentale del sistema.

b) Si considerino gli stati della forma

|) = 56_52/2 (Asin %XJF + Bsin 27Iin—> ¢ = z/mw/h,

per x > 0,0 <y < L. Gli spinori y+ sono autofunzioni di S, con autovalori +4/2. Si determinino
i possibili valori di A e B in modo che gli stati siano normalizzati e che la probabilita di misurare
S, = h/2 sia uguale a quella di misurare S, = —h/2. Tra gli stati cosi determinati, si consideri nel
seguito quello per cui A/B & reale positivo.

¢) Si calcoli il valor medio (|H [¢).
d) Si calcoli il valor medio (1, t[€2S, |1, t), dove |¢,t) & Ievoluto di |t) al tempo t.

Esercizio 2. Si considerino tre elettroni. Siano S, So, S3 i tre operatori di spin associati,
S =814+ 85+ 83, S12 =851+ 55.
a) Si determinino gli autovalori dell’operatore S2.

b) Si determini una base costituita da autovettori simultanei di S?, S, e S%,. Se esprimano gli
elementi della base in termini dei ket |s1,$2.53.), autovettori degli operatori S1,, S2, e S3. con
autovalore hsi,, hso,, hsg,. Ai fini della soluzione ¢ utile notare ’ovvia identita S = S5 + S3.

¢) Si assuma che ’Hamiltoniana sia
H= )\(Slx52m + SlySZy + Slms?)x + SlyS3y + S2x531 + S2y53y)-

Si riscriva I’'Hamiltoniana in termini di S? e S.,.

d) Si calcoli lo spettro dell’Hamiltoniana. Si determinino gli autovalori e la relativa degenerazione.
Per ciascun livello si determinini una base utilizzando gli stati specificati al punto b).
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Esame di Meccanica Quantistica, 17/07/2019

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m vincolate a muoversi
su una sfera di raggio R = 1. Siano S7 e So gli spin delle due particelle, L; e Lo i loro momenti
angolarie S = S1 + S5y, L = Ly + Lo.

La funzione d’onda del sistema ¢ data da

[9) = A (sin 0y cos ¢1 — sin 6 cos ¢2) x (51, 52),

dove x(S1,52) ¢ la funzione d’onda (normalizzata) di spin.

a) Sapendo che (51, S2) ¢ un’autofunzione di S, con autovalore nullo, la si esprima in termini dei
ket |s1.52.), autovettori degli operatori Si, e Sy, con autovalore hisy,, hsa.. Si calcoli inoltre la
costante A in modo che lo stato sia normalizzato.

b) Si effettua una misura della componente z del momento angolare di una delle due particelle.
Quali valori possono essere ottenuti e con quale probabilita?

c) Si scriva lo stato |¢) in termini di stati che siano autofunzioni simultanee di L?, L3, L?, L., S®

ed S,.

d) L’Hamiltoniana del sistema ¢
a

h
con J = L+ S. In una misura di energia su [¢)) quali valori possono essere ottenuti e con quale
probabilita?

H=—(J*4+ L% +wl,

Esercizio 2. Si consideri un sistema unidimensionale costituito da una particella di massa m
vincolata a muoversi in una buca infinita con |z| < L/2, con Hamiltoniana

2
Ho=2 +Vy(a),

2m

Vo(z) = 0 all’interno della buca, Vj(z) = +o0o all’esterno.

(a) Si aggiunga all’Hamiltoniana Hp una perturbazione V = Asin?(7x/L); si determini I’energia
dello stato fondamentale di Hy 4+ V' al primo ordine in A.

(b) Si consideri una particella con funzione d’onda

Y(x) =N [sin(mc/L) + sin(3wx /L) + ei(sﬂsin(Qﬂw/L)] ,

dove N € una costante di normalizzazione. Si determini NV in funzione di 9.
(c) Sifissi § = /2. Si calcoli il valor medio dell’Hamiltoniana Hy su 1.

(d) Sempre per § = /2, si determini la probabilita che una misura di Hy sullo stato ¢ dia il valore
dell’energia corrispondente allo stato fondamentale o al primo stato eccitato di Hy.

I seguenti integrali possono essere utili nel calcolo. Si definisca
w/2
fn,m) = / dz sin(nz) sin(mz)
—m/2

Vale f(1,1) = 7/2, f(2,1) = 4/3, f(3,1) = 0, f(4,1) = —8/15, f(2,2) = 7/2, f(3,2) = 4/5,
f(4,2) =0, £(3,3) =7/2, f(4,3) =8/7, f(4,4) = /2.
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Esame di Meccanica Quantistica, 16/09/2019. Compito A

Esercizio 1. Si consideri, nel sistema di riferimento del centro di massa, un sistema costituito da
due particelle identiche di spin 1/2 la cui Hamiltoniana ¢ data da

2 2 2
mw 1
=", 2 (rl—r2)2+w<J2+Jz>,

2m 2m 4 h

dove L & il momento angolare orbitale del sistema, S lo spin totale e J = L + S.

(a) Si trovino gli autovalori e gli autostati dell’Hamiltoniana per E < 4hw e se ne discuta la
degenerazione.

(b) Si determinino tutti gli stati del sistema compatibili con la seguente condizione: una misura
dell’energia F puo dare solo valori F < ghw

(c) Allistante ¢ = 0 viene fatta una misura sul sistema che, in quell’istante, si trova in uno degli
stati trovati al punto (b). Viene misurato il momento angolare orbitale totale del sistema lungo
lasse z, ottenendo L, = h. Quale €’ lo stato |¢) del sistema dopo la misura? Quindi il sistema
evolve per un tempo t. Quali valori di L? e L, possono essere ottenuti all’istante t e con quale
probabilita?

(d) Si consideri la Hamiltoniana H' = H + V, dove V. = A S; - So (y1 — y2)?. Si calcoli I’energia
dello stato fondamentale al primo ordine in A.

Esercizio 2. E’ dato un sistema quantistico a tre stati che denoteremo nel seguito come |1), |2) e
I3), con la condizione (i|j) = d;;. L’Hamiltoniana di questo sistema ¢ data da

Ho= hoy (D] +[3)(3]) + hws|2)(2|
+ hwg (D)L + [3) (3] + [1)(3[ + [3) (1) (1)

con wy,wsz,ws > 0.
(a) Si trovino gli autovalori e gli autovettori normalizzati di H, esprimendo questi ultimi come
combinazioni lineari di |1), |2) e |3).
(b) E’ dato l'operatore
M = My [1)(1] + M2 [2)(2] + M3 [3)(3].

All’istante ¢ = 0 il sistema si trova in uno stato |¢) tale che una misura di M da M; con probabilita

1. Se viene fatta una misura di energia su |¢)), quali valori possono essere ottenuti e con quale
probabilita?

(c) Si calcoli la probabilita P(t) di ottenere, al tempo ¢, M3 come risultato di una misura dell’osservabile
M. Si determini il piu piccolo tempo t per cui tale probabilita & massima.
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Esame di Meccanica Quantistica, 20/11/2019

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 libera di muoversi su una sfera. Lo stato
definito dallo spinore normalizzato

sin fe
o) = A (ﬁsinz 962i¢>>

dove A & una costante di normalizzazione e lo spinore ¢ riferito ad .S,.
a) Si calcoli la costante A in modo che [iy) sia normalizzato. In una misura di L, su [ig) quali
valori si possono ottenere e con quale probabilita?
b) Al tempo t = 0 viene fatta una misura di L? su 1) ottenendo 2h2. Quale & lo stato |11) in cui
si trova la particella dopo la misura?
c¢) Lo stato |¢1) evolve sotto ’azione della Hamiltoniana

H:%ﬂ,

dove J = L + S. Si calcoli lo stato [¢1(¢)) al tempo ¢t. Quali valori di L, si possono ottenere al
tempo t e con quale probabilita?

d) Si calcoli I’elemento di matrice (¢ (t)]S,|v1(t)).

Esercizio 2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m e pulsazione w e gli

stati
[9) = Co|0) + C1[1) + C212),

dove |n) sono gli autostati normalizzati della Hamiltoniana.

a) Si determinino tutti gli stati |¢) tali che: i) (1|¢p) = 1; ii) il valore medio della Hamiltoniana ¢
hws iii) il valore medio della parita P ¢ 2/3.

b) Si fissino le fasi degli autostati della Hamiltoniana assumendo che essi siano definiti come |n) =
N, (a")™|0) con N,, costante reale positiva, al = (x/xq—ipzo/h)/v/2 e 19 = \/h/(mw). Tra gli stati
|} trovati al punto a) si determini quello tale che: i) Co/Cj & reale; ii) (¥|p[tp) = —h/(3v/2x0); iii)
(Ylaly) = —z0/V2.

c) Per lo stato trovato al punto b), si calcoli I'evoluto temporale [1(t)); si calcoli il valor medio
p(t) = ((t)|plp(t)) ed il pitt piccolo tempo t* al quale p(t*) = h/(v/2x0).



