Esame di Meccanica Quantistica, 28/01/2020

Esercizio 1. Nel sistema di riferimento del centro di massa, I’Hamiltoniana di un sistema tridi-
mensionale composto da due particelle identiche di spin 1/2 e massa m ¢ data da
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dove r = 7] — ry, u = m/2 ¢ la massa ridotta e S7 e Sy sono gli spin delle due particelle.
a) Si determini l'energia dello stato fondamentale e dei primi due stati eccitati, se ne discuta la

degenerazione e si specifichino le corrispondenti autofunzioni.
b) Si consideri ’'Hamiltoniana H = Hy + V/, con

V=T (2RI

dove J = L + S ¢ il momento angolare totale del sistema, L il momento angolare orbitale ed
S lo spin totale; il coefficiente A < 1 e positivo. Si calcolino le energie degli stati con energia
E < Ey+ hw/2, dove Ey & l'energia dello stato fondamentale di Hy. Si specifichi la degenerazione
di ciascun stato.

¢) Si determinino i valori possibili di una misura di L, e le corrispondenti probabilita per lo stato
fondamentale dell’Hamiltoniana H = Hy + V.

d) Si calcoli il valor medio di 72 sullo stato fondamentale dell’Hamiltoniana H = Hy + V.

Esercizio 2. Un fascio di particelle di spin 1/2 passa attraverso un dispositivo di Stern-Gerlach
(SG) nel quale & presente un campo magnetico Bj. Tale vettore giace nel piano zz e forma un
angolo 0 rispetto all’asse z. Sia Sy la proiezione dell’operatore di spin S lungo il campo magnetico.
a) Si scriva Sy come combinazione lineare di S, e S, e se ne dia la rappresentazione matriciale nella
base di autovettori di .S,.

b) Si determinino gli autovalori di Sy ed i relativi autovettori. Si esprimano questi ultimi come
combinazioni lineari degli spinori 7'+, autovettori di S, con autovalore ims.

c¢) All'uscita dall’apparato SG vengono selezionate le particelle con spin orientato lungo il campo
magnetico B e scartate quelle di spin opposto. Calcolare il valore atteso dello spin S, sulle
particelle selezionate.

d) Le stesse particelle vengono infine portate in un secondo apparato SG nel quale & presente un
campo magnetico diretto lungo I'asse z. Si calcoli il rapporto fra il numero di particelle negli stati

\I'ig e \III_/12/ 2 all’uscita dell’apparato. Puo essere utile notare che tale rapporto € uguale al rapporto
delle probabilita di misurare S, = h/2 e S, = —h/2 sulle particelle selezionate al punto c).
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Esame di Meccanica Quantistica, 14/02/2020

Esercizio 1. Una particella di carica e, massa m e spin 1/2, vincolata a muoversi lungo l’asse z,
¢ immersa in un campo magnetico di intensita B con potenziale vettore A = (0, Bx,0), B > 0.
L’Hamiltoniana del sistema, nel sistema di Gauss, ¢

e

H[):HemTLiS'Ba
mc

dove Hep, € 'Hamiltoniana per una particella libera in campo elettromagnetico ristretta all’asse x,
ossia con py = p, = 0 (se si desidera utilizzare il sistema internazionale, si sostituisca e/c con e).

a) Si determini lo spettro dell’Hamiltoniana e la degenerazione dei livelli.
b) Sono dati gli operatori

o (pror + ) @ _
o1+ mwz o = —
Vam P71 ? ? V2m

dove o; sono le matrici di Pauli e w = |e|B/(mc) (sistema di Gauss; nel SI w = |e|B/m). Si mostri
che i due operatori sono hermitiani e che valgono le relazioni Q? = Hy e Q% = Hy (sara data una
valutazione positiva alla domanda solo in presenza del calcolo dettagliato). Si spieghi come tali
relazioni implichino che gli autovalori di Hy sono solo nonnegativi.

Q1=

(px 02 — TwT Jl) ;

¢) Si scrivano ’Hamiltoniana e gli operatori @1 e Q2 in termini di operatori di creazione/distruzione
(salita/discesa) relativi ad un oscillatore armonico unidimensionale di pulsazione w. Si calcolino
{Q1,Q2} = Q1Q2 + Q201 ed i commutatori [Q;, Hy| per i = 1,2.

d) Si calcoli il campo magnetico associato al potenziale vettore A = (0, B(x — Az?),0). Assumendo
che )\ sia molto piccolo, si esprima la Hamiltoniana H in presenza del nuovo campo magnetico come
H = Hy + AV, al primo ordine in \. Si riporti 'espressione esplicita di V.

e) Si calcoli I'energia dello stato fondamentale di H al primo ordine in A, utilizzando la teoria
perturbativa. Si assuma A\ > 0.

/OO dz e—am2 72" — a—1/2—n (2n — 1)”\/7*1_

. on

con n!l =n(n—2)(n—4)---1 oppure 2 a seconda che I'intero positivo n sia dispari o pari.

Integrali utili:

Esercizio 2. Si consideri, nel sistema di riferimento del centro di massa, un sistema tridimensionale
costituito da due particelle identiche di spin 1/2 la cui Hamiltoniana ¢ data da

+f—7+f51'52+903'(51+52)7

dove w e gg sono due costanti positive, r = ro —r; ¢ B = (0,0, B) con B > 0.

a) Si trovino le energie dei primi due livelli della Hamiltoniana, la loro degenerazione ed i corrispon-
denti autostati in funzione del campo magnetico.

b) Si determini per quale valore del campo magnetico lo stato di energia pin bassa ¢ degenere e il
grado di degenerazione.

¢) In assenza di campo magnetico, si determini al primo ordine in teoria delle perturbazioni I’energia
dello stato fondamentale della Hamiltoniana H = Hy + V con

V= —ngcz [(pl —P2)2r'

1



Formule utili. Le autofunzioni di un sistema idrogenoide (Coulombiano) hanno la forma R,, ;(r)Y;" (6, ¢),
dove Y;"(0, ¢) sono le armoniche sferiche e

1 3/2
RLQ(T) = 2() e—r/ro

To

— - Y —r/4ro
) = 2(g) [1-(a)]

1/ 1N\?/r
- = = o —7r/2rg
) = 5 (%) <o> o

con rog = h?/(ne?) e p = m/2. E’ utile la relazione

oo
/ dzz"e % =n!
0
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Esame di Meccanica Quantistica, 21/05/2020, Parte 1

Esercizio 1. Una particella di spin 1/2 vincolata a muoversi su una sfera di raggio unitario ha

funzione d’onda

Y = Asin®cos ¢ (3xs + 4e™x_)
dove A ¢ una costante di normalizzazione, a una fase costante, x4+ e x— sono autostati di S,
rispettivamente con autovalore +h/2.
a) Se si effettua una misura di J2, J = L + S, su 1, quali valori si possono ottenere e con quale
probabilita?
b) Si effettua una misura di L, su ¢ ottenendo 7 e, immediatamente dopo, una misura di J,
ottenendo h/2. Si scriva la funzione d’onda normalizzata v del sistema dopo le due misure.
c¢) Il sistema con funzione d’onda 1; evolve con Hamiltoniana

w
H=_J%
=

Si calcolino i valori misurabili di L, al tempo ¢t e le rispettive probabilita.



Esame di Meccanica Quantistica, 21/05/2020, parte 2

Esercizio 2. Una particella di massa m si muove in due dimensioni sotto ’azione del potenziale

V(z,y) = %mwQ(:E2 + %+ Axy).
a) Assumendo che A sia piccolo, si calcoli 'energia dello stato fondamentale perturbativamente in
A
b) Si calcoli l’energia del primo stato eccitato perturbativamente in .
c) Si effettui un cambio di coordinate corrispondente ad una rotazione di 7/4. Siriscriva ’Hamiltoniana
del sistema in termini della nuove coordinate.
d) Si utilizzi il risultato del punto c) per calcolare esattamente I’energia dello stato fondamentale e
del primo stato eccitato. Si verifichi la correttezza dei risultati ottenuti ai punti a) e b), sviluppando
il risultato esatto in serie di A.
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Esame di Meccanica Quantistica, 30/06/2020

Esercizio 1. Due particelle identiche di spin 1/2 sono vincolate a muoversi su una retta ed
interagiscono, nel sistema del centro di massa, con Hamiltoniana

1
H = ZPZ + V(xl - x?)-

11 potenziale & quello di una buca infinita di larghezza a, ossia V(z) = 0 per |z| < a/2 e V(z) = 00
per |z| > a/2. La massa ridotta del sistema ¢ indicata con p.

a) Nel sistema del centro di massa la funzione d’onda ¢ data da

. 2nx T
Yo = sin —x1 + cos — X2,
a a

dove x1 e x2 sono funzioni d’onda di spin e x = x1 — x2 & la posizione relativa. Si determinino tutti
gli stati 1 tali che: a) una misura di S, su ¥y da 0 con probabilita 1, dove S = S; 4+ Ss ¢ lo spin
totale del sistema; b) il valor medio della Hamiltoniana sullo stato vale h?m?/(ua?).

Nel risultato, si esprimano x; e X2 in termini delle autofunzioni |SS.) di S? ed S, e si normalizzi
la funzione d’onda.

b) Si calcoli 9 (t), lo stato in cui si trova il sistema al tempo ¢ (¢(t = 0) = 1)) ed il valor medio di
S? sullo stato (t).

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin 1/2 la cui dinamica e descritta dall’Hamiltoniana

2 2,.2 1
H=Hy+V Hy=2 " v w(JQ—LQ—QhJZ>,

T 2m 2 ~ 2

dove L & il momento angolare orbitale, S lo spin della particella e J = L + .S il momento angolare
totale del sistema.

1. Determinare gli autovalori dell’Hamiltoniana e discutere la degenerazione dei primi tre livelli
di energia.

2. Scrivere le autofunzioni corrispondenti ai livelli di cui al punto precedente che siano anche
autofunzioni di Hy.

3. All’istante iniziale ¢ = 0 lo stato del sistema ¢ tale che una misura dell’energia fornisce con
certezza il valore F = %hw, e la probabilita che una misura di L? dia 242 & 3/4. Determinare
lo stato piu generale compatibile con questa condizione.

4. All’istante iniziale viene misurato lo spin della particella lungo l'asse z e il risultato della
misura fornisce S, = —h/2. Determinare lo stato della particella all’istante ¢ generico.
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Esame di Meccanica Quantistica, 15/07/2020

Esercizio 1. Una particella di massa m € vincolata a muoversi su un circonferenza di raggio a e
non ¢ soggetta a potenziali esterni.

a) Si calcolino i livelli di energia, la loro degenerazione e le autofunzioni normalizzate, come funzioni
dell’angolo 6, dove 0 ¢ la posizione angolare della particella sulla circonferenza.

b) Sia ora v un’autofunzione dell’Hamiltoniana corrispondente al primo livello eccitato che ¢ anche
autofunzione di L, con autovalore A. Si definisca

V() =ApH) per0<0 <,
$(0) =0 per m < 0 < 27,

dove A & una costante (da calcolare) che rende () normalizzata sulla circonferenza. Quale ¢ la
probabilita di misurare Ejy, I’energia dello stato fondamentale determinata al punto a), su tale stato
7

¢) Viene aggiunta una perturbazione V(0) = Asinf cosf. Si calcolino le energie dei primi tre stati
al primo ordine in .

Puo essere utile ricordare il laplaciano in coordinate cilindriche (r, 0, z):

2 _ 1o (of\, 1&f &f
Vif(r0,2) = r Or + r2 092 + 022"

T@r

Esercizio 2. Un sistema di due particelle identiche di massa m e spin 1 & descritto, nel sistema
del centro di massa, dalla Hamiltoniana

2
H = 571 + %,uwzrg + %Jz,

dove p = m/2 & la massa ridotta, r = 1 — 79, p € il corrispondente momento coniugato; J = L+S,
L e S =81+ 8 sono rispettivamente il momento angolare totale, il momento angolare orbitale e
lo spin totale.

a) Determinare gli autovalori corrispondenti ai primi tre livelli di energia e discuterne le relative
degenerazioni. Determinare i corrispondenti autovettori ed esprimerli in termini di autofunzioni
dell’oscillatore armonico tridimensionale e delle autofunzioni dello spin totale delle due particelle.
b) Calcolare al prim’ordine in teoria delle perturbazioni lo spostamento in energia dello stato
fondamentale dovuto alla perturbazione

V=X[(S1—82) 7
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Esame di Meccanica Quantistica, 14/09/2020

Esercizio 1. Si consideri un sistema bidimensionale con Hamiltoniana
H=Hy+ )\H;

con
Hoy = hw(afa; + a;ay) Hy = hw(a}fay, + a;am),
dove

ay = (mwzx + ipy) a, =

\/2;7@ \/271nhw ey =+ ipy).

a) Si calcolino le energie dei primi tre livelli di H al primo ordine in A (|A| < 1).

b) Si calcoli [Hoy, H1]. Alla luce di questo risultato si spieghi perche il risultato ottenuto in a) ¢
esatto.

¢) Si calcolino le autofunzioni dei primi tre livelli di H nella base ortonormale [n, m) = Cpm(a;)"™(a,})"(0),
dove Cy;, € una costante di normalizzazione positiva.

d) Si calcoli 'evoluto |1(t)) sotto 'azione di H assumendo [¢(0)) = |1,0); si calcoli il valor medio

((t)]2?[w(t).

Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 e massa m che interagiscono nel
sistema del centro di massa con Hamiltoniana

2
1
L LS

Ho=""+7 72

dove r e la posizione relativa, p il relativo momento coniugato, L il momento angolare orbitale e
S = S1 + S5 lo spin totale. Si assuma —%hw <A< ihw.

a) Si calcolino 'energia dello stato fondamentale e del primo stato eccitato e la loro degenerazione.
b) Si consideri H = Ho+V con V = A(L. + 25.) e si assuma 0 < A < 1hw. Si calcoli 'energia
dello stato fondamentale e del primo stato eccitato di H al primo ordine in A.
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Esame di Meccanica Quantistica, 19/11/2020

Esercizio 1. Si considerino due particelle distinguibili, entrambe di massa m, che interagiscono
con potenziale V(r) = —a/r, a > 0, 7 =11 — 2.

a) Si scriva ’'Hamiltoniana Hy nel sistema del centro di massa in termini di 7 e del corrispondente
impulso coniugato p. Si calcolino le energie £ ed Es dello stato fondamentale e del primo stato
eccitato e le rispettive degenerazioni. Si supponga che le due particelle non abbiano spin.

b) Se |1)o) e la funzione d’onda dello stato fondamentale di Hy, si calcoli (1g|r|to).

¢) Si supponga ora che le due particelle abbiano entrambe spin 1/2 e che interagiscano con Hamil-
toniana

H=Hy+ Hg, HS:%51'52+§<51Z—523)
con 0 < A< A/2, B=2A/3, A = Ey— E;. Si calcolino le energie dei primi tre livelli del sistema
con le rispettive degenerazioni. Suggerimento: Si calcolino gli elementi di matrice di Hg nella base
dei ket |S;S; .), autofunzioni di St2 ed S;, con Sy = 81 + S, e si diagonalizzi la corrispondente
matrice 4x4. Si spieghi perche questo calcolo fornisce la risposta alla domanda.
d) Si supponga che il sistema sia nello stato fondamentale di H. Facendo una misura di S?, quali

valori si possono ottenere e con quale probabilita?

Esercizio 2. Si consideri un oscillatore armonico unidimensionale di massa m, pulsazione w e
Hamiltoniana Hy. Al tempo t = 0 lo stato del sistema e descritto dalla seguente funzione d’onda

normalizzata:
N . 7&2/2
(zo) = ta(z) = 75— 2+ (1 +i){)e (1)
1/2_1/4
dove xg = %, &= % e N ¢ una costante di normalizzazione.

Si determinino:
a) i valori che si possono ottenere facendo una misura dell’energia e le relative probabilita;
b) i valor medi degli operatori z,p e dell’operatore parita I1 al variare del tempo.

All’istante t = 27/w il sistema viene perturbato in maniera anarmonica. La perturbazione &
descritta dalla seguente hamiltoniana

6H =\ — 23, (2)

K| &

dove A un parametro adimensionale tale che A < 1. Si calcolino:
c) gli autovalori dell’hamiltoniana H = Hy+6H al primo ordine in A;
d) il valore medio di H sull’evoluto di o (z) un istante dopo l'introduzione della perturbazione.

Polinomi di Hermite:

Hy(§) I,

Hi(§) = 2¢,

Hy(¢) = 4¢° -2,
Hy(6) = 8¢ —12¢.
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