Integrazione numerica

Problema: approssimare numericamente integrali definiti

10) = 1) ar

©
< 8 ; S L'intervallo di integrazione [a,b] pud essere anche illimitato.
S E @ = ==
5 w 5' S g g Si ricorre all'integrazione numerica quando:
2« 2 N
S
% g g' o LA e la primitiva di f non pu0 essere espressa in forma chiusa,
i U © ) sinx 22
E 0 < L" 5 § ad esempio f(z) = — f(z) = e *°;
0w J . Y= T %
2 8 < 5.? 5 5 e |'espressione analitica di I(f) & complicata da calcolare;
< S ®
3 &| ~ 2 =l e i valori di f sono noti solo in alcuni nodi z;, i = 0,...,n,
$) 2' ad esempio quando sono il risultato di misure sperimentali.
Soluzione: approssimare la funzione integranda f(z) con il poli-
nomio interpolatore p,(z), costruito su un insieme opportuno di
nodi z;, 1 = 0,...,n; quindi approssimare I(f) con I(py).
1
Esempio Formule di quadratura interpolatorie

Una macchina da corsa percorre un giro di pista in 84 secondi. La
velocita della macchina viene misurata con un radar ogni 6 secondi
per tutta la durata del percorso. I valori misurati sono riportati in
tabella:

T(G) | O 6 12 18 24 30 36
V (m/s)| 124 134 148 156 147 133 121

T(s) | 42 48 54 60 66 72 78 84
V (m/s)[109 99 85 78 89 104 116 123

Quanto & lunga la pista?

v

Formula di interpolazione di Lagrange:

f(@) =pj(z) + En(z) = ) f(zi) li(z) + En(2)

1=0

U

dr =
i=0

'/abf(x) de = '/ab {if(zi)li(:c) + En(z)

n b b
=i§0f(xi>_/a li(e) do + ['Eu(e) do =

= z';of(xi) ¢i + Ru(f) = Sn(f) + Rn(f)
v e

Parte approssimante Errore di troncamento

b
Coefficienti: c; =/ l;(z) dz o resto
a




Se consideriamo anche gli errori ¢; sui dati si ha
f(@) = pn(x) + En(z) = Y (f(z) + &) li(x) + En(z)

n 1=0 n
= /"bf(a:) dz = ;f(z,:)/ubl,:(x) dx + /:En(:r) dz + ;}ﬁ '/abz,;(x) dx

n b n
= Zf(ll) C; + / En(l) dx + Z E;Ci —
i=0 @ i=0

- H’_/ -
Errore di propagazione

Su(F) =D i) e Parte approssimante
i=0

b
(:7-,:/ li(z) dv Coefficienti
I(f) = SulF) + Ru(f) + RA(F) !

o (n+ 1!

n
Ry(f) =) eic Errore di propagazione
i=0
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Grado di precisione

L'interpolazione & esatta per ogni polinomio ¢, (z) di grado m < n,
quindi E,(z) = 0 = Rp(gm) = 0, cioe la formula di quadratura &
esatta per ogni polinomio ¢, (x) di grado m < n.

Definizione. Si dice che una formula di quadratura ha grado di
precisione v se & esatta per tutti i polinomi ¢, (x) di grado m < v,
ciog Ry(gm) = I(gm) — Sn(gm) = 0, m < v. In particolare, la formula

b b
Ru(f) = / Ba(z) de = [ &) et (6(2)) dz Resto

di quadratura & esatta per i monomi z*, k = 0,1,...,v.

e Una formula di quadratura interpolatoria a n nodi ha grado
di precisione almeno n > 0. U

e Le formule di quadratura interpolatorie sono esatte almeno
per le funzioni costanti. In particolare, se si pone f(z) = 1,
si ottiene

Consideriamo il polinomio di grado 2n + 2

(@) = (7())° = (@ - 20)2( — £1)2 - (& — @)

dove z;, i =0,...,n, sono i nodi della formula di quadratura.

o I(I) = /bH(a:) dz > 0
o I(IT) = Sy(I0) + Ry(IT) = 3 ¢; T(2;) +Rn(IT) = Ry (I0)
=0 =0

== Ry(II) > 0: esiste almeno un polinomio di grado 2n+2 per il
quale le formule di quadratura interpolatorie non sono esatte,
quindi v < 2n + 2.

— Per le formule interpolatorie si ha

n<v< 2n+1 | n>0

Scelta dei nodi nelle formule interpolatorie

Differenti distribuzioni di nodi danno origine a differenti formule di
quadratura con diverso grado di precisione.

e Formule di Newton-Cotes

Nodi equispaziati: z; =a+th i=0,1,...,n h=

vV =mn, n-+ 1 pari
Grado di precisione:
v=n-+1, n+4+1 dispari

e Formule gaussiane

Nodi gaussiani: zeri di polinomi ortogonali, ad esempio i nodi di
Chebyshev; non sono equispaziati e sono interni
all'intervallo [a, b].

Grado di precisione: v =2n + 1 (massimo)




Formula del trapezio: n+1=2,v=1, feC?a,b]

f

p,) Si approssima f(xz) con un poli-
> ™ nomio interpolatore di grado 1
che passa per i punti:

(0, fo), (=1, f1)

1($)

f@) = folo(x) + frla(@) + — = f"(6(2)) =

(z w1)+f(w z0)

=100y F i a)

+ (w —20)(z — z1) f"(&(2))

Parte approssimante:

_ z — 1) 0) g —
S1(£) fo/( e +f/(x1_xo)da:_

1 1 1
= Efo(ﬂﬂl —x0) + Efl(l’l —xg) = E(fo + f1)(b—a) =

1
= E(fo + f1)h

Resto:

b
B() = 3 [~ o)~ o) (6@ dom 57" 7ot

Teorema
della media

Formula di Cavalieri-Simpson
n+1=3,v=23, feCa,b]

Si approssima f(z) con una parabola (polinomio di secondo grado)
che passa per i punti:  (zo, fo), (z1, f1), (z2, f2).

Parte approssimante: S>(f) = g(fo +4f1 4+ f2)

h5
Resto: R,(f) = —%f@') () 7 € [a,b] .

Convergenza delle formule di quadratura

Convergenza: JLmooS"(f) =I(f) = TIImeRn(f) =0

e Al crescere di n il polinomio interpolatore potrebbe non convergere
= anche la formula di quadratura potrebbe fornire risultati inaccu-
rati.

Fenomeno di Runge:

1
@ =10

f(x)

r € [-5,5]

——= Le formule di quadratura interpolatorie convergono in tutti
quei casi in cui converge il polinomio interpolatore. 11




Teorema. Sia f € Cla,b], [a,b] limitato, sia {S,(f)} una succes-
sione di formule di quadratura interpolatorie
n

Sn(f) = > ¢ f(x;) tale che i le;| < M vn,

i=0 =0
allora lim_ Sn(f) =I(f).

Nota 1. Per le formule di quadratura interpolatorie a coefficienti posi-

tivi si ha n n
dlel=Y c=b-a
i=0 i=0

per cui l'ipotesi del Teorema é& soddisfatta con M = b — a.

Formule di Newton-Cotes generalizzate

e Pern > 7 i coefficienti ¢; delle formule di Newton-Cotes hanno
segni sia positivi che negativi — oltre a non essere garantita
la convergenza, si pud avere un'amplificazione degli errori sui
dati, e quindi un’instabilita numerica.

e Per evitare I'uso di formule di Newton-Cotes di grado ele-
vato, quando si dispone di un numero elevato di dati {z;, f;},
1 =20,...,n, si divide I'intervallo di integrazione in N sottoin-
tervalli e si utilizza in ciascun sottointervallo una formula di
Newton-Cotes di grado basso (in genere di grado 1 o 2).

Nota 2.

4
Ogni successione di formule di quadratura interpolatorie a
coefficienti positivi & convergente.

I coefficienti delle formule di Newton-Cotes sono tutti posi-
tivi se n < 7, mentre sono sia positivi che negativi per n > 7.
I coefficienti delle formule gaussiane sono tutti positivi per
ogni valore di n.
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Formula dei trapezi

X
0 X X XN

L'integrale I(f) viene approssimato con la somma delle aree dei
trapezi A;.

b N-1 ...
1(f) :/ f@)de= Y /“Ll f(z) da ~
e j=0 "%

N-1 N-1p
~ A=Y (it )
/=0 /=0 14

Formula del trapezio: n=1, v =1, f e C?a,b)

Jj+1
P, Si approssima localmente f(x)
f(x) con un polinomio interpolatore
di grado n = 1 che passa per i

punti:
(zj, ), (@1, fj+1)

~h

1

) pre; (o) =

f(x) = fili(@) + fit1lj41(2) + 5

) (90—1’]'4—1) (96*903')

1 e
— (zj—wjr1) T (@4 — ) + 5@ =z =241 (@)

§i(z) € [z, 744]

15




Parte approssimante:

i+1 (@ —wjp1) dz + fi41 /’%‘+1 (z —zj) g =

S1(f) —f7/ (]*wj—i—l) zj m

1 1 1

Efj (jp1— =) + 5fj+1(wj+1 —x;) = E(fj + fix1) (@1 —zj) =
h

- 5 (fj + fj—{—l)

Resto:

R =5 [ e e ) o= 5" ()

Teorema

della media T € [z}, 2j41]
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Formula dei trapezi

f;
1

<™

‘A
Xo X Xjeq XN
In ogni sottointervallo [z;,z; + 1], j = 0,...,N — 1, si applica la

b —
formula del trapezio con h = a.

. N-1 o .
1) = [ f@de= Y [ fa)ar=

N—-1

~1p n3
Z 5 (f] +fj—|—1) + Zo <12> f”(Tj) Tj € [a:]yxj + 1]
j=0 j=

17

1)

/abf(m) o = jz_:: / F(@)do =

(fi + fi+1) + Z <

~h h3
<2

I
M7

) () =

*(fo+f1+f1+f2+f2+f3+ fn2t vt v+ fv) - (;;) Zf”(Tz)_

j=1

N-1 b3
(fo—f—ZZf; +f1v) - <E> Nf"(T) 7 € [a,b]

Tn(f) = <f0+22f]+fN)

. ) 1
Formula dei trapezi: J

Ry =- ("2 relai

Grado di precisione: v =1
18

Formula delle parabole

f
2j+1

X X,,.
0 Xy 2(+1) XN

L'integrale I(f) viene approssimato con la somma delle aree al di
sotto della parabola p;(x).

N/2—

1(f) / F(@) do = z / 204D £y dos ~

Nj2—1 N/2-1,
~ 'Zo Aj= 'Zo 3 (f25 + 4 f2j41 + Foi+1))
j= j=

19




Formula di Cavalieri-Simpson

n=2,v=23, feC*a,b]

Si approssima localmente f(xz) con una parabola (polinomio di sec-
ondo grado) che passa per i punti:

(25, f25), (@241, f2541): (T2(j41), fo(j+2))

%
f - f(x)
K Py(x) Tyjur

¢
2(j+1)

f(@) = fal0i(z) + faj41l0j41(2) + fori41) lagi+1) () + WQ(!I) F® () =

3

= fo (z — $2j+1)($ - 932(j+1))

_|_
T (w2 — x241) (w25 — To(j41))

(z — z25)(z — 2p(j41))
(z2j41 — 22)(T2j41 — To(j+1))

+foj+1 +

(z —w2j)(z — w2541)
1) — 227) (Z2(j41) — £2j+1)

TR G "

+é (2 — 22j) (@ — 22j41) (@ — To(j41)) P (@)

§j(@) € [x25, 2o(j41)]

xzj x2j+1 X20'+1)
20 21
Parte approssimante:
T2(j4+1 T2(j+1
So(f) = f2j/ '(] )lzj(év) der + f2j+1/ _(7 )lzj+1(w) dr +
L2; Z2j
Resto:
T2(j+1)
+ f2(j+1)/ T gy (@) do =
Jao; 1 r223j41) 3)
Ro(f) =g (@ —2pp)(a —xoj41) (@ — wo(i 1)) f17(§5(2)) do =

ey /xz<j+1> (@ —22j41)(@ — 2o41)) n N

x2; (225 — w2j+1) (25 — To(j41)) h5 @) el |

— —_ — T4 T5 :172,"172(_1_1)
~— 90 J J J J
1o 1 /'IQ(J'-H) (x - x2j)(x B xQ(j—}—l)) dr + ‘
I S (@241 — 227)(T2j41 — To(j41)) Teorema
ey /xz(j+1) (z — x2j)(x — 22j41) . — della media
20D Jays (@aj1) — 22 (@a(i41) — 2j41)
h
=3 (f2j +4f241 + f2(j+1)>
22 23




Formula delle parabole

In ogni sottointervallo [x2j,x2(j+1)], j=0,1,...,N/2 —1, si applica
b—a

la formula di Cavalieri-Simpson con h =

b NETH oo
I(f) = / f@)de= Y F(z) do =
J

N/2-1 ( 15

<f2j +4fo541 + f2(j+1)) + > (- %> F® ()
j=0

Wl

N/2-1
= >
j=0

Tj € [ajj,acj + 1]

24

N/2-1

b " L2(j41)
10 = [ f@a=Y [ r@i=
a j=0 Zo;
N/2-1 h N/2—-1 B
= Z 3 (f25 + 4f2j41 + fog+1)) + Z (7 %> @ () =
j=0 j=0
- g(f0+4fl+f2+f2+4f3+f4+f4+4f5+f6+"‘+wa72+fN72+4fN71+fN)*
h5 N/2-1 “ h N/2-1 N/2-1 h5 N “
- <%> ;J J ¥ () = 3 fot+4 j;) f2j41+2 ; fai+fn ] — <%> Ef (m)
b N/2—1 N/2—1
Formula Pn(f) =73 (fot+4 o a1 +2 Y foj+fn
delle Jj=0 j=1
parabole: b—a

REWD = (e ) WO relat)

Grado di precisione: v =3

Nota. Per poter usare la formula delle parabole il numero di nodi N + 1 deve

essere dispari. 25

Convergenza delle formule
dei trapezi e delle parabole

Formula dei trapeazi:

Jim T (f) = 1(f) <= lim Ri(f) =0

Se f e C@[a,b]
IR S m = jm -

_b—a
h= N

b—a

12

) K2 f'(r) =0

Formula delle parabole:

Jim Py(f) =1(f) <= Jim RE(f) =0

Se f e C¥]a,b)
b—a

lim RL =, IimRE(f) = lim —<
N RN iy h0 N =0 = (Teo
=b=a

) SASU G
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Esempio

Una macchina da corsa percorre un giro di pista in 84 secondi. La velocita della
macchina viene misurata con un radar ogni 6 secondi per tutta la durata del percorso.
I valori misurati sono riportati in tabella:

7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
t; 0 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 72 78 84
v; | 124 134 148 156 147 133 121 109 99 85 78 89 104 116 123

Quanto e lunga la pista?

Traccia della soluzione.

La lunghezza della strada percorsa da una macchina che si muove a velocita
v(t) nell'intervallo [to,t1] & data da L = f:n‘v(t)dt. Quindi si pud approssimare
la lunghezza della pista con una formula di quadratura generalizzata.

13
Formula dei trapezi: L ~3 <vo +2 Z v + m) = 9855
i=1

6 6
Formula delle parabole: L ~ 2 (m +4> v +2) v+ v15> = 9858
i=0 i=1

27




Errore di propagazione

Assumendo che per I'errore sui dati valga la limitazione |¢;| <& = 0.5,
per I'errore di propagazione si ottiene la maggiorazione:

n n n
RO =12 eicil <D leilleil <e > el
i=0 i=0 i=0
Poiché entrambe le formule di quadratura hanno coefficienti ¢; pos-
itivi si ha

|Ry, (f)|<€Z|c1|<€ZcZ—e(b—a)—05 84 =42
=0 =0
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Criterio di Runge

Nel caso delle formule generalizzate ¢ possibile stimare il resto
senza ricorrere al calcolo della derivata.

Formula dei trapezi: R} (f) = — ( >h2f”(7) 7 € [a,b]

12

Passo h — I(f) = T,(f)+R}(f) = Th(f)— ( >h2f”(7)

—a 2
Passo - = 1(/) = Tija(NH+RL () = TN~ ("2%) (5) ()

Se f"(x) varia poco in [a,b] = (1) ~ (o)

= RE(H) = ("0 w2 - (C50) w27 0) = 4RL ()

29

Passo h  — I(f) ~ Th(f)+4Rh/2(f)
Sottraendo le due formule

h si ottiene |}
Passo - I(f) = Ty o(N)+R] 2(f)

Criterio di Runge (per trapezi): R 2(f) (Th/Q(f) —Tr(f))

Formula delle parabole: R} (f) = <b180 ) R4 £ (1) 7 € [a,b]

Passo 1 = 1() = PN+H{ () = D~ (e | 119

h b— R\ *
Passo J = I(f) = Pua(D+R () = Pua(h)- ( 185‘) (;) F9 (o)
Se f®)(z) varia poco in [a,b] = @ () ~ fP (o)

= R(f) = <b180 ) WO ()~ — <b180 ) I O(0) = 168 ,(f)

Criterio di Runge (per parabole): Rh/z(f) ~ 1—15(Ph/2(f) — P,(f))
30

Estrapolazione di Richardson

Il criterio di Runge permette di stimare il resto tramite le sole parti
approssimanti relative ai passi h e h/2.

La stima ottenuta pud essere utilizzata per ottenere una nuova ap-
prossimazione, piu accurata, dell'integrale.

Estrapolazione di Richardson (per trapezi):

10 = T oD +ARE5(5) = Tya(F) + 5 (Tja() = Th(1)

Estrapolazione di Richardson (per parabole):

I(f) = P}L/z(f)—l-Rh/z(f) Pry2(f) + ¢ (Ph/z(f) Pr(f))

31




Esempio

Qual'e I'errore che si commette approssimando la lunghezza della pista con la
formula dei trapezi?

Per stimare I'errrore si pud utilizzare il criterio di Runge utilizzando come approssi-
mazione al passo h/2 I'approssimazione con passo h/2 = 6 (si usano tutti i nodi) e
come approssimazione al passo h I'approssimazione al passo h = 12 (si usano solo
gli 8 nodi i =0,2,4,...,14).

1
Criterio di Runge per trapezi: R~ 5(9855 —9846) =3

1
Estrapolazione di Richardson: L =~ 9855 + 5(9855 —9846) = 9858

E possibile applicare il criterio di Runge per la formula delle parabole?

Suggerimento: Dividere I'intervallo di integrazione in due sottointervalli, [0,72] e
[72,84], quindi applicare il criterio di Runge per parabole nel primo intervallo e il
criterio di Runge per trapezi nel secondo.

Esercizio
I(e*) = /016‘7” dr=e—1~1.7182818
Passo h = % — Pyp(en) = %(eo + 4e%5 +el) ~ 1.7188611
I(e®) — Pyjp(e”) = —0.58- 1073
Passo h = % — Prja(e®) = %[eO 4+ 4(e925 4 €075) 4 205 4 1] ~ 1.7183188
I(e”) — Pyja(e*) = —0.37-107*
Criterio di Runge:
Ry, = %(P1/4(e"') — Pyja(e”)) = %(1.7183188 —1.7188611) = —0.36-10°*
Estrapolazione di Richardson:

I(e®) ~ P1/4(€'L) + 1—5(P1/4(e"‘) — Pl/z(e"‘)) ~1.7182826 = A

I(f) — A=1.7182818 — 1.7182826 = —0.8 - 10~ ©

32 33
Formula delle parabole: function Matlab
function [I] = parabole(xnodi,fnodi)
% I=parabole(xnodi,fnodi): Approssimazione di un integrale
- % con la formula delle parabole
La funzione trapz(X,Y)
. . . _ nnodi = length(xnodi);
La fun2|one_trapz(x_,Y) permette di approsgmare un mtegral.e con_la a = xnodi(1);
.formulha d(_el tra_pezu. X e Y.sono du.e vettori che con'tengono i nodi e b = xnodi(nnodi);
i valori nei nodi della funzione da integrare, rispettivamente. h = (b-a)/(nnodi-1);
I = h/3*(fnodi(1)+4*sum(fnodi(2:2:nnodi-1))+ ...
>>X=linspace(0,1) . 2%sum(fnodi(3:2:nnodi-2))+fnodi(nnodi));
>>Y=exp (X)
>>trapz(X,Y)
34 35




Formula dei trapezi: programma Fortran

program trapezi

Programma per 1’approssimazione di un integrale
con il metodo dei trapezi.

Input: (da file)

- n+l: numero di nodi

- xnodi(0:n): ascisse

- ynodi(0:n): ordinate

Variabili:

- real a,b: estremi dell’intervallo di integrazione
- real h: passo di integrazione

- integer 1i: indice del ciclo do

- real suml: variabile di accumulazione
Output:

- real Intf: integrale approssimato

* O K X K XK X X X X X X X X X *

implicit none
real suml, Intf, a, b, h
integer nmax, n, i

parameter (nmax=150)
real xnodi(O:nmax), ynodi(0:nmax)

36

Lettura dati di input

open (20,file=’valnodi.dat’)

read (20,%) n

if (n .gt. nmax) stop ’n>nmax’

read (20,*) (xnodi(i), ynodi(i), i=0,n)
close(20)

Inizializzazione variabili

a=xnodi(0);
b=xnodi(n);
h=(b-a)/float(n);
sumI=0;
do i=1,n-1
sumI=sumI+ynodi(i);
enddo
Intf=h*0.5% (ynodi (0)+2*sumI+ynodi(n))

Stampa del risultato
write (*,%) ’Integrale approssimato:’, Intf
Fine del programma

stop
end

37
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