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Appunti delle lezioni
sull’approssimazione

Esempio 1

Nella tavola seguente e riportata la popolazione (in migliaia) dell'Italia
censita ogni 10 anni tra il 1861 e il 2011 (dati ISTAT).

Anno | 1861 | 1871 | 1881 | 1901 | 1911 1921 | 1931 | 1936
Popolazione | 21777 | 26801 | 28460 | 32475 | 34671 37974 | 41177 | 42994
(in migliaia) |

Anno | 1951 | 1961 | 1971 | 1981 | 1991 | 2001 | 2011
Popolazione | 47516 | 50624 | 54137 | 56557 | 56778 | 56996 | 59464
(in migliaia)
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Determinare il tasso di crescita e approssimare la popolazione negli
anni 1850, 1943, 2015. Come si pu0d stimare I'accuratezza dei valori

ottenuti? L

Popolazione (in migliaia)

1 . . . . . . . .
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Anni

>> X [1861:10:1881 1901:10:1931 1936 1951:10:2011];

>> Y=[21777 26801 28460 32475 34671 37974 41177 42994 47516 ...

50624 54137 56557 56778 56996 59464] ;
>> XX = linspace(1850,2015);
>> p = polyfit(X,Y,1)
1.0e+005 *
0.00259298408877 -4.59466448675812
>> YY = polyval(p,XX)

Popolazione (in migliaia)
S
T

1 . . . . . . . .
1840 1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020
Anni

>> X = [1861:10:1881 1901:10:1931 1936 1951:10:2011];

>> Y=[21777 26801 28460 32475 34671 37974 41177 42994 47516 ...
50624 54137 56557 56778 56996 594641 ;

>> XX = linspace(1850,2015);

>> p = polyfit(X,Y,5);YY = polyval(p,XX)

Warning: Polynomial is badly conditioned.

>> p = polyfit(X,Y,12);YY = polyval(p,XX)

Warning: Polynomial is badly conditioned.




Figura 2.1 - Nati @ morti - Anni 1862-2009 ai confini attuali (per 1.000 abitanti)

1962° 9872 1882 1862 19402 1812 1922 1832 1942 1952 1982 1872 19&2 1882 20022 2009

— et Mars

Fante: Istat, Ricostruzone della popolazione residente & del bilancio demografico

Esempio 2

Nella tabella sono riportate le misure sperimentali relative alla forza
F(x) necessaria per allungare una molla fino alla lunghezza x.

x 2 3 4 5 6 8 10
‘F(x) 7.0 83 94 11.3 123 144 159

Determinare la costante elastica della molla.

Soluzione

La forza F'(z) necessaria per allungare una molla fino alla lunghezza =
e data da | F(z) = k(z — 1)| (Legge di Hooke) dove k & la costante
elastica e [ & la lunghezza a riposo della molla.

Le misure date possono essere approssimate con la retta di regres-
sione r(x) = a1z + ag.

La costante elastica della molla & data dal coefficiente angolare
della retta di regressione k = a;.
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> X=[2,3,4,5,6, 8, 10]

>> F=[7.0 , 8.3, 9.4, 11.3 , 12.3 , 14.4 , 15.9]
>> X2 = linspace(X(1),X(7))

>> p = polyfit(X,F,1);y2 = polyval(p,X2)




Esempio 3

Per misurare il diametro di alcuni fori di coordinate

x pollici | 2.00 4.25 5.25 7.81 9.20 10.60
y pollici 7.2 7.1 6.0 5.0 3.5 5.0

praticati su una lastra di metallo di dimensione 15" x 10" viene utiliz-
zato un laser collocato all’estremita di un braccio meccanico di un
robot.

Determinare il cammino ottimale che il braccio deve compiere per
collegare i fori. Il cammino deve essere sufficientemente regolare, in
modo da impedire variazioni di direzione troppo brusche, e breve.
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0 2 4 6 8 10 12
X

>> X=[2.00 4.25 5.25 7.81 9.20 10.60]

>> Y=[7.2 7.1 6.0 5.0 3.5 5.0]

>> x2 = linspace(X(1),X(6))

>> yy = spline(X,Y,x2)

>> p = polyfit(X,Y,5);y2 = polyval(p,x2)

Esempio 4

Date le coordinate di alcuni punti nello spazio, disegnare una superficie
che riproduca I'andamento dei punti.

—— Computer graphics, disegno di fonts ...

PIXAR

& H
DA 4

e o

1998 Academy Award

Best Animated Short Film
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Approssimazione di dati e funzioni

Problema

Data la tabella {z;,y;}, i = 0,...,n, si vuole trovare una funzione
analitica ¢;; che approssimi i dati.

La tabella {z;,y;} pud essere il risultato di misure sperimentali op-
pure pud rappresentare i valori di una funzione la cui espressione
analitica € nota ma complicata da calcolare direttamente.

Per poter costruire una funzione approssimante bisogna stabilire

e in quale classe di funzioni si vuole operare

e il metodo di approssimazione
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Classi di funzioni approssimanti

Polinomi algebrici di grado M a coefficienti reali: M+ 1 parametri
Py(z) =apg+ajz+ - +ap_12M 1 +apaM ap € R Vk

Polinomi trigonometrici di ordine M a coefficienti reali:

2M + 1 parametri
M

Ty(z) = Y. (apcos(kz) + bysin(kz)) ar,bp € R Vk
k=0
e Funzioni razionali: M + N + 2 parametri
()
pn(x)

R]W,N(m) = PMsPN polinomi
e Funzioni esponenziali: 2M parametri
M
Gy(x) = Z ay, exp(by x) ar, by € R VEk
k=1

e Funzioni splines: polinomi a tratti di grado M e regolarita lengl

Metodi di approssimazione

e Interpolazione: si sceglie la funzione approssimante ¢;; in modo
che

‘cp]w(azi) =y; 1=0,1,....n Condizioni di interpolazione

Si usa quando i dati y; sono accurati.

e Approssimazione ai minimi quadrati di dati discreti: si sceglie la
funzione approssimante ¢;; in modo che minimizzi la quantita

n
2
> [@M(aci) — yz] Scarto quadratico
i=0
oppure, introducendo i pesi w;,

n
2 .
Z w; {goM(mi) - yl} Scarto quadratico pesato
i=0
Si usa quando i dati y; sono poco accurati e in numero elevato.

Esempio: retta di regressione s

Approssimazione ai minimi quadrati

Problema.
Data la tabella {z;,vy;}, ¢ = 0,1,...,n, si vuole trovare una fun-
zione analitica ¢,; che approssimi i dati.

In questo caso la tabella ¢ il risultato di misure sperimentali ciascuna
delle quali e affetta da un errore di misura «;.

Metodo di approssimazione: si sceglie la funzione approssimante
@y in modo da minimizzare

n
> len () — vil? Scarto quadratico
i=0

oppure, introducendo i pesi w; > 0, Vi,

n
> w; lea(x) — yi]Q Scarto quadratico pesato

1=0
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Caso lineare

Funzione approssimante:
pm(z) dipende linearmente da M parametri:

Y0, Y1 M (M << n
= em(z) = vvo(z) + v1v1(z) + -+ yudn ()
dove {¢.(x)}r=o0,. . A € una base per lo spazio di approssimazione

Metodo di approssimazione: si minimizza lo scarto quadratico

o2(50, 715 ) = Y. [20%0(@) + v (@) + -+ you (@) _yz’f

=0 e (z:)

Risolvere il problema dell’approssimazione ai minimi quadrati vuol
dire individuare i coefficienti reali v, che rendono minimo 02(70, e YM)-

Nota. L'approssimante ai minimi quadrati in generale non passa per

i valori {x;,y;} ma " vicino" ad essi.
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Minimizzazione di o

e Per minimizzare 0 bisogna annullare il gradiente

9o2 0 & 5
=) [em(z) —y]*=0 k=0,1,...M
O O g:o ‘ '
n O (x;)
:>22(¢M($i)_yi>%:0 k=0,1,...M
i=0 Yk

=23 [vovo(e:) +7191(@i) + - + yrons (i) — vi] vr(zi) = 0
=0 k=0,1,...,M

Y0 > vol@) () + 71> 1 (@) () + - -

=0 =0

ey Y om @) YR(x) = Y yitp(e) k=0,...,M
i=0 i=0
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Sistema delle equazioni normali

e Per trovare i coefficienti incogniti a;, bisogna risolvere il
sistema delle equazioni normali:

h07070+h071'71+'-~+hO,M’YM:Uo n
hje = > vj(@) ()

hopivo+h1171+ - Fhimvym =01 dove =0
........................................................ vy = iyzwk(%)
hovyo+hivvi—+ - +Fhy vy = v i=0

(3
HT =B hoo hoa1 -+ howm
T = ooy myl? H=| 701 h1 o hiv | o gunxr+1)
B = 0,1, ol AR
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Unicita della soluzione

Definiamo il vettore Y = [yo,y1,....ym]7 = |B=VTY H=vTy

Yo(zg) Y1(xo) Yol(zo) - Yar(xo)

dove v = | Yo@1) vi(e1) va(e1) - dul@) c R(n+1)x(M+1)

Yo(zn) Y1(xn) va(zn) -+ Ya(zn)
= Se le funzioni {¢;(z)} sono linearmente indipendenti, la matrice
V & regolare

= Perogni X ¢ RV siha XTHX = (VX)T(VX) = ||[VX|]3 > 0. Inoltre,
per la regolarita di V, I'uguaglianza vale se e solo se X =0

= H e definita positiva e quindi regolare

= Il sistema delle equazioni normali ammette un’ unica soluzi?ge T

Calcolo dell’hessiano

e Per verificare che la soluzione del sistema sia un minimo bisogna stu-
diare I'hessiano

{ 8252

37;‘3%} =2 L;d)j(xi)wk(%)} =2H

j,k=0,...,M
= La matrice hessiana 2H & definita positiva

= la soluzione del sistema delle equazioni normali
corrisponde a un minimo.
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Sistema delle equazioni normali

Polinomio algebrico ai minimi quadrati n n
Definizioni: s, := Y zf vp =D y;xk k=0,1,..,. M
i=0 i=0
Tabella: {z;,y;} 1=0,1,...,n
Il sistema delle equazioni normali diventa
Funzione approssimante:
} sopag+s1a1+ ... +spyay =v
Py(z) =ag+ a1z + -+ apy 2™ 4 apaM oo Mo
s1ag+spal+ ...+ spyq1apy =v1 HA—B
Metodo di approssimazione: si minimizza lo scarto quadratico
n 5Ma0+3M+16L1+~--+82MCLM:UM
o2(ag, a,...,ap) = Z l[ag + a1z; + -+ aM_lasz_l + aMxZM —y;]2
=0 Py () so 81 o SM
A= lag,a1,...,ap)7
Funzioni di base: H=|°% 92 o SMH+1 e R(IM+1)x(M+1)
Yo(x) =1, Y1(a) = a, ..., dp(a) =ab, -, Py (a) =2V B = [vg,v1,...,opr] 7
SM SM+1 " S2M
20 21
Retta di regressione
Condizionamento ) o i -
del sistema delle equazioni normali La retta di regressione ¢ il polinomio di grado 1
Pi(z) =ag+ a1z
1 o . jtk41l |on che approssima i dati {z;,y;}, i = 0,1,...,n, (n >> 1) nel senso dei
; n . xX - - -
H = [hji)j k=01 hjj, = St & e thde = " minimi quadrati.
: n+ 17 Jzo jH+k+1],,
so—’_mma integrale Equazioni normali = Soluzione
vpS2 — V1851
in: — an == ——————
Esempio: [z, zn] = [0, 1] 4050 4 a1s1 = vg 0 S05m — 8%
=
1 1/2 1/3 1/M ags1 + a1s0 = v ap = $Qv1 — S1Y0
) 1/2 1/3 1/4 s 1/(M 1) 5082 — 87
o [WL%:O,M = 1/3 1/4 1/5 o /(M +2) dove n no
so=n+1 o = . o= .
1M 1/(M+1) 1/(M+2) --- 1/2M ,;; ‘ Eo ‘

H & proporzionale alla matrice di Hilbert = H & malcondizionata

22
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Esempio 2

La forza F'(z) necessaria per allungare una molla fino alla lunghezza =
e data da |F(z) = k(z — )| (Legge di Hooke) dove k & la costante
elastica e [ & la lunghezza a riposo della molla.

Nella tabella sono riportate le misure sperimentali relative alla forza
F(x) necessaria per allungare una molla fino alla lunghezza =x.

i 0o 1 2 3 4 5 6
z; 2 3 4 5 6 8 10
F(z;) | 7.0 83 9.4 113 12.3 14.4 159

Determinare la costante elastica della molla.
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Esempio 2: soluzione

Per trovare la costante elastica della molla si devono approssimare
i dati in tabella con il polinomio ai minimi quadrati di primo grado
(retta di regressione): |Pi(z) =ag+ a1z

Il coefficiente aq fornisce |I'approssimazione della costante elastica.
Risolvendo il sistema delle equazioni normali si ottiene
ap = 5.049 a1 = 1.1383.

Per questi valori dei coefficienti si ha "

6
02(ag,a1) =Y [ag + a1z — yi]* = . P
i=0

= 1.0071 '

Retta di regressione: programma Fortran

program rettaregr

implicit none
real sO, s1, s2, vO, vi, a0, al
real x(125), y(125), den
integer n, i
character filename*15

*

* Lettura dei dati di input

*
write (*,*) ’Inserisci nome del file’
read (*,*) filename
open(1l,file=filename,status=’0ld’)
read (1,*) n
if (n .gt. 125) stop ’n troppo grande’
write(*,*) ’n=’, n
read (1,*) (x(i),y(i),i=1,n)
close(1)
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* Calcolo di sO, s1, s2, vO, vl
*

s0 = float(n)

sl = 0.
s2 = 0.
vO = 0.
vl = 0.
doi=1,n
s1 = s1 + x(i)
s2 = s2 + x(i)*x(1)
v0 = vO + y(i)
vl = vl + x(i)*y (i)
enddo

*

Calcolo coefficienti della retta di regressione

den = sO*s2-sl*sl
a0 = (vO*s2-vi*sl) / den
al = (sO*v1i-si1*v0) / den

*

Output

write (*,%*) ’a0=’, a0, ’al e’’ ’, al
*
* Fine del programma

end o7




Interpretazione probabilistica - 1

Siano z una variabile deterministica e y = ag + a1z la variabile
dipendente, legata a = da una relazione lineare. Per ogni coppia
{z;,y;} valgono le relazioni y; = ag + a1x;, i =0,...,n.

Supporremo che i dati {z;,y;} siano affetti da rumore con errore
statistico ¢;.

Definizione. A partire dai dati {z;,y;} si definiscono la varianza e
la covarianza rispettivamente come

- ! —7)? cov(x S z;—T)(Y; — Yy
var(x)—m;(ml ) ( ’y)_n—l—lg( i )(yi —9)

dove
_ 1 _ 1
rc—n_i_lzzrl y—n_i_l;yz

i

sono le medie osservate.

28

Interpretazione probabilistica - 2

Ipotesi: R o o
1) z & una variabile deterministica

2) E(g;) = 0 (valore atteso)
3) var(g;) costante per ogni ¢
4) cov(ej, e;) = 0 per ogni i # j

Nel metodo dei minimi quadrati si minimizza la quantita
o2(ag,a1) = 3 (ag + ayz; — y;)?
i

Se valgono Hp. 1-4 i coefficienti ag € a1, soluzione del problema di
minimo, possono essere scritti come

_ e+ DCiziv) — (Cizi)(Eiyi) _ cov(z,y)

(n+1)(2d) — ()2 var(x)
_ Civ)(Eie?) — (Siw) (Siways) _ T a5 =g — cov(z,y) -
(n+ 1)(22) — (5 7:)2 ! var(z)
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Interpolazione
Tabella: {z;,y;} 1=0,1,...,n

Funzione approssimante:
pp(z) dipende linearmente da M + 1 = n + 1 parametri:

Y0, Y1, In
4

Yo(xo) Y1(xzo) Yo(xg) --- Ynl(zo)

v = | Yo(z1) ¥1(z1) ¢az1) - ¢n(z1) c RO+1)x(n+1)
wo(ﬂfn) P1(xn) Yo(zn) - Yn(xn)

yr=vy =

H B
Risolvere il problema dell’interpolazione equivale a risolvere il

sistema lineare VI=Y 20

Condizioni di interpolazione
VIl=Y
)

Y0 Yo(xo) + 71 ¥1(x0) + v2¥2(x0) + - - + Wm¥n(x0) = wo

n(zo)

Yovo(x1) +v1¥1(x1) +v292(x1) + - -+ Wmn(z1) = y1

en(x1)

0 Yo(Tn) + 71 ¥1(xn) +y2¥2(xn) + -+ Y Yn(zn) = yn
8071(3371)

on(ro) =yo, en(z1) =y1, o on(zn) =yn

= La funzione interpolante passa per i valori {z;,y;}.
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Interpolazione polinomiale
Tabella: {z;,y;} 1=20,...,n
Intervallo di interpolazione: [a,b] = [zg, zn]
Funzione approssimante: p,(z) =ag+aiz+ - +a,_12" 1 4+ apa”

pn(z;) = y;

(i=0,1,....n) — Interpolazione

Metodo di approssimazione:

Risolvere il problema dell’interpolazione vuol dire individuare il poli-
nomio py, cioe i coefficienti reali a;, che soddisfano le condizioni di
interpolazione. Questo equivale a risolvere il sistema lineare

p(zo) = a0 + aizo + axx? 4+ - 4+ a2l = o

= J 2 “oe n —
ple) =} do + am 4 @n 4 oo ok o, va=vy
p(zn) = ao + aizn, + a233721 + -+ anﬂvz = Un

32

Unicita del polinomio interpolatore

1 =z ac§ SRR ap Yo

n
VA=v]con v=| 1 #1171 = #1149 |y | ¥
1 zp 22 --- 2l an Yn

Matrice di Vandermonde

La matrice di Vandermonde di n41 nodi distinti {z;}, i =0,...,n+
1, € regolare poiché

detV = H(J}Z*l‘7) *0

J>i

= esiste un'unica soluzione A del sistema.

U

Esiste uno e uno solo polinomio p, di grado n che verifica le
condizioni di interpolazione

p”(zi):yi i=07"'7n

33

Condizionamento della
matrice di Vandermonde

La matrice di Vandermonde pud essere malcondizionata.

Esempio 1.: n+ 1 nodi equispaziati in [0, 1]

n+1[1[2] 3 4 5 6
K1(V) [ 4]24]216 | 1.7067e+003 | 1.2500e+004 | 9.8784e+004
n+1 7 8 9 10 \

Ky(V) | 8.1271e+005 | 6.2915e+006 | 4.8184e+007 4.0042e+008\

Esempio 2.: n+ 1 nodi di Chebyshev in [0, 1]

n+1 1 2 3 4 5 6
K1(V) ] 2.4142]6.9761 | 18.637 | 46.951 | 1.3157e+002 | 3.7648e+002
n+1 7 8 9 10 \

K7(V) | 1.0200e+003 | 2.6550e+003 | 6.7024e+003 1.6514e+004\

Nota. Poiché la matrice di Vandermonde & malcondizionata per n elevato e,
inoltre, il costo computazionale per la soluzione del sistema lineare VA =Y pud
essere elevato, si preferisce ricorrere ad altre strategie per costruire I' unico poli-
nomio interpolatore p,.
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Polinomi di base di Lagrange
Base dei monomi: {1,z 22 ... 2" 1 2"}
e ¥ & un monomio di grado k
= pn(z) =ag+ a1z + -+ a,_12"" 1 + ana”

Polinomi di base di Lagrange: {{g(z),¢1(z),...,4,_1(z),ln(x)}

n

T — Xy r—x r—X xr—x r— r—x

A J 0 1 k—1 k+1 n

O (z) = H = . .
jzomk—acj L —XQ T — 1 T — Thp—1 T — Th41 Tl — Tn
jFk

e l.(z), k=0,...,n, € un polinomio di grado n

1 se i=k

.gk(xi):{o se i#k

e |'espressione di ¢, (z) dipende solo dai nodi {z;}
35




Espressione di Lagrange del polinomio interpolatore
pn(z) = v0lo(z) +v1l1(x) + - + Yp—1ln—1(z) + ln(x)

Lo(xo) £1(wg) Lo(xg) -+ In(xg)

v = | folz1) fi(z1) fa(z1) - fn(z1) — = T=Y]

fo(ﬂﬁn) fl(xn) EQ(Z‘H) @n(mn)

- pn(a) = 3 i li(x) = La(x) € P
TN

compaiono esplici-
tamente i valori nei
nodi

¢;(x) dipende
solo dai nodi
36

Esempio 1

Data la tabella
Anno | 1940 | 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010

Popolazione | 1327165 | 151326 | 179323 | 203302 | 226542 | 249633 | 281421 | 308745
(in migliaia) |

approssimare la popolazione negli anni 1930, 1965, 2015. Quanto
sono accurati i valori ottenuti?

2 3.

15 3
28
1
26
05 224
A\
‘ 822

£ 2

L
&
@

18

Polinomi di base di Lagrange

16
15 14

-2 1
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 1930 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Anni Anni

Polinomi di base di Lagrange Polinomio interpolatore
(il simbolo ¢ indica i punti

di interpolazione)
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Interpolazione di polinomi
L'interpolazione & esatta per i polinomi ¢, di grado m <n.

{2 am(zp)} k=0,...n = Ln(z) = Y qm(zy) &(2) = gm(z)

k=0
Esempio.
10|12 .
Datalatavola| z; |-1 | 0| 1 xpyy)
Y; O 4 2
costruire il relativo polinomio (x¥;)
interpolatore. 1
(xﬂ,.yo)
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Soluzione

I dati sono n+ 1 = 3 quindi il polinomio interpolatore € un polinomio
di grado 2.

_ G@-e)@-m) _ a-1)  _1 |
o) = a0 —2) — CDC1-1) 2"V Nz
(z) = (z—xo)(x—22) _ (z+1)(z—-1) = G+ D@1

(z1 —z0) (21 — 22) IR

iy EmmE ) @D 1o

(w2 —xo)(z2 —x1)  (1+1)(1) 2

2
pa(z) = Z yr Le(z) = 0-Lo(x) + 4 - L1(x) + 2 - La(x)
= k=0

= A4@+)z-1)+(@+1)r=-322+2+4

(Xg:¥Yg)
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Aggiungiamo alla tabella la coppia di valori (z3,y3) = (2,—6) e calco-
liamo il nuovo polinomio interpolatore.

i 0 |1]2]3
i 1] 2 = il polinomio interpolatore & di grado 3
yi O 4 2 —6

B

1
=
o

3
= p3(x) =)y lu(z) =

k=0
z—x1)(z—22)(z — @ = —322 g 4= )
lo(z) = ( 1)( 2)( 3) 751(17 Dz —2) x4+ a4+ pa(x

(w0 — 21) (zo — w2) (w0 — x3)

f() = LI EE 5D 2 4 ) 1) - 2)

(z1 — wo) (21 — 2) (w1 —a3)

N (z —20)(x — z1)(z — 23) _ 1 ” ol —
= (22 — o) (w2 — 1) (w2 — x3) ot Delw=2)

v (G@-z)(@-—z)(@—a2) 1 . e —
(=) = (23— x0) (w3 — 1) (23 — 22) 3( + Da(z —1)

(x5¥3)
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Interpolazione di funzioni costanti

L'interpolazione & esatta per i polinomi g,, di grado m < n.
n
Sem=0 = Ly(x) = Z qgo(x) () = qo(x) = costante
k=0

In particolare, se qp(x) = 1, allora go(z) =1 per k=0,1,...,n

= Ln(z) = Y go(x) fr(z) = qo(2) =1

k=0 1
Y fp(z) =1
k=0
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Errore nell’interpolazione polinomiale

Tabella: {z;,y;} i=0,...,n

Errore di troncamento: causato dall’aver approssimato la fun-
zione con il polinomio interpolatore

Errore di propagazione: dovuto agli errori sui dati di input (errori
di misura o di arrotondamento)

Errore totale polinomio "ideale”

v N\
Ei(z) = f(z) —pn(z) = f(x) —pr(x) + pr(x) — pn(z) =
errore di troncamento errore di propagazione
- En(x) + E; (x)

42

Espressione dell’errore di troncamento

Polinomio "ideale”:

pi(x) = > flag) p(x)

k=0
Errore di troncamento: E,(z) = f(z) — p}(z)

e L'errore di troncamento deve essere nullo nei nodi poiché il poli-
nomio interpolatore soddisfa le condizioni di interpolazione:

(i) = f(x;) = En(z;) = f(z;) —pp(x;) =0 i=0,...,n
e L'errore di troncamento deve essere nullo se f(x) & un polinomio

di grado <n

Polinomio nodale: 7,(x) := ﬁ (x—x;) = (zr—z0)(x—21) - (T — 1)
=0

FOr ()

Errore di troncamento: | E,(z) = m,(x) (n+ 1)1
n H

¢(z) € [zo, zn]




Limitazioni dell’errore di troncamento - 1

FrtD(e(2))

SO0

Errore di troncamento: |E,(x) = m(x)

Il punto &(x) in cui calcolare la derivata non & noto — la formula
dell’errore di troncamento ci permette di ricavare delle limitazioni

Limitazioni per eccesso e per difetto
m < fOHD@) <M 2 € [a,b]

% < Fn(a) < (MnﬂTn(l:;)' e e =0
Gz Bl 2 TS se (@) <0

a4

Limitazioni dell’errore di troncamento - 2
Limitazione sul modulo
fOtD@) <p z€lab]

E <U i
| En ()] < mhn(ﬂf)\

Esempio: nodi equispaziati z; =xg+ih (i =0,...,n)

@) = [[ (@ =) = (2 — w0) (@ — 21) - (z — wn)

1=0

Grafico di m7(x) . N
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Errore di propagazione

Errore sui dati: { e; = f(x;) —y; errore di arrotondamento
' =94

€ =0 errore di misura
¢ n n
Ei(x) = pp(@) —pnlx) = Y f@) 4i(z) = Y (f(zi) + &) Li(x)
i=0 =0
S B0 = -3 & t@)
i=0

n
Se |¢;| < € si ottiene la limitazione ||E;(x)| < EZ |4;(z)| = e A(x)
i=0

n rappresenta il coefficien-
Funzione di Lebesgue: |A(z) = Z |4;(z)||te di amplificazione degli
=0 errori sui dati

Costante di Lebesgue: |A;, = max A(xz)
a<x<b

46

Proprieta della funzione di Lebesgue

e A(x) dipende solo dai polinomi fondamentali di Lagrange e, quindi,
dalla distribuzione dei nodi

n
e Poiché > /li(z) =1 = A(z)>1

i=0
Nodi equispaziati in [a,b] Nodi di Chebyshev in [a,b]
z; = a—+ih h:bia, i=0,...,n x':b_acoszi—'_lf b+a i=0 "
' ‘ 2 n+12 2
2n+1 >
Ap — ———— pern— oo =
n enlognp An—>7r|ogn per n — oo

Ay %)
Aylx)

n =7 Intervallo: [0,7] n =7 Intervallo: [O,L]




Esercizio Traccia della soluzione
- a) La tabella contiene 4 nodi, quindi il polinomio interpolatore &
! 0 1 2 3 di grado 3.
Data la tabella | z; 0.0 0.4 0.8 1.2 (2 — 21)(z — 22)(z — 23) 1
- _— - 1 — 2 — 3 —_— ro— ro— ro—
y; | 0.00000 0.42839 0.74210 0.91031 lo(z) = (2o — 21)(x0 — 22) (20 — 73) 0.384(L 0.4)(z —0.8)(x — 1.2)
. , . o : . f(z) = Emrd@—w)@—ws) 1 gy g0
a) scrivere I'espressione del polinomio interpolatore di Lagrange; 1 (21 — 20) (71 — 72) (1 —23) _ 0.128 : :
(z — z0) (@ — z1) (= — x3) 1
0o(z) = =_ —04)(z—1.2
b) sapendo che 0 < f(#)(z) < 5.657, dare una limitazione per eccesso 2(@) (z2 — w0) (w2 — 1) (z2 — 3) 0128"’3(‘/’5 )z )
e una per difetto dell’errore di troncamento nei punti ¢t; = 0.2, (s(z) = (z—zo)(x —z1)(x—x2) _ o(z — 0.4)(x — 0.8)
tr = 0.6, tz = 1.0; (23 — 20) (23 — 21)(23 —22)  0.384
3
c) valutare la costante di Lebesgue e dare una stima dell’errore di p3(to) = p3(0.2) = > 9, £,(0.2) = 0.226606
propagazione. 3 k‘?O
= p3(z) = Y ypl(z) = { p3(t1) =p3(0.6) = > 3 £,(0.6) = 0.601508
k=0 k§0
p3(t2) = p3(1.0) = >y, £;(1.0) = 0.846320
48 k=0 49
b) Errore di troncamento: Fs(x) = 3% ;@ (1) 1€ (0.0,1.2) 3
- =3 41 o c) Errore di propagazione: |E}(t—0)| <& [(;(z)| = A(z)
i=0

m3(x) = (x — z0)(x —x1)(z —22)(z —23) = z(z — 0.4)(x — 0.8)(z — 1.2)

m3(tg) = 73(0.2) = —0.024
n3(t1) = 73(0.6) = 0.0144 m=0< f®(z) < M =5.657
m3(ty) = 73(1.0) = —0.024

t
Stima di E3(ty) — —0.00566 ~ "3 O)M< E5(to) <7T3A(“0)m <0
t
Stima di B3(t1) — 0< ﬂi(ul) < B3(t1) <”3( 1)\ ~ 0.00339
t
Stima di E3(t;) — —0.00566 ~ 7730({ 2) \1< Ba(ty) < 3A(, 2 <0

Nota. Le approssimazioni di tg € tp SONO per eccesso, mentre
I'approssimazione di t1 € per difetto.
Inoltre |E3(tg)| < 0.05, |E3(tp)| < 0.05 — un decimale
esatto, mentre |E3(¢1)| < 0.005 — due decimali esatti. so

Poiché i dati di input hanno 5 decimali I'errore di arrotondamento
sui dati @ : |g <0.5-107°% =&,

3
A(to) = > [4;(to)| = 1.625 — |E%(t1)| < 0.8-107°
i=0
3
A(t1) = > [4;(t1)] = 1.25 — |E4(t2)] < 0.6 -107°
i=0
3
A(t2) = > |4;(t2)| = 1.625 — |E5(x)| < 0.8-107°
=0

Nota. L'errore di propagazione & trascurabile rispetto

all’errore di troncamento.
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Polinomio interpolatore Polinomi di base di Lagrange

Svantaggi dell’espressione di Lagrange

1 1.5 del polinomio interpolatore
0.8 1
0.6 e L'espressione di ciascun polinomio di base di Lagrange [, (x)
0a 0.5 dipende da tutti i nodi z;.
0.2 0 Esempio: {zg,z1,z5}
_ (@—z)(z—x2) ) = (&= @o)(x —x2) ) = (@)@ —z1)
% 02 04 06 08 1 12 % 0.4 0.8 12 e CEr R s R BN CEEn[CE
Polinom?(o nodale Funzioned’?Lebesgue e Se si aggiunge un nodo bisogna ricalcolare tutti i polinomi
0.02 1.8 ;. e, quindi, pn.
0 1.6 Esempio: {aco,azl,acg,x?,}
N (@—z1)(z—22)(x —x3) ) = (z — 2z0)(z — x2)(x — x3)
0.02 ' o) = (w0 — @1) (w0 — @2) (x0 — @3) h(=) = (z1 — o) (w1 — x2)(x1 — 23)
- (z —xo)(x — 21)(z — x3) (z —x0)(x —21)(x — x2)
1.2 z) = z) =
t2(z) (z2 — x0) (x2 — w1) (22 — 23) fa(=) (z3 — wo) (23 — w1) (23 — 22)
'0'040 0.4 0.8 12 10 0.4 0.8 12 Un’espressione del polinomio interpolatore p, piu efficiente & data
X X 55 dalla formula di Newton alle differenze divise. 53
Differenze divise ) o
Tavola delle differenze divise
Tabella: {z;, f;} 1=20,1,...,n (Nodi distinti)
Differenze divise di ordine zero: ‘f[:si] =f; 1 =0,1,... ,n\ e Per calcolare la differenza divisa k—esima servono k41
valori della funzione
Diff divi . _ flzd = flzgl 01 L ) )
ifferenze divise prime: | f[z;, ;] = T g WIES Lot 7 e Con n+ 1 nodi si possono costruire n — k4 1 differenze
1
! divise k — esime, € pertanto una sola differenza divisa
Differenze divise seconde: n — esima
x;,xi| — flzi, T o . . . (
f[mivmjaxk;]zf[l j] f[] k] Z?]vkzovla"'vn Z#]#k#l o Jo flzo, z1]
Tj — Tk 0,Z1
1 f1 Jlzo, z1, x2]
i o ) ) e flz1, x2] flwo, x1, w2, 23]
La differenze divisa k-esima relativa a k+1 nodi distinti zg,z1,..., 2, z2 fo flz1, 2, x3] flxo, z1, 22, 23, 24]
e definita da flz2, z3] flx1, w2, 23, 4]
3 f3 : | flza, 23, x4]
— fls, za
f[x07x17___’mk]:f[xo@l,m,wk—ﬂ flz1, 22, ..zl va fa
Tro — T
54 55




Tavola delle differenze divise

e Se si aggiunge un nodo la tavola alle differenze divise viene
modificata solo per I'aggiunta di una nuova riga

zo fo
flzo, z1]
z1 f1 flzo, z1, x2]
flxy, x2] flwo, x1, 2, 23]
z2 f2 Sz, 22, 23] flzo, z1, 2, 23, 4]
f[wg,l’g] f[11,$2,$3,$4] f[iEo,?J1,ZL’2,:IJ3,.’E4,;L‘5]
z3 f3 flz2, x3, 24] fl1, 22, 3, 24, 5]
flzs, za] Jlwo, 23, 4, 5]
x4  fa flzs, x4, 5]
flza, zs]
z5 fs
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Forma di Newton del polinomio interpolatore

L’espressione del polinomio interpolatore nella base dei
polinomi nodali

{1,(z —z0), (x —x0)(x —21),..., (x —xo)(x —21) - (x —xp_1)}

e data dal polinomio di Newton alle differenze divise:

Po(fix) = flzol + (& — o) flro, z1] + (x — 20) (x — x1) f[xo, x1, 22]+

+--+ (@ —z0)(x—21) (& —xp_1) flro, 1, ..., 2n] = pn(x)

Errore di troncamento

E”l(m) - 7777(1:) f[$7 ZQs L1y - - 7$n7$n+1]
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Espressione dell’errore di troncamento

(n+1)
En(z) = () J”(ngf)) — mn(@) flz, 20,21,y ]
(k)
= SefeCthom] = |flroenal =Ty g, a)

Stima dell’errore di troncamento

_ f(n+1)(tn+l)

Se f(TH—]-)(;E) esiste = f[aso,:vl,...,xn+1] = (n+1)! ty+1 €

[SL’O,$”+1]
Se f(»+1D(z) varia poco in [zg,zn] = fOTD (&) ~ fF (1,4 1)
En(x) =7, flz,x0,21,...,2,] =

FODE) L FOH ()
(g1 (n+ 1)!

= m(x

| En(2)~mn(2) flwo,x1, -, @n, Ty 1]

- Wyl(I)‘f‘[Io,CCl,... ;Inaxn,«l»l] s

Propagazione degli errori nella
tavola alle differenze

Il calcolo delle differenze divise € molto sensibile agli errori sui dati

Esempio:
zo fo
flzo, x1] .
z1 f1 f[ﬂf?0~761,962]-i-?;2
Flwa,21] + = flzo, x1, 2, 23] —%
h . 2h €
zo fate fley, 2, 23] — flzo, @1, 22,23, 24] +
B h B 4h
fles, z2] — i’ ) fle1, 22, w3, 24] + 13
z3  f3 flz2, x3, x4] +ﬁ
flza, z3]
x4 fa

e L'amplificazione della perturbazione nel calcolo delle differenze divise
e tanto maggiore quanto maggiore € l'ordine della differenza divisa
che si vuole calcolare

e Poiché le differenze divise al crescere dell’ordine hanno valori via via

pit piccoli, si possono verificare fenomeni di cancellazione nu5r51erica




Differenze divise: function Matlab

function[outl,out2] = poldifdiv(xnodi,fnodi,xeval)
% Polinomio interpolatore alle differenze divise:

% [pn,tavdif] = poldifdiv(xnodi,fnodi,xeval)

%

% Input:

% xnodi(1l:nnodi): coordinate dei nodi

% fnodi(1l:nnodi): valori nei nodi della funzione da interpolare
% xeval(i:m): coordinate deipunti in cui calcolare il polinomio interpolatore
%

% Output:

% pn(1l:m): valore del polinomio interpolatore calcolato in xeval
% tavdif(1:nnodi,1l:nnodi): tavola delle differenza divise

o

%

% Usa la function difdiv

YA

% Calcolo della tavola alle differenze divise

m_difdiv = difdiv(xnodi, fnodi);
Calcolo del polinomio interpolatore
nnodi = length(fnodi);
pn = m_difdiv(1,1);
pnod = 1; %polinomi nodali
for i=1:nnodi-1
pnod = pnod.*(xeval-xnodi(i));
pn = pn + pnod*m_difdiv(1,i+1);

B

function[outl] = difdiv(xnodi, f)
% m_difdiv = DIFDIV(xnodi, fnodi)

% Calcolo della tavola alle differenze divise a partire
% dai valori dei nodi e dalla funzione nei nodi (memorizzati nella
% prima colonna della matrice m_difdiv).

% Input:
% - xnodi(1l:nnodi+1): coordinate dei nodi
% - fnodi(l:nnodi+1): valori della funzione nei nodi

% Output:

% - difdiv(l:nnodi+1,1:kord+1): tavola delle differenze divise (per colonne)
% nella prima colonna ci sono i valori fnodi

%

%

nnodi=length(xnodi) ;
kord = nnodi-1;
m_difdiv = zeros(nnodi,kord+1);
m_difdiv(:,1) = £’;
for j = 1:kord,
for i = O:nnodi-1-j,
m_difdiv(i+1,j+1) = (m_difdiv(i+1,j)-m_difdiv(i+2,3))/(xnodi(i+1)-xnodi(i+j+1));
end

end
end v
% Output outl = m_difdiv;
outl = pn;
out2 = m_difdiv;
60 61
* Lettura dei dati di input
- - - R *
Differenze divise: programma Fortran open (10, file=’valnodi.dat’)
o read (10,*) nnodi
program poldifdi if (nnodi .gt. nmax) stop ’numero di nodi troppo grande’
* read (10,*) (xnodi(i),fnodi(i),i=0,nnodi)
* Calcolo del polinomio interpolatore alle differenze divise. close (10)
*
*
* Input: * Verifica se i nodi sono distinti
* - nnodi: numero di nodi (<20) *
* - xnodi(0:nnodi): ascissa dei nodi distinti = puntidis( nnodi+1, xnodi)
* - fnodi(0:nnodi): ordinata dei nodi if ( .not. distinti ) stop ’i nodi non sono distinti’
* - x: punto in cui si vuole calcolare il polinomio interpolatore *
* Output: * Costruzione della tavola alle differenze divise (fino all’ordine nnodi)
* - difdiv(0:nnodi,0:nnodi): tavola delle differenze divise *
* (memorizzate per colonne) open (10, file=’diffdiv.dat’)
* - polintx: valore del polinomio interpolatore nel punto x do i = 0, nnodi
* difdiv(i,0) = fnodi(i)
parameter (nmax=20) enddo
double precision xnodi(O:nmax), fnodi(0:nmax) kord = nnodi
double precision difdiv(0:nmax,0:nmax) call diffdiv( nmax, nnodi, xnodi, difdiv, kord)
double precision x, polintx write (10,*) ’Tavola alle differenze divise’
integer nnodi, kord, i, j do i = 0, nnodi
logical distinti, puntidis write (10,100) xnodi(i), (difdiv(i,j),j=0,nnodi-i)
enddo
100 format (2x,f6.2,5(2x,e12.6))
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logical function puntidis(n,xn)

*
* Verifica se gli n punti xn sono distinti
*
" * Input:
* Calcolo del polinomio interpolatore * -~ xn(n): coordinate dei punti
« * Output:
N polintx = polhorn( nnodi, xnodi, difdiv, x) : - puntidis: e’ .false. se i punti non sono distinti
* write (10,110) x, polintx double precision xn(n)
110 format (2x,’I1 polonomio interpolatore in x=’,f8.5, "
& > vale:’,el2.6) s
N puntidis = .true.
* Fine doi=1,n
N do j =i+1, n
close(10) if (xn(i).eq.xn(j)) then
stop puntidis = .false.
end return
endif
enddo
enddo
*
end
64 65
subroutine diffdiv( nmax, nnodi, xnodi, difdiv, kord) COnvel’genza del DOllnoml Intel’p0|at0rl
* Calcolo della tavola alle differenze divise a partire
* dai valori dei nodi e dalla funzione nei nodi (memorizzati nella X . i .
* prima colonna della matrice difdiv. Si ha convergenza se, in assenza di errori di arrotondamento,
*
* Input: n||—>moc p’!l(‘r) = f(m)
* — nnodi: numero di nodi
o z‘i‘;ﬁé%?ﬁﬁg;i;j:gfd\l;iziidzzﬁgd;mziOne ei nodi cioe se all’aumentare del numero dei nodi il polinomio interpolatore
* - kord: ordine delle differenze a cui arrivare (se kord>nnodi si pone kord=nnodi) approssima sempre meglio la funzione.
* Output:
* - difdiv(0:nnodi,0:kord): tavola delle differenze divise (per colonne) A
* Esempio 1: f(x) =sinh(z) =z € [-2,2]
double precision xnodi(O:nnodi), difdiv(0:nmax,0:nmax)
integer nnodi, kord, i, j
*

kord = min(kord,nnodi)
do j =1, kord
do i = 0, nnodi-j
difdiv(i,j) = (difdiv(i,j-1)-difdiv(i+1,j-1))
& / (xnodi (i) -xnodi(i+j))
enddo
enddo

return

end 66

All’aumentare di n il poli-
nomio interpolatore ap-
prossima sempre meglio
la funzione. Per n =10 il
grafico di p1p(x) coincide
con il grafico di f(x).
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Polinomio interpolatore

Errore di troncamento

0.8

0.6 2

0.4

0.2 4
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Nota. All'aumentare di n aumen- N
tano gli errori di arrotondamento = ~
che possono distruggere il risultato.

Esempio 2: f(z) = b x € [-5,5] (Funzione di Runge)
1+ 22

All'aumentare di n il 25 Pao )

polinomio interpolatore 2

oscilla sempre di piu in " o0 o,

prossimita dei bordi (non ' 2\

dipende dagli errori di o

arrotondamento) N ol " I
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Teoremi di convergenza - 1

b— k
Teorema 1. Se f € C®[a,b] e lim (b—a)” max | f(®)(z)| = 0, allora
k—oo k! a<z<b

nli_}moo pn(x) = f(x) uniformemente in [a,?].

Nota. Le funzioni con derivata equilimitata in [a, b] soddisfano le ipotesi del teorema.
Esempi: sinz, cosz, e”.

Teorema 2. Sia F'(z) I'estensione di f(x) nel piano complesso. Se
F(z) & olomorfa in una regione A del piano complesso contenente
[a,b] e, detta d la distanza di OA da [a,b],

d>b—a
allora nIme pn(x) = f(xz) uniformemente in [a,b].

1

Nota. Per I'esempio di Runge, la funzione F(z) = Fpye ha due singolarita in
z

+i. Per I'intervallo [-5,5] si ha d =1 < b—a = 10, quindi non si ha convergenza.

Se si considera invece l'intervallo [2,3] si ha convergenza poiché in questo caso

d= b—a=1.
V5 > a 0

Polinomi di Chebyshev

Si possono dare delle condizioni di convergenza con ipotesi meno re-
strittive su f(x) se si scelgono nodi di interpolazione z; particolari.

Ponendo = = cosf si definisce

‘Tn(x) ;= cosnf = cosn(arccosz) n=20,1,.. ‘

Ricordando che 2 cos6fcosnf = cos(n+ 1)0 + cos(n — 1)6

To(z) =1 T(z) ==z
per ogni n, Tp(xz) & un

polinomio di grado n

=
Tn—l—l(x) =2z Tn(x) - Tnfl(w)
(Relazione di ricorrenza)

I primi polinomi del sistema {7, (x)} sono

To(x) =1 Ti(x)=z To(z)=222-1 T3(z) =423z
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Nodi di Chebyshev

Per ogni n i nodi di Chebyshev sono gli n 4+ 1 zeri del polinomio di
Chebyshev di grado n + 1.

Dalla definizione di T}, si ottiene immediatamente
Tpy1(z) =0 < (n+ 1)9:(21'4-1)% i=0,1,...n

e Nodi di Chebyshev dell’'intervallo [—1,1]

21 1
xczcos<z+ -E> i=0,1,...,n
! n+1 2

e Nodi di Chebyshev dell'intervallo [a,b]
—a a—+b

2
b— 2i+1 b
q;cz aCOS<z+ z>—+— +Cl i=O,1,...,n
v n+1 2

Cambiamento di coordinate: ¢ = b

2
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Teoremi di convergenza - 2

Teorema 3. Se [ & lipschitziana in [a, b], la successione dei polinomi
interpolatori sui nodi di Chebyschev converge a f uniformemente in
[a, b].

Il polinomio nodale =& (x) costruito sui nodi di Chebyschev ha le

seguenti proprieta :

()

(b—a)nt! A

C —
e max |7l (z)| =5t
AT g WL NT W
o max |my ()| > max |xf(2)] oo )
z€(a,b] z€|a,b]

1 -05 0 0.5 1

Nota. I nodi di Chebyshev sono tutti interni all'intervallo [a, b]

a<azl <b i=0,1,...,n
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Funzioni splines

Definizione. Si definisce partizione A di un intervallo [a,b] un
insieme di punti z;, ¢ = 0,1,...,n tali che
Ala=zrg<zi <2< ...<2p_1<Tpn=2~=

Definizione. Si definisce funzione spline di grado m associata
alla partizione A di [a,b] una funzione S;,(z) tale che
e Spy(xz) & un polinomio di grado m in ciascun
sottointervallo T; = [z;_1,z;], i=1,2,...,n

e Sy(x) € C’mfl[a,b]

Nota. Sy, (x) € un polinomio perz € (z;_1,2;) = Sm(x) € C®(x;_1,x;)

Sf,lf)(az;) = Sf,f’)(xj') per k=0,1,...,m—1 == la spline &
'liscia’
74

Splines lineari interpolanti

e Una spline lineare S;(z) & un polinomio lineare a tratti nell’intervallo [a,b] che
nei nodi z; deve soddisfare le condizioni di

‘Continuita : Si(zf) = Si(z7)  i=0, ln‘

e Una spline lineare interpolante nei nodi z; deve soddisfare anche le

‘ Condizioni di interpolazione: Si(z;) = v; i=0,1,..., n‘

Per x € T; = [x;—1,x;] S1(z) € P;. Dalle condizioni di interpolazione

1
= | S1(z) = n {(% —2)yi1+ (x —zi 1)y hi=z—xi1 TET
7

La spline lineare interpolante
esiste ed € unica




Una base per lo spazio
delle splines lineari

Se introduciamo una base (B-splines) B;(z), i« = 0,...,n, per lo
spazio delle spline lineari tale che

1 se i=j "
Bi(z;) = { 0 se i = S1(z) = g:oyz' B;(x) x € [a,b]
La funzione B;(z) & un polinomio lineare in T; che soddisfa il problema
di interpolazione: B;(x;) =ej, j =0,...,n, dovee; = (0,0,..., 1 ,...,0)
i
Lot se x € [wi_1, 24
hi
Bi(x) = % se x € [, Tigp1] i=1,...,n—1
i+1
0 altrove
nor se z € [zo, x1] ] se T € [Th_1, 2]
Bo(x) =4 ™M Bu(z) = fin
0 altrove 0 altrove
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Partizione: a =290 =0.9,21 = 1.3,23 = 1.9, 24 = 2.1,
r5 =2.6,r5g = 3.0,27 =3.9,b=2g=4.4

y; = 0,1.5,1.85,2.1,2.6,2.7,2.4,0
7

Spline lineare interpolante: Si(x) = Z y; Bi(x)
i=0

Splines cubiche interpolanti
Splines cubiche (m = 3): S$7(z;) = sV ) k=012

Condizioni di interpolazione: S3(xz;) = vy; 1=0,1,...,n

Costruzione della spline cubica interpolante

S3(x) & un polinomio di grado 3
in ogni sottointervallo
,Ti = [mi_l,mi], 1= 1,2,...,7’L:

S3(x) e, = si(z) € P3




La derivata seconda di S3(z) & una funzione lineare a tratti:

1
SE(@)|zer; = 8} (2) = W {(Ii —z)M; 1+ (z — xi—l)Mi}

= si(xi1) = M1, s{(z) = M; = S5(z;) = M;

.'z(x

S0 NS, %) Y

i=0,1,

hi=xz;—x;1

vy T

Nota. Le costanti M; sono incognite da determinare e individuano

la spline.
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Poiche S4(x) e continua si pud integrare due volte per ottenere
S3(x):

Sh(@lper, =si@) = [ sl(x)de =

3

1
=5 [ (@i —2)2Mi_1 + (2 — 2_1)2M;| 4 C;

Ss(@loer; = si(e) = [ sia)de =

1
= on [(%‘ —2)3M;_1 + (z — Ii—1)3M7:] + Ci(z —xi—1) + D;
7
Le costanti di integrazione C; e D; e le incognite M, individuano
la spline cubica interpolante e si determinano imponendo che S3(z)
soddisfi:
i) le condizioni di interpolazione: S3(z;)) =vy; ¢=0,1,...,n
i1) la continuita della derivata prima nei nodi interni:
Si(x;) = S4(f) = si (@) =si(z) i=1,...,n—1
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Le condizioni di interpolazione danno
1 1 La continuita della derivata prima da
yi = si(x;) = o (z; — ;1) M; + (2; —2;1) C; + D; = gthi + hiC; + D;
' h} hi s;_l_l(aci) = si(x;) i=1,...,n—1
1 1
yi—1 = si(zi—1) = o (z; — ;1) Mj_1+ D; = ghz'QMi—l + D; v )
(3
h} “2hins (ig1 — 2)° M+ Ciyq1 = E(%’—xifl)zMi‘i‘Cz‘
i N e A
) . Y hiig h?
Ci= ;(yi*yifl) *é(Mz'*Mzel) )
T
C_ 1 1 hi 1 1 h;
2 i=12...,n Mt (i — ) — T (Mg — M) = ZhaMi (= i) — g (Vs = Mi)
Di=y;1-— éMzel '
I
Ss(@laer, = 5i() = o [~ @M1 + (o — 2;_1)3M;] +
r€hi ! 6h; L i i ! h; hithivy,, | hit1,, ikl =Y Yi— Yol
1 h 12 5 i—l+# i+ 6 it1= )" Y
+ {—(yi —Yi-1) — gl(Mi - Mi—l):| (z—2i-1) +yic1 — M1 i+l !

h;

6

519)
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Peri=1,2,...,n—1 le relazioni

hs h: &+ h: h: L1 — s o
JMifl + i+ L+1Mi + Z+1Mi+l _ Yi4+1 Y  Yi —Yi-1
6 3 6 hit1 h;

formano un sistema lineare di n — 1 equazioni nelle n+ 1 incognite
Mo, M1, ..., My = restano due parametri liberi.

Spline cubiche naturali

Si pone | Mg = M, = 0|, il che equivale a richiedere che la spline sia
lineare al di fuori dell'intervallo [a, b].
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Spline cubiche naturali

MO:ano

hathe %2 0 o .- 0 M Y=Y Y1~
ha hy
%2 —hz?b % 0 0 Mo Y=y _ w-m
hs ho
b hathe  hs _
0 6 3 6 0 :
Yn-1=Yn-2 _ Yn-2"Yn-3
M, > [ [
Yo=Yy _ Yo1=Yn2
0 0 Ca 0 hoy By thy ]\'[7171 I, [
6 3 ~ )
s 4 s

La matrice dei coefficienti C & simmetrica, tridiagonale, diago-
nalmente dominante e ha elementi diagonali positivi.

= La matrice C & definita positiva e, quindi, regolare.

= La spline cubica naturale interpolante & unica. a3

Teoremi di convergenza

Teorema 1. Per ogni funzione v € C2[a,b], passante per i punti
(zi,9i), si ha
b b
[184@)Pde < [ " (2)2da
a a

Nota. Poicheé la curvatura di una funzione & legata alla sua derivata
seconda, la spline cubica naturale & quella che ha minima cur-
vatura globale tra tutte le funzioni interpolanti v € C2[a, b].

Teorema 2. Sia f € C%[a,b], posto h = max h;, risulta
1<i<n

max [/ (@) - sPl=om*k),  k=0,1,2,3
z€|a,

Nota. La spline cubica naturale interpolante converge alla funzione f
e alle sue derivate sotto ipotesi meno restrittive rispetto all'interpo-

lazione polinomiale. o

Esempio

La figura qui sotto mostra il profilo di un'anatra in volo.

f&)
4

3
2
1




Per approssimare il profilo superiore scegliamo alcuni punti lungo la
curva in modo che siano piu fitti dove la curva varia pit rapidamente.

¢ |09 13[19 [21]26][3.0|39][44 |47 |50]6.0
f@) |13 15[1.85 |21 26|27 |24 215|205 21225

¢ |7.0 80 |9.2 |10.5]11.3|11.6|12.0]12.6 13.0|13.3
f(@) |23 225[195| 14| 09| 07| 06| 05| 0.4 0.25
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La spline cubica naturale che interpola i dati in tabella € mostrata
nella figura: la spline & praticamente indistinguibile dal profilo dell’anatra.

Nella figura qui sotto € mostrato il polinomio interpolatore che ap-
prossima gli stessi dati: si tratta di un polinomio di grado 20 che
presenta delle forti oscillazioni soprattutto in prossimita dei bordi
dell’intervallo di integrazione

20
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Approssimazione trigonometrica

Se la funzione o i dati che si vogliono approssimare hanno un anda-
mento periodico si sceglie come classe di funzioni approssimanti
I'insieme T dei polinomi trigonometrici.

N

Tn = {TN(a:) = Z (ak cos(kz) + bksin(k:a:)>,ak,bk €ER Vk,z € [0,27'(')}
k=0

e Interpolazione: si usa quando si vogliono interpolare pochi dati
periodici non affetti da errori

e Approssimazione discreta ai minimi quadrati: si usa quando
si vogliono interpolare molti dati periodici affetti da errori
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Approssimazione ai minimi quadrati
di dati discreti periodici

Tabella: {z;,y;} con nodi z; = in2_:1, 1 =0,1,...,n, equispaziati
Funzione approssimante:
Ty (z) = “2—0+ ]ij (ak cos(k z)+by sin(k x)) In+1>>2M+1]|
=1
Funzioni di base: '
Po(x) = % P1(z) = cos(z), ¢o(x) =sin(x), ... Yanm(x) = cos(Mz), Yop41(x) = sin(Mz)

Metodo di approssimazione: si minimizza lo scarto quadratico

1
1

n M
Z ag Z
0—2(0/07 "'7aAj’b17"'7b]\'[) == ’72_'_
=0 k=

2
(ak COS(]{ I'L) + bk: Sin(k Z‘Z)> —y;|

Ty (i)

Risolvere il problema dell’approssimazione trigonometrica ai min-
imi quadrati equivale a trovare i valori dei 2M + 1 coefficienti ay, by

che rendono minimo O 89




Sistema delle equazioni normali

dove A= [ag,a1,b1,...,aps,bas]T

n

n n n n
B = %Zyn Zyi cos(zi), Zyi sin(z:), ..., Zyi cos(Mw;), Zyi sin(Mw;)
i=0 i=0 i=0

i=0

n n n

tn+1) %Z cos(z;) %Z sin(x;) %Z cos(Mx;)
i=0 =0 =0
%Z cos(x;) Z cos?(x;) Z cos(x;) sin(x;) Z cos(x;) cos(Mz;)
i=0 i=0 i=0 i=0
H = %Z sin(z;) Zsin(m,) cos(z;) Zsin2(m1) Zsin(mq) cos(Maz;)
i=0 i=0 =0 =0

n n n n

%Z cos(Mx;) Z cos(Mu;) cos(z;) Z cos(Mux;) sin(z;) Z cos?(Ma;)

i=0 i=0 i=0 i=0
1) sin(Mw) D sin(Ma)cos(w) Y sin(Mai)sin(w) > sin(Ma,) cos(Ma,)
=0 i=0 =0 =0

T

=0

%Z sin(M;)
=0

n
Z cos(x;) sin(Mx;)
i=0

n

Zsin(ml) sin(Ma;)

=0

n

Z cos(Mz;) sin(Ma;)

i=0

u
Z sin2(Maz;)
i=0
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Condizioni di ortogonalita

Per nodi equispaziati in [0,27) valgono le condizioni (r > 0, s > 0)
0 ser#s

se r = s # 0 oppure

icos(mi) cos(sz;) = (n+1)/2 r=s#(n-+1)/2 con (n+ 1) pari
i=0

se r = s =0 oppure

n+1 r=s=(n-+1)/2 con (n+ 1) pari
0 se r # s oppure r = s = 0 oppure
n r=s=(n-+1)/2 con (n—+ 1) pari
ZSiﬂ(T‘xi) sin(sx;) =
i=0 (n+1)/2 se r = s 7# 0 oppure

r=s# (n+1)/2 con (n—+ 1) pari

n
ZSin(T‘xi) cos(sx;) =0 Vors
i=0
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Soluzione del sistema delle equazioni normali

Dalle condizioni di ortogonalita segue che la matrice H; € una ma-

trice diagonale.

1 1 1
thdiag<n+ 7n—|- ,...,n+ )
2 2 2
= H; regolare e facilmente invertibile
2 n
= ; CoS(k x; k=0,1,2,.... M
ag n+ 12‘;0% (k ;)
=
2 n
b = ; sin(k x; k=1,2,...M
k n+ 11‘;0% ( mz)
ao M
= Ty (x) = 5y + > | apcos(kx) + by sin(k x)
k=1
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Interpolazione trigonometrica (dati dispari)

Se il numero dei dati & uguale al numero dei coefficienti, cioe se
In+1=2M41|

le formule precedenti danno I'espressione del polinomio trigonome-
trico interpolante i dati {z;,y;}, 1 =0,...,2M,

M
Ty(z) = % + 3 (ak cos(k z) + by sin(k :c))
k=1
5  2M
= — ; cos(kx;) k=0,1,2,.... M
ag 2M+1i§)yz ( mz)
con
5  2M
b=~ sin(kx;) k=1,2,... M
k 2M+1i§yz ( x’L)

= Ty(x;) =y i=0,1,...,2M

)
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Interpolazione trigonometrica (dati pari)

Se il numero dei dati & pari, cioé se

n+1=2M

I'espressione del polinomio trigonometrico interpolante i dati {z;, y;},
1 =20,...,2M — 1, diventa

M-1
Ty (z) = %o + > (ak cos(kx) + by sin(k x)) + % cos(M k)
k=1

2 2M—-1
ap = —— Z yicos(kz;) k=0,1,2,.... M
2M =0
con
2 2M—-1
bp==— Y wysin(kz;) k=1,2,..,M—1
2M 1=0

= Th(x;) = y; i=0,1,...,2M —1 .

Costo computazionale

I coefficienti a;, b, nell’approssimazione ai minimi quadrati (dis-
creta) o nell'interpolazione costituiscono I'Analisi di Fourier Dis-
creta di una funzione (segnale).
Per calcolare ciascun coefficiente sono necessarie 72 — 1 operazioni
(moltiplicazione+4addizione).
= Per calcolare ¢ty sono necessarie

(2M 4+ 1)(n — 1) operazioni (minimi quadrati)

(n—1)2 operazioni (interpolazione)

Nelle applicazioni all’analisi di segnali i dati sono molte centinaia

= il costo computazionale C. = O(n?) & dell’ordine di qualche
milione di operazioni

= l'accumularsi degli errori di arrotondamento distrugge il
risultato numerico e, inoltre, il tempo di calcolo pud essere
molto elevato

Queste difficolta sono state superate dall'algoritmo della Fast Fourier

Transform il cui costo computazionale & C. = O(nlogsn). o

Esercizio

Costruire il polinomio interpolatore della funzione periodica

flx)==z z € [0,27)

relativo ai nodi
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Traccia della soluzione

L'espressione del polinomio interpolatore &

3
Ta(z) = % + Y (ap cos(kz) + by, sin(kz)) + %cos(4 )
k=1
con

1 7
ap = Z Zyl COS(]{) xz) k=0,..,4
1=0

I
S I R S - S

l 7
bk:ZZyiSin(ka’i) k=1,..,3 ! . - - 1
i=0 x

Polinomio trigonometrico

interpolante or




Polinomio trigonometrico ai minimi quadrati:
function Matlab

function[outl,out2,out3] = polminquadtrig(xnodi,fnodi,ndeg,xeval)

% Polinomio trigonometrico ai minimi quadrati:
% [pn,ak,bk] = polminquadtrig(xnodi,fnodi,ndeg,xeval)

% Input:

% xnodi(1l:mnodi): coordinate dei nodi

% fnodi(l:mnodi): valori nei nodi della funzione da interpolare

% ndeg: grado del polinomio ai minimi quadrati

% xeval(i:nx): coordinate deipunti in cui calcolare il polinomio interpolatore

% Output:
% pn(1l:nx): valore del polinomio calcolato in xeval
% ak(1:ndeg) ,bk(1:ndeg): tavola delle differenza divise

% Calcolo dei coefficienti

mnodi = length(xznodi) ;

ak0 = 2/mnodi*sum(fnodi);

for i=l:ndeg
ak(i) = 2/mnodi*sum(fnodi.*cos(i*xnodi));
bk(i) = 2/mnodi*sum(fnodi.*sin(i*xnodi));

end 08

% Calcolo del polinomio approssimatore
pn = ak0/2;
for i=1:ndeg

pn = pn + ak(i)*cos(i*xeval)+bk(i)*sin(i*xeval)

end

% Output

outl = pn;

out2 = [ak0 ak];
out3 = bk;
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