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Appunti delle lezioni sui metodi numerici
per la soluzione di sistemi lineari

Esempio 1

Una trave di lunghezza L, fissata agli estremi e tesa lungo la direzione
della sua lunghezza da una forza S, & soggetta a un carico trasver-
sale t(x)dz. Nell'ipotesi di piccole deflessioni, la deflessione della
trave w(z) & descritta dal problema differenziale lineare ai limiti del
secondo ordine

9 @ -
— = Elw(z) + QEIt(z)(m L) O<z<L

w(0) =w(L) =0.

x: distanza dall’estremo sinistro della trave; L: lunghezza della
trave; t(z): intensita del carico; FE: modulo di elasticita; S:ten-
sione agli estremi della trave; I: momento principale di inerzia

Supponendo che il carico sia lineare t(xz) = xz e che la trave sia di
acciaio e abbia le seguenti caratteristiche:

L=120cm ¢=100 kg/m FE =3.0x 107 kg/cm?
S =1000 kg I=625cm?

approssimare la deflessione w(x) ogni 6 cm con uno schema alle
differenze finite.

Soluzione esatta

Soluzione
La soluzione approssimata {y; ~ y(z;)};=1,. n41, nei nodi z; = a+ih,
= 1,..., N, si ottiene risolvendo il sistema lineare tridiagonale di
N equazioni nelle N incognite Y = [y1,92,--- ,yn]t
AY =B
con
2.S
2+ h%5; _123 0O --- .- 0
I —1 24K -1 0 - 0
0 .0 -1 2+h2%
T
B = [h?r(w1) 4+ a,h2r(z2) , ..., h2r(zn_1), h2r(zn) + B

_ 4 _
r(x) —ﬁz(z L)




Esempio 2

s 3@ @« ©

Determinare i potenziali nei nodi
1 — 6 del circuito
(le resistenze sono misurate in

Ohm) 1 @ 2 @ 3

Soluzione

Applicando la legge di Kirchoff ), I; = 0 in ogni nodo si ottiene il
sistema lineare

®

Esempio 3

Un ubriaco compie una passeggiata casuale, facendo un passo a sini-
stra o a destra a caso lungo una strada rettilinea. Quando raggiunge
una estremita della strada, si ferma.

Calcolare la probabilita che I'ubriaco raggiunga l'estremita sinistra
della strada partendo dalla posizione 1.

11’U1 751)2 —Vsg = 500

—20v; +41lvp, —15wv3 —6vs = 0 L4
—3vy  +Tvu3 —4uy = 0
—v3  +2v —v = 0

? _10vs 4280s —1506 — 0 X;_-; X;' Xf+‘!
—2v1 —15vs +47ve = 0
4 5
Esempio di passeggiata per N =10
Soluzione

Si pud simulare una passeggiata casuale tirando una moneta.
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L L L ! L L L L
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Punto di partenza: zg

La probabilita p;, « = 0,1,...,N, di raggiungere |'estremo sinistro
partendo dalla posizione i, soddisfa la relazione

Pi = 3pi—1 + 3pig1 i=1,...,N—-1

Si tratta di un sistema lineare tridiagonale nelle incognite
pi,i=1,...,.N—1

p1 —3p2 = 3
—ipn 4p2 —3ps =0
1o + ; _1,5 = 0

5PN-3 DPN-2 5PN-1
—ipn—2 Hpv-1 = O




Esempio 4

Nella tabella sono riportate le misure sperimentali relative alla forza
F(x) necessaria per allungare una molla fino alla lunghezza x.

T 2 3 4 5 6 8 10
F(z) | 7.0 83 9.4 11.3 12.3 14.4 159

Determinare la costante elastica della molla.

Soluzione

La forza F'(x) necessaria per allungare una molla fino alla lunghezza z
e data da F(z) = k(z — l)‘ (Legge di Hooke) dove k & la costante
elastica e [ & la lunghezza a riposo della molla.

Per trovare la costante elastica della molla si devono approssimare i
dati in tabella con il polinomio ai minimi quadrati di primo grado
(retta di regressione): |Pi(z) =ag+ a1z

Il coefficiente a1 fornisce |I'approssimazione della costante elastica.

161 . >> X=[2, 3, 4, 5, 6, 8, 10]
>> F=[7.0, 8.3, 9.4, 11.3, 12.3, 14.4, 15.9]
14} >> X2 = linspace(X(1),X(7))
50 >> p = polyfit(X,F,1);y2 = polyval(p,X2)
>>p
10
p =
8l
1.1383 5.0491

Sistema delle equazioni normali

I coefficientl a1,a> del polinomio ai minimi quadrati si ottengono
risolvendo il sistema delle equazioni normali

vpS2 — V181
ag=—"""5"

agsg+ a1 s1 =g 3052—3%
=
ags1 +aiso =wv1 __S0%1 —51%0
ag=——"—"5"
5082 — 87
dove
n n 5
so=n-+1 slzzgvi szzz%
=0 =0
n n
vo= Y F(z;) vi=)Y, z;F(z;)
= ap = 5.049 a1 = 1.1383.
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Metodi diretti
per la soluzione di sistemi lineari

Sono basati sulla trasformazione del sistema di partenza
in uno equivalente che abbia una struttura particolar-
mente semplice per cui & facile calcolarne la soluzione.

La soluzione numerica viene calcolata in un numero
finito di passi e, se non vi fossero errori di arrotonda-
mento nei dati o durante i calcoli, la soluzione numerica
sarebbe esatta.

Data I'occupazione di memoria (RAM) richiesta nei pas-
saggi dell'algoritmo, vengono utilizzati qguando la matrice
dei coefficienti ha dimensione non " troppo” eIeva&a.




Costo computazionale di un algoritmo

Prima di implementare un algoritmo bisogna stimare il suo costo
computazionale, ciog il numero di operazioni pesanti (moltipli-
cazioni o divisioni) necessarie per calcolare numericamente la solu-
zione.

Costo computazionale:
C'¢c ~ numero di moltiplicazioni o divisioni

Metodo di Cramer

Dall’Algebra sappiamo che la soluzione esatta di un sistema lineare
Si pud ottenere con il metodo di Cramer.

Se A eregolare, X = A"1B = gz; = dgi . i=1,2,...,n, dove

D; €& il determinante della matrice ottenuta da A sostituendo alla
colonna i-esima il vettore B.
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Costo computazionale del metodo di Cramer

D; _
T, = 1=1,2,...,n
detA
e n+ 1 determinanti (D;, i=1,...,n e det A)
J
e n! prodotti per ciascun determinante
J

e n — 1 moltiplicazioni per ciascun prodotto
+ n divisioni (trascurabili)
Costo computazionale:

Cc=(n+1n'(n—1)4+n~(mn+1)n'(n—-1)

n=15 — C, ~ 3- 10 moltiplicazioni — circa 4 giorni
Inutilizzabile!!
n =20 — C.~ 3-10%! moltiplicazioni — circa 4800 anni

(supponendo 0.5- 10719 secondi per operazione) 13

Metodo di eliminazione di Gauss

I metodo di eliminazione di Gauss trasforma, in n — 1 passi, il
sistema lineare

[AX=B  X,BeR" AcR™"

con matrice dei coefficienti A " piena”, nel sistema equivalente

UX=B  X,BER" UecR™"

con matrice dei coefficienti U triangolare superiore.

II metodo utilizza le seguenti operazioni "lecite”:

e scambio di 2 equazioni

e somma di un'equazione con un’'altra moltiplicata per una costante
14

Fattorizzazione LU

I metodo di eliminazione di Gauss pud essere interpretato come
la fattorizzazione della matrice di partenza A nel prodotto di due
matrici triangolari.

Teorema. Se la matrice A € R"*" ha determinanti principali
di testa tali che

detA, #0, k=1,2,--- ,n,
allora

A=LU

dove L € R™ "™ & una matrice triangolare inferiore con ele-
menti diagonali paria 1 e U € R"*" & una matrice triangolare
superiore.

15




Struttura delle matrici L e U

Soluzione di sistemi triangolari

1 1 1 1) 7
afy afy) off - afy
Sistemi triangolari superiori
1 0 0 o0 0 0 a2 af2 .. ol
moy 10 0 0 " uirry + uipzo + + uipz, + + uipTn = b1
A=LU=|m3, m3p 1 O 0 0 o : o uso T + + Uzk; CCk; + + uppxTn = bo
H H H H ’ n . . .. DR . e
Mp1 Mp2 Mp3 - 1 Ukl T + e+ Uy, T,  — bk:
o 0 0 : o] U UnnTn = bp
matrice dei moltiplicatori matrice del sistema b,
triangolare Tn = ——
U
Nota 1: Se A non soddisfa le ipotesi det4; # 0, ma & comunqgue . e
regolare, tramite scambi di righe pud essere riportata ad una matrice UX =B— . 1
che soddisfa le ipotesi e che quindi pud essere fattorizzata. T = (bk N Z Up; x,) L k=n—-1,n-2,..,2,1
- U
Nota 2: il costo computazionale della fattorizzazione e lo stesso di i=k+1 Kk
3
quello dell’eliminazione di Gauss |C ~ % : (Algoritmo di sostituzione all’'indietro)
16 17
i mi triangolari inferiori .
Sistemi triangola erio Costo computazionale
111 1 = b
lk:l x1 —|— lk;2 D + + lppxp = by Algoritmo di sostituzione
Ad ogni passo ci sono
) e n — k moltiplicazioni
o1 divisione
b1
r1 =
l11 n2 n n2
_ =Y (-k+1)="4"n
LX =B — oy =1 2 2 2

=1

1
Ty = (bk; — > ki %) I

k=1,2,...,n

(Algoritmo di sostituzione in avanti)
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Nota: Se le matrici U e L sono regolari, sicuramente
upp €l sono #= 0.

19




Applicazioni della fattorizzazione

Soluzione di un sistema lineare

Consideriamo il sistema lineare AX = B e supponiamo che la matrice
dei coefficienti A possa essere fattorizzata.

LY = B sistema triang. inf.
(algoritmo di sost. in avanti)
UX =Y sistema triang. sup.
(algoritmo di sost. all’indietro)

AX =B =V rux =B=

Una volta fattorizzata A, la soluzione del sistema si ottiene risolvendo
2

i due sistemi trangolari con costo computazionale 2? .

20

Soluzione di piu sistemi lineari

Se dobbiamo risolvere piu sistemi lineari
AXZ':BZ' ’L':1,2,...77‘
aventi la stessa matrice A e diversi termini noti, si fattorizza una

volta per tutte la matrice A = LU e si risolvono, per ogni vettore B;,
i due sistemi triangolari

LY; = B; i=1,2,...
UX;, =Y,

per la soluzione dei quali il costo computazionale & " solo"” n2.

21

Calcolo del determinante di A

n n
detA = det(L U) = detL detl = ( 11 zk.k) ( 11 ukk) =a{Val? .. o
k=1 k=1

—_—

\ N\

Teorema di Binet =1

Se durante la fattorizzazione sono stati fatti s scambi di righe, allora

detA = (—1)% agll) a§22) . agﬁ)
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Calcolo dell’inversa di A

La matrice inversa A~1 di una matrice regolare A & la matrice tale
che
AA =7 I : matrice identita

1 0 0
1= % o Y emE Bl E=00-,1,0- .07
0o 0 - 1 !

Vettori della base canon-
ica

AA =TI AX,=E i=1,2,---,n=> A1 =[X; X5---X,]
Una volta nota la fattorizzazione di A, basta risolvere gli n sistemi
L}/Z:EZ? UX’L:Yw 121,,71
3

4
Costo computazionale: C. ~ % +n-n?2= §n3
23




Calcolo del rango di A

e Se |'algoritmo di eliminazione applicato alla matrice quadrata
A € R™" termina regolarmente dopo n — 1 passi = la matrice A
ha rango massimo pari a n (matrice regolare).

e Se l'algoritmo di eliminazione applicato alla matrice quadrata
A € R™" non pud proseguire dopo ¢ passi perché ai’,z) = 0,
r = k,...,n = la matrice A ha rango pari a ¢ < n (matrice
singolare).

e L'algoritmo di eliminazione applicato alla matrice rettangolare
A € R"™X" termina necessariamente dopo ¢ < m passi = la ma-
trice A ha rango pari a q.

Nota: le operazioni " lecite’ conservano il rango.

24

Matrici tridiagonali

Nel caso in cui la matrice dei coefficienti A & tridiagonale |la fattor-
izzazione LU & molto semplice in quanto le matrici L e U hanno una
struttura semplice.

di s1 O 0
a> dp so 0
A= ... . - )
0 O dpn—1 Sp—1
0 0 an dn
1 0
ao 0
=| 0 a3 1
0 Qn,

0 u] U1 0
0 0 wup wvp --- 0
0 : P - ;

: 0 O Up—1 VUn-—-1
1 0O O 0 Un

= LU

25

Algoritmo di Thomas

u] = dj

v = S; 1=1,2,...,n—1
o = a;/u; 1 1=2,3,...,n
uiZdi—aivi,l i=2,3,...,n

Costo computazionale: Cc.=(n—1)4+ (n—1) =2n -2
N—_—— N—_——

moltipli—
cazioni

divisioni
Soluzione del sistema lineare AX = B

y1="b1 Y = b — o yi—1 1=2,3,...,n

Tn = yn/un ;= (y; —vizig1)/u; i=n-—1,...,1

Costo computazionale: C.= (n—1) + (n—1) + QL =3n-—

moltipli— divisioni

cazioni

moltipli—
cazioni
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La soluzione esattae X = [pp, ...

Esempio 1: soluzione

Con il solutore di Matlab si ha:

,pn]7, dovep; =1—4,i=0,...,N.

N | |X — X||oo | decimali C. tempo di | occupazione
esatti R calcolo | di memoria

11 | 3.33e-016 15 333 0.000304 s 0.8 Kbyte

21 | 1.55e-015 14 2667 0.000356 s 3.2 Kbyte

51 | 4.16e-015 14 41667 0.000402 s 20 Kbyte
101 | 2.14e-014 13 333333 0.001555 s 8 Kbyte
501 | 1.11e-013 12 41666666 0.070898 s 200 Kbyte
5001 | 1.84e-012 11 41666666666 | 29.306639 s 2 Mbyte
10001 | 1.38e-011 10 333333333333 | 225.971643 s 800 Mbyte

Nota. In realta gli elementi diversi da zero della matrice A sono
N4+(N-1)+(N—-1)=3N-2<< N2
— A e una matrice sparsa

27




Istruzioni MATLAB

N = 10

A = diag(ones(N-1,1));

for i=2:N-1, A(i,i-1) = -0.5; end
for i=1:N-2, A(i,i+1) = -0.5; end

B = zeros(N-1,1);B(1)=0.5
tic

X = A\B

toc

Xe = 1-(1:N-1)/N

max (abs (X-Xe’))

Nota. tic e toc sono le istruzioni per calcolare il tempo di ese-
cuzione.

Esercizio

Scrivere un programma (Matlab/Fortran/C) che risolva un sistema
lineare con l'algoritmo di Thomas e utilizzarlo per risolvere il prob-
lema della passeggiata casuale.

Di quanto si riducono l'occupazione di memoria e il tempo di ese-
cuzione rispetto al solutore di Matlab? Si riduce anche I'errore di
propagazione?

Esercizio
2 -2 0
Data la matrice tridiagonale A= | -2 3 -1
0O -1 4

calcolarne l'inversa con l'algoritmo di Thomas.
Soluzione

Poiché det A = 6 #* 0O, la matrice A & regolare e quindi ammette
I'inversa.

L'inversa & definita dalla relazione A A~1 = I, pertanto le colonne di
A~1 = [X; X5 X3] sono le soluzioni dei sistemi lineri A X; = F;, dove
FE;, i =1,2,3, sono i tre vettore della base canonica in R3.

28 29
. La soluzione dei sistemi lineari
Dall'uguaglianza A = LU, dove
1 00 u; v; O LY;=£E  UX;=Y,
L=]ax 1 O U=1]0 ux v con gli algoritmi di sostituzione in avanti e indietro da
0 a3z 1 0 0 w3 11 4 1
si ottiene 6 3 3
ug =2 vy = -2 vy = —1 X, = % Xo = % X3 = %
=-1 up=3-(-1)(-2)=1 L L !
as up (—1)(=2) 1 1 1
az=-1 uz=4-(-1)(-1)=3 11 4 1
6 3 3
1 0 0 2 -2 0 1 _ | a a1
A l=| 4 41
= L=|-1 1 0 U=|0 1 -1 = 3 3 3
0 -11 0 0 3 1011
3 3 3
30 31




Sistemi non lineari Sistemi lineari
F(X)=0 — F(X)=AX —-B AX =B
X, FeR" X,BeR" Ae R
{ 4

X = [x1, 2o, ...,mn]T

X = [z, 2o, ...,xn]T
n

F = [f1(X), f2(X), e, fnCOIT || A = [ay]!
0= [O, O, ceey O]T

B = [b]_, bo, "'7bn]T

a11x1 + a1+ ... +a1prn = b1
ap1r1 + aooxo + ... + appxn = bo

fl(mlax2> an) == O
fo(xy, 20, ..., 2n) =0

an1x1 + apoxo + ... + annTnn = bn

25

fn(ml7m27 ,%n) =0

S

Metodo del punto unito

Sistemi non lineari

F(X)=0& X =®(X) con ® = [p1(X), p2(X), ..., on(X)]T

Se X € R" & radice di F allora & punto unito di &:
F(X)=0s X =8&X)|

Sistemi lineari
AX =B X=CX+Qcon Q=[q1,92,...,qn]¥
n
C = [Cij}i,jzo
Se X € R" & soluzione di AX = B allora & punto unito
di®=CX+Q:
AX=B& X=CX+Q

33

Metodi iterativi a un punto

Il punto unito X = ®(X), X = [z1,To,...,Tn]L, pud essere

approssimato generando la successione

x0) = [xgo),xgo), ...,m%o)]T dato

I R

g eee

@1 af) = oV, 2D, D)

x,gk) = @n(a:gk_l), xgk_l), e a:,(f_l))

Le funzione ¢; sono chiamate funzioni di iterazione.
34

Metodi iterativi per sistemi lineari

Nel caso lineare il punto unito X = [z1,%o,...,z,]L, pud

essere approssimato generando la successione

XK =cxtk-Dy4p g k=1,2,...
X0 e r?  dato

k n k—1 .
:»x§)=,210ijm§ )+Qi i=1,...,n
‘]:

La matrice C € R™*"™ & chiamata matrice di iterazione.
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Convergenza

Per poter definire la convergenza di un metodo iterativo dobbiamo
prima di tutto definire I'errore di troncamento

Errore di troncamento: Ek) = X — x (k) cR?
v e
soluzione soluzione
esatta approssimata

Per " misurare’ la lunghezza di un vettore V € R" si ricorre alla norma
di vettore:
n 1/p
IVIF=| > luil?
i=1

Convergenza: |im [|[E®)|| =0 «— Im x® =X
k—ro0 k—o0

Se il metodo iterativo & convergente, in assenza di errori di arroton-
damento si ottiene la soluzione esatta dopo un numero infinito di
passi.

Nota. In pratica ci si arresta quando ||E(®)|| < ¢ (criterio di arresto)
36

Norma di vettore

La norma di un vettore V = [vy,...,v,]7 viene utilizzata per " mis-
urare’ la sua lunghezza.

Intorno: ||V -W| <r

n
e Norma due o euclidea: ||V := | ]2 @
\i=1

n
e Norma uno: VI = > |vil
i=1

e Norma infinito: [[V]|oo := max |v;]

1<i<n

ﬁ

Nota. Tutte le norme sono equivalenti: m|V|, < [|[V]q < M\|V||3;;
7

Proprieta della norma di vettore
o |[V[|>0, [V]|=0&V=0
o laV]=|a| V] Va€eR, VV eR?

o [VHW| S |VII+IW|| VV,WeR" (disuguaglianza triangolare)

Distanza: in uno spazio vettoriale normato S & possibile intro-
durre la distanza tra due punti Ve W in S
A(v, W) = ||V — W||

Proprieta della distanza:
e d(V,W)=0 <— V=W
e d(V, W) =d(W,V) YV,W eS

e d(V,W) <d(V,Z)+d(Z,W) YV,W,Z €S .

Norme di matrici

La norma di una matrice A € R"*" soddisfa le seguenti

Proprieta

e [Al =0, A =0+=A=0

o |laAl = |a]- 4], Va€eR, VA R""

o |A4 B| < ||All+||B|l, VA,BeR"™™ (disuguaglianza triangolare)

o [[A- B < [IA]l-|IB]l, VA,BeR"™"

Definizione. Una matrice si dice convergente se klim |A¥|| =0
—00
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Norme indotte dalla norma di vettore
Ogni norma di vettore pud essere utilizzata per definire una norma
di matrice che permette di " misurare’ come la matrice agisce sui

vettori:

4l = max |14 X]| AERV" X eR"

Le norme indotte soddisfano tutte le proprieta delle norme e, inoltre,
soddisfano la relazione di compatibilita :

A X < [IA] - 1X]]]

Infatti, se X # 0, si ha

X
max IAX] = ||A|| >+~

Al = max [[AX]| >
[X[#0 || X|] Xl

a
I Xx]=1

— max AX': A A X]|
X170 ||| X|]

Nota. Per tutte le norme indotte si ha ||I|| = 1 (I: matrice identita )
40

Norme indotte: esempi

n

Norma uno: All1 ;= max i er colonne
. 14l = max - Slagl (0 )
n
Norma infinito: A ‘= max ¥ er righe
. [ Ao max. J;\aul (per righe)

e Norma due o spettrale: [|A]]2 := y/p(AT A)

dove p(M) := max;|X\;| (N\;: autovalori di M) & il raggio spettrale
della matrice M € R"*",

Se A & simmetrica = p(AT A) = p2(A) = ||A||2 = p(A)

Teorema. Per una norma verificante la relazione di compatibilita
si ha p(A) < ||A].

Infatti da AX = AX = [AX] = A X < [[A] - |1 X]| = x| < |14,

Convergenza: condizione necessaria
Tramite la norma di vettore si pud "misurare’ la lunghezza del
vettore errore di trocamento, cioé la distanza tra la soluzione esatta

e quella approssimata.

Convergenza: lim HE<’“>H=O — lim XM =X
k—o0 k—o0

Teorema. Sia S uno spazio vettoriale normatoesia ®:5 — S.
Se la successione {X(’f)} = {<I> (X(k—l))} & convergente a un valo-
re X € S e l'applicazione ® & continua in X = X & punto unito di
P, cioe X = @ (7)

Dim.
X = lim X® = |im & (X(k_1)> =& < lim X(k_1)> = (Y)

k—o00 k—o00 k—00
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Convergenza: condizione sufficiente

Definizione. Un’applicazione & : S — S, dove S & uno spazio
normato & detta contrazione, se esiste A € (0,1) tale che

[8(X) - @) <AIX - Y[ <X —Y]| VX,Yes

Teorema. Sia D CR". Se ®: D — D & una contrazione
= e esiste un unico punto unito X € D di &

e la successione {X(’f)} = {(I) (X(’“*l)>} & convergente a X
per ogni approssimazione iniziale x© ep
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Contrazione: condizione sufficiente

Matrice Jacobiana di ¢

[ 0p1(X) 9p1(X)  Fp1(X) |

oxq Oxo Oxn

Opa(X) 9pa(X)  Opa(X)
oxq Oxo Oxn,

J(X) =

dpn(X) Opn(X) o Opn(X)

oxq Ooxop Oxn
Teorema. Se i) le funzioni di iterazione ¢1, ¢, ..., pn SONO

continue e parzialmente derivabili in D;
ii) esiste A € (0,1) tale che [|[J(X)| <X per X € D

= ® & una contrazione in D

44

Esempio

La condizione ||J(X)| < X\, X € D, & sicuramente verificata se

‘&Pi(X)

<M;, ik=1,....n XeD
6$k

con
M| <A <1 dove M = [My]?_;

Esempio: n =2

{ f@y)=0 { x = o(z,y) { lpz(X)| < M11 Jey(X)] <
g(z,y) =0 y = (x,y) [Pz (X)| < Moy [hy(X)] <

Mig+Mi2<A<1l e My +Mxp<A<I1

[M|| <A< 1< oppure Mi1+ My <A<l e Mo+ Mpy<A<l1

oppure M121 + ]\4122 + M221 + M222 <A<1

Mo
Mo
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Metodi iterativi per sistemi lineari
X® =cxtC-D4Q k=1,2,... C: matrice di

iterazione
xO0) ¢ r”  dato

k n k—1 -
= wg):,zlcing )+Qia i=1,...,n
J:

Un metodo iterativo & detto convergente se

lim HE(k)H —0 o limx® =x

k—oo k—oo
Se il metodo iterativo € convergente, in assenza di errori
di arrotondamento si ottiene la soluzione esatta dopo un

numero infinito di passi. "

Metodi iterativi per sistemi lineari:
condizione sufficiente di convergenza

Matrice Jacobiana di  =CX + Q

[ 9p1(X)  9p1(X) dp1(X) ]
Oz Oxo Oz,
9p2(X)  Op2(X) Ip2(X)
J(X) = Oy o Ozn =C
BSOH(X) 899,,,(X) &Pn,(X)
Ox1 Oxo Oxy,

Corollario. Se esiste A € (0,1) tale che ||C|| < A

= & & una contrazione per ogni X

= il metodo iterativo &€ convergente
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Condizione sufficiente di convergenza

Teorema. Condizione sufficiente affinché un metodo
iterativo sia convergente a X per qualunque scelta del
vettore iniziale X(9), & che

ICll <1

ER® =X_xH® =(cX+Q) - (cx*1D 4+Q)=

= O(X — xk-1y = cpt-1) o p®) = cpk-1)]

IE®| = ||cE®-D|| = ||c2E®:-2)|| = ... = ||ck O] < |ck|| - |EO)
Relazione di compatibilita

IE®| < Ik - 1B = |lg-C.--c| - |E@] < ||C|F - | B

—_—
k volte

se|Cl<1 = lim|E®|=0
k—o00
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Condizione necessaria e sufficiente di convergenza

Teorema. Una matrice A € R"*" & convergente se e
solo se p(A) < 1.

Teorema. Un metodo iterativo converge per qualunque
scelta del vettore iniziale X(9), se e solo se

p(C) <1
dove p(C) = 1r2ia<>§n|)\i| e il raggio spettrale della matrice

di iterazione C

lim E® = IimcFEO =0 «— IimcfF=0 <= p(C)<1

k—o0 k—o0 k—o00

matrice
convergente
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Criterio d’arresto

Se il metodo iterativo & convergente, si arresta il procedimento
quando

‘||X(k+1) — x| < e e: tolleranza prefissata‘

o |[E®| = |x®) —X|| = x®) - xk+D) 4 x*+1) _X|| =

= HX(’C) — x(k+1) 4 E(k+1)|| < HX(k-H) _ X(k)H + ||E(k+1)||

1
o [ECEHD) < [l - E® < ) (xE+D — x W] 4 | EE+HY)
k+1
G+ < MO o)y < 1T vy - ) <2
1—|c]| 1—|C]|

Stima a priori: il numero di iterazioni K necessario affinché
|EU)|| < &, & dato da

a-lche 1
1) — Xx©) ) log ||C|

K>Iog<
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Velocita asintotica di convergenza

Se A € R™ ™ & una matrice convergente, vale |la proprieta
lim {/[|A¥[| = p(A)
k—o0
Dalla relazione
k k 0
IE®| = |- | O

per k "grande” si ottiene

||E(k)|| k k
< ||C*|| =~ C
|1E©)| = 1C7]| = p*(C)

= L'errore si riduce di un fattore 10~ all'iterazione

~

_m
~ Log p(C)

Velocita asintotica di convergenza: ‘V = —Log p(C)‘
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Esercizio

B
0 =
p 2
Data la matrice di iterazione C(8) = | 0 _g , B eER,ell
1 1
O N _
2 4

vettore Q = (7/8,7/8,—-1/2)7,
1.1) determinare per quali valori di 8 il procedimento iterativo

xk+1) = o) x*) 4 Q, k=0,1,... xKk cR3
x©)  dato

risulta sicuramente convergente;

1.2) posto 8 = 1/2, X(0 = (0,0,0)7, dare una stima del numero di
iterazioni necessarie affinché I'approssimazione abbia 5 decimali eggtti.

Traccia della soluzione

1.1) Condizione sufficiente di convergenza: ||C||1 < 1 oppure ||C]|x <
1

1 1 1 1
Clly = 2 — —)=2 — C 1 —
[[C]]1 = max( \5|+2,|ﬂ|+4) |/5'|-|‘2 |C]]1 < 1=|8] < 2
3 1
—~ 18] < =
3 .3 4 2 2
HCHoc:maX(Elﬂl,Z): [|1Cloc < 1=18] < =
3 1 3
EW 18] >3

Attenzione: le condizioni su 8 sono diverse a seconda della norma
che si sceglie.
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1 3 3
12) =2 = ICQIh=5>1  [IC@Ie=,<1

Attenzione: in norma uno non si puo stabilire se il metodo converge,
si ha invece convergenza in norma infinito, infatti

lim ||[E®)||0 =0

k—o0

= log ((1 - |C(;)||oo)e> 1

XD — XO)|os | 10g [|C(F)ll
ICDloe = 3, 1XD) = X(O|oo = [|Q[oc = max|g;| = §, ¢ =0.5-10"°

= K>47
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Condizione necessaria e sufficiente di convergenza:

p(C(B)) <1
Autovalori di C(B8): 0 con molteplicita 2, %—l—ﬁ

Raggio spettrale di C(8): p(C(B)) = E _|_5‘

5 3

p(C(B)) <1 = _Z<ﬁ<2

Velocita di convergenza: V(3) = —Log(p(C(5)) = —Log

L

Nota: questo intervallo di g contiene entrambi gli intervalli trovati

con la condizione sufficiente. 55




Costruzione di metodi iterativi

AX =B — X=CX+Q
Splitting di A: A= M+ N dove M & una matrice invertibile.

AX=B—> (M+N)X=B— MX=-NX+B —

SX=-MINX+MB=|C=-MIN Q=M1B

Una possibile decomposizione di A &
A =L+ D+ Ul

dove D = diag(all, ano, ..., ann) (elementi diagonali di A)
o 0 - e 0 0 a2 aiz -+ am
a0 - e 0 0 0 azx - a2
L= | a3 azx2 O 0 U= :
.. 0 0 an-1n
apnl Gp2 -+ app—1 O 0 0 0

(elementi di A al di sotto
della diagonale principale)

(elementi di A al di sopra

della diagonale principale) 6

Metodo di Jacobi

[ o _%M2 . _%an] b1
ail a1l ail
M = D, N= L + U an1 0 ann bo
= a22 a22 = | a22
c,=-p-YL+U) | Qy
Qs=D"'B
_Gnl _Gn2 0 bn,
L  Aann ann i ann
Algoritmo J
(k+1) _ 1 ©)
XW =cyx®D4Qy=| 2" = = 3 a4 b
1) P — 1
i#i
t=1,2,...,n;, k>0
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Metodo di Gauss-Seidel

_ _ Cas=—-(D+L)"U
M =D+ L N=U ”
+ :>{QGS=(D+L) 15
X®) = CreX®=D 4 Qug

Y

Algoritmo GS

i—1 n
k+1 1 k k+1 k
Qg j=1 j=i+1

i=1,2,....,n, k>0
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Convergenza dei metodi di Jacobi e Gauss-Seidel

e Per verificare la convergenza si possono applicare alle matrici di
iterazione C; e Cng le condizioni gia viste:

C.S.: ICslI1, ICllc <1 e [[Casll, ICasllee <1
C.N.S.: p(Cyp) <1 e p(Carg) <1

Attenzione: Le condizioni di convergenza per le matrici di itera-
zione Cj e Cng vanno verificate di volta in volta.

e Per alcune matrici A potrebbe convergere solo uno dei due metodi.

e Se convergono entrambi i metodi, quello di Gauss-Seidel converge
piu velocemente.
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Convergenza per matrici A
con struttura speciale

Matrici diagonalmente dominanti:
n n
lagl > Y layl i=1,2,...,n lagl > Y lajl i=1,2,...,n
j=1 j=1
j#Ei j#Ei
(diagonale dominanza
per colonne)

(diagonale dominanza
per righe)

Condizione sufficiente di convergenza:

Teorema. Se A & diagonalmente dominante per righe o per
colonne, i metodi di Jacobi e Gauss-Seidel sono entrambi

convergenti per qualunque scelta dell’approssimazione iniziale
x(0)

Per esempio, se A & diagonalmente dominante per righe si ha

n n
aij 1
= _ 2 < I T |
ICslloo = max | >_ | < max > ayl o] <
j=1 j=1
FEK JF 60

Matrici (simmetriche) definite positive:

Una matrice quadrata A € R"*" simmetrica & definita positiva se
n
XTAX = Z Qi TT5 > 0 vX e R?
i,j=1

Per riconoscere se una matrice & definita positiva si pud usare il cri-
terio di Sylvester:

Affinché una matrice A € R simmetrica sia definita po-
sitiva, € necessario e sufficiente che
det A, >0 k=1,2,...,n,

dove A; sono le sottomatrici principali di testa di A.

Condizione sufficiente di convergenza:

Teorema. Se A & (simmetrica) definita positiva, il
metodo di Gauss-Seidel &€ convergente per qualunque scelta
dell’approssimazione iniziale x(0),
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Metodo di rilassamento (S.O.R.)
D D
M == +4+ L N=U-"(1-w) weRT

w w

o= (2e1) (- Za-)
)
o= (2r) s

X&) =, x®-D4Q, =(D+wL) ' (—wU+ (1 —w)D)X®4w(D+wL) 1B
2

Algoritmo S.O.R. (successive over relaxation)

1 i—1 n
Ul(k) - = (_ Z aijx§k+1) o Z aijx§k) + bi)

i\ j=1 j=i+1

mgk—i_l) = wvi(k) + (1 - w)xgk)

i=1,2,....,n, k>0
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Convergenza del metodo di sovrarilassamento

Condizione [Poiché p(Cy,) > |1 — w|, il metodo di rilassamento
necessaria pud convergere solo se |w € (0,2)

Teorema. Se A & (simmetrica) definita positiva, la con-
dizione w € (0,2) & necessaria e sufficiente per la conver-
genza.

Teorema. Se A & (simmetrica) definita positiva e tridiago-
nale allora la velocita di converggnza € massima per

W = wo —

14 /1—-p(Cgqs)
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Esempio 1

Risolvere il problema della passeggiata casuale con i metodi di Ja-
cobi e Gauss-Seidel.

Soluzione

Si tratta di risolvere il sistema lineare

2p1 —p2 =1
—p1 +2p> —p3 =0
-pN-3 +2pn—2 —-py-1 = O
—pn—2 +2py-1 = O
nelle incognite p;, i =1,...,N — 1.
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Esempio 1: iterazioni

La soluzione esatta & p; =1~ 4, i=0,...,N.
Per il metodo di Jacobi si ha:

N ICyll1 1ICslle  p(Cp)  [|XGO) — x4 | EGO)|  decimali

esatti
11 1 1 0.9595 0.64-102 0.77-101 0
21 1 1 0.9888 0.95-102 0.36 0
51 1 1 0.9981 0.95-10"2 0.68 0
101 1 1 0.9995 0.95-10"2 0.81 0

Per il metodo di Gauss-Seidel si ha:
N |Caslr lICasllee p(Cas) XG0 — x4 |EGO)|  decimali

esatti
11 0.9990 0.9980 0.9206 0.69-10°3 0.80-1072 1
21 1 1 0.9778 0.42-102 0.18 0
51 1 1 0.9962 0.44 - 102 0.55 0
101 1 1 0.9990 0.44 1072 0.73 0

Cosa succede se si utilizza il S.O.R.7 E' possibile determinare "gg’“?

Script MATLAB: metodo di Jacobi

% Soluzione di un sistema lineare con metodo di Jacobi
%

% Input:

% A: matrice dei coefficienti

% B: vettore dei termini noti

% epsilon: accuratezza

% Output:

%  X: vettore soluzione

% CJ: matrice di iterazione

% Input

A = input(’Matrice dei Coefficienti: ’);
B = input(’Vettore (colonna) dei termini noti: ’);
% Calcolo delle dimensioni della matrice
dimA = size(A);

n = dimA(1);

%

% Costruzione matrice di iterazionme

%

D = diag(diag(A));

L = tril(A,-1);

U = triu(A,1);

Minv = inv(D);

CJ = -Minv*(L+U);
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QJ = Minvx*B;

A

% Calcolo autovalori e verifica C.N.S. di convergenza
)

rhoCJ = max(abs(eigs(CJ,1)))
if (rhoCJ >= 1)
error (’Attenzione: ==>> rho > 1°)
return
end
%
% Ciclo iterativo
%
X0 = QJ;
for k=1:50,
X = CJ*X0+QJ;
err = norm(X-X0,inf)
X0 = X;
end,
disp(X’)

Per costruire la matrice dei coefficienti A e il termine noto B, si
possono dare, dalla linea di comando, le istruzioni:

>> N=11;A=2*eye(N-1) ;for i=1:N-1,for j=1:N-1,if abs(i-j)==1,A(i,j)=-1; end,end,end
>> B=zeros(N-1,1);B(1)=1;
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Script MATLAB

% Soluzione di un sistema lineare AX=B con 1l’algoritmo del metodo di Jacobi

Programma FORTRAN: metodo di Jacobi

program jacobi

v *
clear * Soluzione di un sistemia lineare con il metodo di Jacobi
Y *
% Input * Input:
A = input(’Matrice dei Coefficienti: ’); * — n: dimensioni del sistema lineare
B = input(’Vettore (riga) dei termini noti: ’); * - thres: accuratezza richiesta nell’approssimazione
X0 = input(’Vettore (riga) dell’’approssimazione iniziale: ’); * - a(n,n): matrice dei coefficienti
Kmax = input(’Numero massimo di iterazioni: ’); * - b(n): vettore dei termini noti
Y * Output:
% Ciclo iterativo * - a(n,n): matrice di iterazione
N = size(A,1); * - iter-1: numero di iterazioni
for k=1:Kmax * - errmax: differenza tra le ultime due approssimazioni in norma infinito
for i=1:N * - x(n): soluzione approssimata
X(i) = (-sum(A(i,1:i-1).*X0(1:i-1))-sum(A(i,i+1:N).*X0(i+1:N))+B(i))/A(i,1i); *
end implicit none
E(k) = norm(X-X0,inf); integer nmax, n, i, j, iter, itermax
X0=X; real aux, errmax, thres
end *
parameter (nmax=150)
Per il metodo di Gauss-Seidel si sostituisce I'istruzione del ciclo interno con real a(nmax,nmax),b(nmax),x(nmax) ,x0(nmax)
*
for i=1:N * Lettura dei dati di input
X(i) = (-sum(A(i,1:i-1).*X(1:i-1))-sum(A(i,i+1:N).*X0(i+1:N))+B(i))/A(i,i); * (il vettore dei termini noti viene memorizzato nell’ultima colonna del file)
end *
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open (20,file=’sistlin.dat’)
read (20,*) n, thres
if (n .gt. nmax) stop ’n>nmax’ N
read (20,*) ((a(i,j),j=1,n),b(i),i=1,n) . .
close(20) * Ciclo iterativo
*
*
* Costruzione della matrice di iterazione (viene memorizzata in a), girmax =_1ggo
* del vettore q (viene memorizzato in b), }termixl—
* dell’approssimazione iniziale (viene memorizzata in x0) iter . . .
N do while (errmax.gt.thres.and.iter.le.itermax)
doi=1.n errmax = 0.
=1, A
aux = a(i,i) do 1(7)1: E(.)
b(i) = b(i)/aux z oz ) :
a(i,i) = 0. eI T . .
do j = 1, n+1 x(1) = x(1) + a(i,j)*x0(3)
a(i,j) = -a(i,j)/aux enddo , ,
enddo errmax = max(errmax,abs(x(i)-x0(i)))
x0(1) = b(i) enddo
enddo doi=1,mn
. x0(1) = x(1)
* Apertura del file di output ?nddo X
% iter = iter + 1
open (21,file=’output.dat’) enddo
write (21,200) ((a(i,j),j=t,n),i=1,n)
200 format (2x,’Matrice di iterazione:’/5(e13.5,2x))
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*
* Scrittura dell’output
*
write (21,201) iter-1, errmax, (x(i),i=1,n)
201  format (//,2x,’Numero iterazioni:’,i4//,2x,’Errore:’,el3.6//,

$ 2x,’Vettore Xn:’/6(el3.6,2x))
close(21)
*
stop
end
Esercizio

Scrivere un programma (Matlab/Fortran/C) che approssimi la soluzione
di un sistema lineare con il metodo del sovrarilassamento. I dati di
input (dimensioni del sistema lineare, matrice dei coefficienti, vettore
dei termini noti, accuratezza richiesta, parametro di rilassamento)
devono essere letti dal file input.dat. I dati di output (matrice di
iterazione, numero totale di iterazioni, differenza tra due iterazioni
successive in norma 1, soluzione approssimata) devono essere scritti

sul file output.dat.
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Esercizio

Dato il sistema lineare AX = B dove

11 -2
A=|[21 2 |, B = (1,0,0)7,
21 1

1.1) verificare quale tra i metodi di Jacobi e Gauss-Seidel risulta con-
vergente;

1.2) approssimare la soluzione del sistema lineare con 6 decimali
esatti.
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Traccia della soluzione

100 000 01 -2

1.1) D=|0 1 0 L=|200 U=|00 2
00 1 210 00 O

0 -1 2 0 -1 2

c;=| -2 0 -2 Cas=|0 2 -6

—2 -1 0 0 0 2

Entrambe le matrici hanno norma maggiore di 1, quindi la con-
dizione sufficiente di convergenza non e soddisfatta. Per verificare
se e soddisfatta la condizione necessaria e sufficiente bisogna cal-
colare il raggio spettrale delle matrici di iterazione.

Autovalori di C;: 0 con molteplicita 3
= p(Cy) =0 = il metodo di Jacobi converge

Autovalori di Cyg: 0 con molteplicita 1, 2 con molteplicita 2

= p(Crg) =2 = il metodo di Gauss-Seidel non converge
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1.2) Per approssimare la soluzione del sistema lineare con 6 decimali
esatti, si pud utilizzare il metodo di Jacobi arrestando le iterazioni
quando

|EGR+D]|| ~ | x*+1) — x(K)|| < 0.5-10F (criterio di arresto)
Iterazioni
X0 =@, =D"1B=(1,0,0)7
xW=c;xO +@;=01,-2,-2)7 [|xDO-xO) =2
X@ =c;xMV 4@, =(,2,07T 1X@ - x| =4
x®3) = Q,x(2) +Q;=(1,2,007 ||X(3) _ X(2)||OO =0
Nota 1. In questo caso la soluzione & esatta.

Nota 2. La velocita di convergenza e V; = —Log(p(Cy)) = oco.

Cosa si pud dire per il metodo S.O.R. 7 s




Esercizio

521 — = 9

Dato il sistema lineare —x1 4+ bBxp — 2wz = 7T | approssimare
— 2z0 + bzz3 = 6

la soluzione con 8 decimali esatti utilizzando il metodo SOR.

Traccia della soluzione

5 -1 0
La matrice dei coefficienti A = | —1 5 —2 | e tridiagonale.
0 -2 5

Verifichiamo se e definita positiva utilizzando il criterio di Sylvester.

detA; =5>0
det Ay = det { _? _El) } =23>0 = A & definita positiva

det A3 =det A =100>0

Nota. Una matrice tridiagonale simmetrica con elementi positivi

sulla diagonale principale & sempre definita positiva 26

Per risolvere il sistema lineare si pud utilizzare il metodo del rilassa-

mento (SOR) con parametro ottimo
2

O=
1+ /1-p(Ggs)

w

-1

5 00 0O -1 O 1 0 25 O
Cos=—-(D+L)lU=|-1 50 0 0 2|=—1|0 5 50

0 -25 o 0 o 15|00 220

1
Aultovalori di Cgg: 0 con molteplicita 2; 5 con molteplicita 1
1

= p(Cag) = 5 = wo =~ 1.05573
Metodo SOR wg | SOR w = 0.8 | Jacobi | Gauss-Seidel
Iterazioni 12 20 25 13
Tempo di calcolo (s) 0.01 0.01 0.03 0.02
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Condizionamento di un sistema lineare

Il condizionamento del problema della soluzione di un sistema lineare
e indipendente dal metodo numerico scelto per risolverlo.

Il condizionamento " misura” quanto una perturbazione sui dati di
input (matrice dei coefficienti e termine noto) influenzi i risultati (la
soluzione).

Un sistema lineare si dice ben condizionato se a piccole variazioni
sui dati corrispondono piccole variazioni sui risultati.

Viceversa, se a piccole variazioni sui dati corrispondono grandi varia-
zioni sui risultati, si dice che il sistema & mal condizionato.

Quando si approssima la soluzione di un sistema lineare mal condizio-
nato bisogna ridurre il piu possibile gli errori di arrotondamento.
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Errore sul termine noto

Supponiamo che il termine noto B sia affetto da un errore §B.

AX =B2B A(X +6X) =B+ 6B

Per sottrazione si ricava

ASX =6B — |6X = A~ 1B

Per " misurare’ la perturbazione § X indotta su X si ricorre alla norma.
[6X|| = ||[A=6B|| < ||[A7L]] - [|6B|
1Bl = [[AX]] < [IA]] - 1 X]]

Dividendo termine a termine si trova una maggiorazione per l'errore
relativo ||6X]|/]|X]|.
|[0B]]

6] _1, [16Bl|
<||A] - |JATY TS = K (A) T
X[~ ————|B]| |B]|
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Numero di condizionamento

K(A) :=||A]| - ||]A~Y]: numero di condizionamento della matrice A
[|6X]| - K(A)||5BH Rappresenta il coefficiente di amplifi-
X)) = [|B]| cazione dell’errore relativo sui dati
Si pud dimostrare che 1< K(A) <+o0
v N\
Condizionamento ottimo Condizionamento peggiore
(matrici ortogonali) (matrici singolari)

Esempi di matrici malcondizionate: matrici di Hilbert

Errore sulla matrice dei coefficienti

Se anche la matrice A & affetta da un errore §A si ha

I6X|| . K(A) <H5B|_+I6AH>
N X RN T TR
4]

0

Coefficiente di amplificazione

Condizionamento in norma 2

Se A & (simmetrica) definita positiva si ha |K5(A) = [|Al|o||A|]> =

Amax

>‘min

1 1/2 1/3 1/n i = T Ay = 2y = = -
1/2 1;3 1§4 1/(n/+ 1) Infatti ||AH2 \/p(A A) \/P(A ) P(A) Amaz
H=| 1/3 1/4 1/5 e 1/(n42) 1 1
[|A=L||o = p(A™1) = max; — =
1/n 1/(n+1) 1/(n4+2) - 1/(2n—1) Ai Amin
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Traccia della soluzione
. B B 2 per 2A\|+1<2 = [\ <3
1 -2 —) = [[A)[l1 <3 per A <1
Data la matrice A\) = | -1 0 -\
0 0 -1 b) K(A(\)) = AN l1 [A71(V)]I1

a) individuare i valori di A per cui [|[A(N)||1 < 3;

b) studiare come varia il numero di condizionamento K(A())) in

1 . .
norma 1 per |\l < > e trovarne il massimo;

c) Dato il sistema A (%) X = B, fornire una stima dell’errore relativo

‘I‘\é))((l‘l‘ll corrispondente a un errore relativo ‘I‘Iégl‘llll =102
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0 —2 2\

- 1 _ 3/2  per |Al <
Ay =21 1 2 L4HWh={ =
2 0 0 -2 21\ +1 per [N >
3 per A<y
K(AN) =14 2(2]Al+1) per <N <3

(2IA[+1)2 per 3 < )|

= max;yj<1/2 K(AN) = K(A(1/2)) = 4

16113 6Bl _ 4 102
©) Txpy < K(A/2) g =410

Bl=p=
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