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Esercizio 1.
Sia N il numero di clienti arrivati allo sportello di una banca durante un’ora di tempo. Se p è la
probabilità di essere serviti in un’ora (non si tiene conto dell’ordine di arrivo) e N possiede distribuzione
di Poisson di parametro λ > 0 si calcoli

(i) P{“k clienti siano serviti durante l’ora considerata”|N = n} 0 ≤ k ≤ n
(ii) P{“k clienti siano serviti durante l’ora considerata”} k ≥ 0

N.B. Tutte le risposte devono essere adeguatamente giustificate

Soluzione.

(i) Sia
X = “numero di clienti serviti durante un’ora di tempo”

Allora si ha che
X|N = k ∼ Binom(n, p)

perciò

P{“k clienti siano serviti durante l’ora considerata”|N = n} =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k 0 ≤ k ≤ n

(ii) Essendo N ∼ Pois(λ) si ha, per k ≥ 0

P{“k clienti siano serviti durante l’ora considerata”}
= P{X = k}

= P

{
(X = k) ∩

∞⋃
n=k

(N = n)

}

=

∞∑
k=0

P (X = k|N = n)P (N = n)

=

∞∑
n=k

(
n

k

)
pk(1− p)n−ke−λλ

n

n!

= e−λ
(λp)k

k!

∞∑
m=0

1

m!
[λ(1− p)]m

= e−λp
(λp)k

k!

cioè X ∼ Poisson(λp).
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Esercizio 2.
Sia X una v.a. di Cauchy standard. Determinare la funzione di ripartizione e la funzione di densità
della v.a.

X̂ =
1

1 +
1

X

(Suggerimento: si ricordi che se X ∼ Cauchy(0, 1) allora 1/X ∼ Cauchy(0, 1) )

N.B. Tutte le risposte devono essere adeguatamente giustificate

Soluzione.

Sia

Y =
1

X
∼ Cauchy(0, 1)

Allora

FX̂(w) = P
(
X̂ ≤ w

)
= P

(
1

1 + 1
X

≤ w
)

= P

(
1

1 + Y
≤ w

)

=


∫ −1

1−w
w

fY (y) dy w ≤ 0∫ ∞
1−w
w

fY (y) dy + P (Y ≤ 0) w > 0

=


− 1

4
− 1

π
arctan

(
1− w
w

)
w ≤ 0

3

4
− 1

π
arctan

(
1− w
w

)
w > 0

La funzione di densità è data da

fX̂(w) =
1

π

1

w2 + (1− w)2
w ∈ R
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Esercizio 3.
Siano X1, . . . , Xn v.a. indipendenti e uniformi in [0, 1]. Sia

Un = min
1≤i≤n

Xi Vn = max
1≤i≤n

Xi

(i) Si calcoli P (u < Un < Vn < v) per 0 < u < v < 1.

(ii) Si calcoli P (Wn < w) = P (Un

Vn
< w).

(iii) Si calcoli la densità
g(w) = P (Wn ∈ dw)/dw

(iv) Si mostri che

lim
n→∞

P (Wn < w) =

{
0 w ≤ 0

1 w > 0

(Suggerimento: per calcolare la densità di Wn si usi la formula d
dx

∫ β(x)
α(x)

f(x, y)dy = β′(x)f(x, β(x)) −

α′(x)f(x, α(x)) +
∫ β(x)
α(x)

d
dxf(x, y)dy )

N.B. Tutte le risposte devono essere adeguatamente giustificate

Soluzione.

(i)

P (u < Un < Vn < v) = P
{ n⋂
j=1

(Xj > u),

n⋂
j=1

(Xj < v)
}

= P
{ n⋂
j=1

(u < Xj < v)
}

= (v − u)n 0 < u < v < 1

(ii) Essendo

FUn,Vn(u, v) = P (Un < u, Vn < v) = P (Vn < v)− P (Un > u, Vn < v)

si ha

fUn,Vn(u, v) =
∂2

∂u∂v
FUn,Vn(u, v)

= n(n− 1)(v − u)n−2 0 < u < v < 1

Perciò

P

(
Un
Vn

< w

)
= n(n− 1)

∫ w

0

∫ 1

u
w

(v − u)n−2 dv du

(iii) Applicando la formula per la derivazione sotto il segno di integrale alla precedente espressione
si ha

g(w) =

{
(n− 1)(1− w)n−2 0 < w < 1

0 altrove
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(iv)

FWn(w) =


0 w ≤ 0

1− (1− w)n−1 0 < w < 1

1 w ≥ 1

−−−−→
n→∞

{
0 w ≤ 0

1 w > 0
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