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Esercizio 1.
Sia dato un mazzo di carte napoletane (40 carte e 4 semi). I giocatori A e B procedono in questo modo:

1. inizia il giocatore A che estrae due carte e vince se estrae due ori oppure due assi;

2. dopo l’estrazione le due carte estratte vengono reinserite nel mazzo che viene rimescolato. Allora il
giocatore B estrae due carte e vince se estrae due assi oppure due ori.

(i) Calcolare la probabilità che A vinca al suo terzo tentativo.

(ii) Calcolare la probabilità che A vinca prima o poi.

(iii) Calcolare la probabilità che B vinca prima o poi.

(iv) Calcolare la probabilità che non vincano né A né B.

N.B. Tutte le risposte devono essere adeguatamente giustificate.

Soluzione.

Sia

p = P (“2 ori oppure due assi”) =

(
10
2

)
+
(
4
2

)(
40
2

)
(i) Definiamo gli eventi

Ak = (“A vince al suo k-mo lancio”) , k = 1, 2, . . . A = (“A vince prima o poi”)

Allora
P (A3) = (1− p)4p

(ii)

P (A) = P (∪∞k=1Ak) =

∞∑
k=0

(1− p)2kp =
p

1− (1− p)2
=

1

2− p

(iii) Definiamo gli eventi

Bk = (“B vince al suo k-mo lancio”) , k = 1, 2, . . . B = (“B vince prima o poi”)

P (B) = P (∪∞k=1Bk) =

∞∑
k=0

(1− p)2k−1p =
p(1− p)

1− (1− p)2
=

1− p
2− p

(iv)
P (Ac ∩Bc) = 1− P (A)− P (B) = 0

1



Esercizio 2.
Sia (X,Y ) una v.a. distribuita uniformemente sul rettangolo

R = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 1}

(i) Trovare la f.r. di Z = X + Y .

(ii) Trovare la densità della v.a. Z.

(iii) Se (X,Y ) è uniforme in R = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2} cosa cambia nella distribuzione di
Z = X + Y ?

N.B. Tutte le risposte devono essere adeguatamente giustificate.

Soluzione.

(i)

fX,Y (x, y) =

{
1
2 (x, y) ∈ R
0 altrove

Perciò

P (X + Y < z)

=

∫∫
{(x,y): x+y<z}

fX,Y (x, y) dxdy

=



0 z ≤ 0

1

2

∫ z

0

dx

∫ z−x

0

dy =
z2

22
0 < z ≤ 1

1

2

[ ∫ z−1

0

dx

∫ 1

0

dy +

∫ z

z−1
dx

∫ z−x

0

dy

]
=

1

2

[
z − 1 +

1

2

]
=

2z − 1

4
1 < z ≤ 2

1− 1

2

∫ 2

z−1
dx

∫ 1

z−x
dy = 1− 1

4
(3− z)2 2 < z ≤ 3

1 z > 3

(ii)

fZ(z) =


z
2 0 < z < 1
1
2 1 < z < 2
3−z
2 2 < z < 3

0 altrove

(iii) Il risultato è uguale rispetto ai due precedenti.
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Esercizio 3.
Siano {Xk, k ≥ 1} v.a. indipendenti e i.d. con distribuzione normale con media µ e varianza σ2.

(i) Si studi il comportamento asintotico di

Zn =

∑n
k=1Xk − E

∑n
k=1Xk

nα

nei casi in cui 0 < α < 1
2 , α = 1

2 , α >
1
2 .

(ii) Nel caso in cui le v.a. Xk sono delle Cauchy indipendenti di parametri β e γ trovare il limite in
distribuzione di

Wn =

∑n
k=1Xk − nβ

nα

nei casi in cui 0 < α < 1, α = 1, α > 1.

(Si suggerisce di utilizzare le funzioni caratteristiche).

N.B. Tutte le risposte devono essere adeguatamente giustificate.

Soluzione.

(i)

EeiξZn = e−
σ2ξ2

2 · n
n2α

n→∞−−−−→


f.c. di una N (0, σ2) α = 1

2

non converge in distribuzione 0 < α < 1
2

v.a. degenere X = 0 α > 1
2

(ii)

EeiξWn = e−γ|ξ|·
n
nα

n→∞−−−−→


f.c. di una Cauchy(0, γ) α = 1

non converge in distribuzione 0 < α < 1

v.a. degenere X = 0 α > 1
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