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Esercizio 1.
I componenti elettronici prodotti da una ditta possono avere difetti di due tipi, D1 e D2. Il difetto D1

si presenta con probabilità 4%. Il difetto D2 si presenta, indipendentemente da D1, con probabilità 6%.

(i) Calcolare la probabilità che un componente abbia entrambi i difetti.

(ii) Calcolare la probabilità che un componente sia difettoso.

(iii) Calcolare la probabilità che un componente abbia il difetto D1 sapendo che è difettoso.

(iv) Calcolare la probabilità che un componente abbia uno solo dei due difetti sapendo che è difettoso.

Soluzione.

(i)

P (D1 ∩D2) = P (D1)P (D2) =
24

104

(ii)

P (D1 ∪D2) = P (D1) + P (D2)− P (D1 ∩D2) =
4

102
+

6

102
− 24

104
=

976

104

(iii)

P (D1|D1 ∪D2) =
P (D1)

P (D1 ∪D2)
=

4
102

976
104

=
25

61

(iv)

P ((Dc
1 ∩D2) ∪ (D1 ∩Dc

2)|D1 ∪D2) = P ((D1 ∪D2) ∩ (D1 ∩D2)c|D1 ∪D2)

= P (D1 ∪D2|D1 ∪D2)− P (D1 ∩D2|D1 ∪D2)

= 1− P (D1 ∩D2)

P (D1 ∪D2)
= 1−

24
104

976
104
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Esercizio 2.
Sia (X,Y ) un vettore aleatorio con distribuzione

fX,Y (x, y) =

{
λ2e−λy 0 < x < y

0 altrove

(i) Calcolare le distribuzioni marginali di X e di Y .

(ii) Calcolare la distribuzione di Z = X + Y .

(iii) X e Y sono indipendenti?

Soluzione.

(i) X ∈ (0,∞) q.c.. Per x > 0

fX(x) =

∫ ∞
x

λ2e−λy dy = λe−λx

cioè X ∼ Exp(λ). Y ∈ (0,∞) q.c.. Per y > 0

fY (y) =

∫ y

0

λ2e−λy dx = λ2ye−λy

cioè Y ∼ Gamma(2, λ).

(ii) Z ∈ (0,∞) q.c.. Per z > 0

FZ(z) =

∫ z
2

0

dx

∫ z−x

x

λ2e−λydy =

∫ z
2

0

λ
(
e−λx − e−λ(z−x)

)
dx

= 1− 2e−λ
z
2 + e−λz =

(
1− e−λ z

2

)2
(iii) Siccome fX,Y (x, y) 6= fX(x)fY (y) le variabili sono dipendenti.
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Esercizio 3.
Si consideri una successione di v.a. i.i.d. {Xk, k ≥ 1} con legge P (Xk = −

√
3) = P (Xk = +

√
3) = 1

2 e
la successione

Yn =

n∑
k=1

√
k

n(n+ 1)
Xk , n ≥ 1.

(i) Calcolare la varianza di Yn.

(ii) Calcolare la funzione caratteristica di Yn.

(iii) Calcolare il limite per n→∞ della funzione caratteristica e dedurre il limite in distribuzione delle

Yn. (Sugg.: si utilizzi il fatto che per x→ 0 cosx = 1− x2

2 + o(x) e ln(1 + x) = x+ o(x)).

Soluzione.

(i)

VYn =

n∑
k=1

k

n(n+ 1)
EX2

k =
3

n(n+ 1)

n(n+ 1)

2
=

3

2
.

(ii)

EeitYn =

n∏
k=1

Ee
ikt

n(n+1)
Xk =

n∏
k=1

1

2

(
e
it
√

3k
n(n+1) + e

−it
√

3k
n(n+1)

)
=

n∏
k=1

cos

(
t

√
3k

n(n+ 1)

)

(iii)

lim
n→∞

EeitYn = lim
n→∞

n∏
k=1

(
1− 3k

n(n+ 1)

t2

2

)
= e

limn
∑n

k=1 ln
(
1− 3k

n(n+1)
t2

2

)

= e
limn

(
− 3t2

2

∑n
k=1

k
n(n+1)

)

= e−
3t2

4

ovvero Yn
d−→ Z ∼ N

(
0, 32
)
.
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