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Esercizio 1.
Sia T il tempo aleatorio prima che un ciclista sia investito da un’automobile.

Siano n i ciclisti che vivono in un paese. Calcolare

(i) la probabilità che al tempo t nessuno dei ciclisti sia stato investito;

(ii) la probabilità che almeno un ciclista sia stato investito;

(iii) la probabilità che 1 < k < n ciclisti siano stati investiti al tempo t;

(iv) la probabilità che tutti i ciclisti siano stati investiti.

(v) A quale istante la probabilità che nessuno sia stato investito e tutti siano stati investiti è uguale?

Si suppone che i tempi Tk, 1 ≤ k ≤ n sono indipendenti e con la stessa distribuzione di T . Si esplicitino
le probabilità date assumendo che T sia distribuita esponenzialmente con parametro λ = 1.

Soluzione.

(i) Sia N il numero di ciclisti investiti.

P (N = 0) = P (

n⋂
k=1

Tk > t) =

n∏
k=1

P (Tk > t) = e−nt

(ii)
P (N ≥ 1) = 1− P (N = 0) = 1− e−nt

(iii)

P (N = k) =

(
n

k

)
P (T ≤ t)kP (T > t)n−k =

(
n

k

)
(1− e−t)ke−(n−k)t

(iv)

P (N = n) = P (

n⋂
k=1

Tk ≤ t) =

n∏
k=1

P (Tk ≤ t) = (1− e−t)n

(v)
e−nt = (1− e−t)n ⇒ t = ln 2
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Esercizio 2.
Siano X1 e X2 due v.a. normali standardizzate indipendenti. Trovare la distribuzione di

(i) W = X2
1 +X2

2 ;

(ii) Z =
√
X2

1 +X2
2 .

(iii) Calcolare EZ ed EW .

Soluzione.

(i)

FW (w) = P (X2
1 +X2

2 < w) =

∫
{x1,x2:x2

1+
2
2<w}

e−
x2
1
2

√
2π

e−
x2
2
2

√
2π

dx1 dx2

=

∫ √w
0

ρdρ

∫ 2π

0

e−ρ
2/2

2π
= 1− e−w/2 w > 0

(ii)

FZ(z) = P (X2
1 +X2

2 < z2) =

∫ z

0

ρdρ

∫ 2π

0

e−ρ
2/2

2π
= 1− e−z

2/2 z > 0

(iii) EW = 2 poiché W ∼ Exp(1/2).

EZ = E
√
W =

∫ ∞
0

w1/2 1

2
e−w/2 dw =

√
2

∫ ∞
0

w3/2−1e−w dw =
√

2Γ(3/2) =

√
π

2
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Esercizio 3.
Siano Xj , 1 ≤ j ≤ n v.a. indipendenti e uniformi in [0, 1].

(i) Si trovi la distribuzione congiunta di Un = min1≤j≤nXj , Vn = max1≤j≤nXj .

(ii) Calcolare la densità congiunta.

(iii) Trovare la distribuzione di Wn = max1≤j≤nXj −min1≤j≤nXj .

(iv) Trovare il limite in distribuzione di Un, Vn,Wn.

Soluzione.

(i)

P

(
max
1≤j≤n

Xj < v, min
1≤j≤n

Xj > u

)
= P

 n⋂
j=1

P (u < Xj < v)

 = (v − u)n 0 < u < v < 1.

(ii)

fUn,Vn = − ∂2

∂u∂v
n(n− 1)(v − u)n−2 0 < u < v < 1.

(iii)

FWn(w) = 1−
∫ 1−w

0

du

∫ 1

u+w

n(n− 1)(v − u)n−2dv

= 1 +

∫ 1−w

0

(−n(1− u)n−1 + nwn−1)du

= wn + nwn−1(1− w) 0 < w < 1.

(iv) Per n→∞, Un
d−→ 0, Vn

d−→ 1, Wn
d−→ 1.
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