Esercitazione 18-12-2017

Esercizio n.1:
Siano Xi,...,Xn,... v.a. indipendenti e identicamente distribuite con dis-

tribuzione

P(X=e):P{X=1/e}:%

e sia, per ognin € N
Yo=(Xy ... Xn)ll‘/E

Studiare la convergenza della successione {Y,}, - .

Esercizio n.2:
Siano X e Y v.a. indipendenti e con distribuzione rispettivamente uniforme
in (0,1) ed esponenziale di parametro 1. Determinare la distribuzione della v.a.

nX

Z“=nX+Y’ neN

e studiarne la convergenza nelle sue varie forme (separatamente).

Esercizio n.3:
Sia data la successione di v.a. {¥,}, -, con

1
Y= EJ(X1+2X2+"‘+W’X”)’

dove Xi,...,X,... sono v.a. ii.d. con distribuzione normale standard e o &
un numero reale. Trovare la distribuzione di probabilita di Y, e il limite per
n — oc.

Esercizio n.4:
Siano X, 1, ..., Xn,n indipendenti con distribuzione esponenziale di parametro
n, per ogni n € N. Trovare la distribuzione di probabilita di

Y, =nmax (Xn1,...., Xnn) — logn

e studiarne la convergenza in distribuzione.



3. Siano date le v.a. Xy, Xo,..., X, ..., indipendenti e somiglianti con distribuzione

P(X,=¢) = P(X,=1/¢) = 5.
E sia, per ogni n € N,

Vo (K ¢ Ko XPVE,

Studiare la convergenza in distribuzione delta—suecessionetwg=re della successione Y.

giustificare tutti i passaggi in modo adeguato

log X, ~ Unif{—1,1}, E(log X,,) = 0, Var(log X,,) = 1.

E le v.a. X, sono quindi i.i.d. con media e varianza finite. Dal teorema centrale di convergenza
segue che:
& !

_log X, MG
vn

Poiché la convergenza in distribuzione si conserva sotto una trasformazione continua,

log ¥,

o

»logY = Z ~ N(0.1)

YnLY:esz.

La distribuzione limite si chiama “Lognormale(0,1)”. Troviamone funz. di ripartiz. F' e densita
I
Yy >0, F(y) = P(e? <y) = P(Z <logy) = Fx,)(logy)

B 1 1 1o
= f(y) = fvoylogy)y™ = N bl e, ws (]




3. Siano X e Y due v.a. indipendenti aventi rispettivamente distribuzione uniforme in (0,1) ed
esponenziale di parametro 1. Determinare la distribuzione della v.a.

nX

e T ar T xr Nv
e

e studiarne la convergenza per n — +oc.

giustificare tutti i passaggi in modo adeguato

La convergenza quasi certa & immediata:
nX(w)

nX(w)+Y(w) n—+oo .

q.c. Zp(w) =

. q.c.
cioe |7, ——— 1

Troviamo la funzione di ripartizione di Z,:

0 250
Zn€(0,1) = Fz (2)=47 0<z<l
1, z>21

Vz e (0, 1), FZn(Z) =
=ma<4=P(”X <%=PW>MU%&M%ifPW>MUr4MM

nX+Y
1 e
= | e nW/zlzgy = 1—e /=1

0 n(l/z—1)

JD1 z S D
. ) B 1= e—n(l/zfl) 0, z< 1
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3. Sia data la successione di v.a. {Y,; n>1} definita da

1
Y, = — (X1 +2X5 + - +nX,),
n&

dove Xi,...,Xn,...sonoii.d. con distribuzione normale standardizzata e o & un numero reale.

Trovare la distribuzione di probabilita di Y, e discuterne il limite in distribuzione al variare di
Q.

giustificare tutti i passagg: in modo adeguato

La v.a. Y,,, combinazione lineare di variabili normali, ha distribuzione normale:

Yn ~ N(O: 0722,)

dove
D@D , +o00, a<3/2
2 _ 1 9B e ) 1IN i ~nt —
Iy 2o (1+22+--+n) G 20 320 1/3, a=3/2
0, «>3/2
) (1/2, a < 3/2
Fr.(y) = Fnou (yc; ) — § Fvoaa(y), a=3/2
R, a>32
Riassumendo:

Y, non ha limite in distribuzione, « < 3/2
Y, —2 5 Y ~N(0,1/3), a=3/2

¥ iy ), a>3/2
P




3. Siano, per ogni n € N, X, 1,X,2,...,Xn., n v.a. indipendenti e somiglianti aventi distribu-
zione esponenziale di parametro n. Trovare la distribuzione di probabilita della v.a.

Y= novaef X G s o Konm ) SI08T

e studiare la convergenza in distribuzione della successione {Y,}.

giustificare tutti i passaggi in modo adeguato

Y, € (—logn, +o00) q.c.

Yy > —logn, Fy,(y) = P(nmax <logn+y) =P (max < iogn%)
logn + Y "’ —(logn N e v\"
(2520 <=5
Riassumendo
0, y< —logn| i . _y\ T
Fy,(y) = —y\" e:“(l_ﬁ_') Flu) — e
va(¥) (1__%_1) y>—logn ) Bcorwondl bl Rk

Quindi |V, Y ~ F
Qui sotto il grafico di F e quello della sua densita f(y) = e~ ¥+




