
Ruolo della dissipazione negli scambi energetici
Maggiore è Q (minore lo smorzamento) tanto più selettivo è l’oscillatore. 
Cosa succede se   
 l’oscillatore non può scambiare energia con lo stimolo esterno: se la 

frequenza è diversa, la risposta è assente, se la frequenza è uguale, 
l’energia tende ad infinito, raggiungendo sicuramente il carico di 
rottura dell’oscillatore 

Notiamo che la maggior parte degli scambi di energia naturali ed 
artificiali si basa su onde (oscillazioni) e risonanza: 
la radiazione eccita atomi e molecole intorno alla posizione di equilibrio 
l’emissione e la ricezione del suono (naturale ed artificiale) si basa su 

meccanismi di oscillazione 
la trasmissione e la ricezione di radiosegnali avviene tramite oscillazioni 

elettriche regolate dalle stesse leggi degli oscillatori meccanici 
Ruolo della dissipazione negli scambi di energia!  

senza dissipazione (attrito o altre forme) non sarebbe possibile lo scambio di 
segnali, ma neanche il trasferimento di energia dal sole alla terra attraverso 
la radiazione luminosa
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Studiamo il comportamento di due oscillatori accoppiati, costituiti da due corpi 1 e 2,

schematizzabili come punti materiali, entrambi di massa pari ad m, che si muovono senza

attrito lungo una retta orizzontale su cui sono fissati due supporti A e B. Il corpo 1 è connesso

al supporto A da una molla di costante elastica k. Il corpo 2 è connesso al supporto B da

una molla della stessa costante elastica della prima. I due corpi sono inoltre connessi tra di

loro da una molla di costante elastica k12. Indicando con y una coordinata lungo la retta,

orientata da A a B, chiamiamo y1e e y2e le due posizioni di equilibrio.

k k12 k

yy2ey1e

A B

Se i due corpi si trovano in due generiche posizioni y1 e y2, indichiamo le loro distanze dalle

posizioni di equilibrio con x1 = y1 � y1e e x2 = y2 � y2e. La molla di sinistra eserciterà sul

corpo 1 una forza pari a �kx1; la molla di destra eserciterà sul corpo 2 una forza pari a

�kx2. Considerando che

x2 � x1 = y2 � y2e � (y1 � y1e) = y2 � y1 � (y2e � y1e)

si vede che la lunghezza x2 � x1, a seconda che sia positiva o negativa, rappresenta l’al-

lungamento o la compressione della molla centrale rispetto alla sua lunghezza all’equilibrio.

Quando la molla centrale ha una lunghezza diversa da quella all’equilibrio, eserciterà quindi

una forza su 1 pari a k12(x2 � x1) e una forza su 2 pari a �k12(x2 � x1). Possiamo scrivere

quindi le leggi del moto dei due corpi considerando le quattro forze cos̀ı determinate:

8
>>><

>>>:

m
d2x2

dt2
= �kx2 � k12(x2 � x1)

m
d2x1

dt2
= �kx1 + k12(x2 � x1)
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corpo 1 una forza pari a �kx1; la molla di destra eserciterà sul corpo 2 una forza pari a
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Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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sommando e sottraendo si ha:
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delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�
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due equazioni differenziali disaccoppiate nelle nuove variabili 
 e  

che hanno come soluzione due moti armonici di pulsazione
x2 + x1 x2 − x1
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la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante
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diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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Studiamo il comportamento di due oscillatori accoppiati, costituiti da due corpi 1 e 2,

schematizzabili come punti materiali, entrambi di massa pari ad m, che si muovono senza

attrito lungo una retta orizzontale su cui sono fissati due supporti A e B. Il corpo 1 è connesso

al supporto A da una molla di costante elastica k. Il corpo 2 è connesso al supporto B da

una molla della stessa costante elastica della prima. I due corpi sono inoltre connessi tra di

loro da una molla di costante elastica k12. Indicando con y una coordinata lungo la retta,

orientata da A a B, chiamiamo y1e e y2e le due posizioni di equilibrio.

k k12 k

yy2ey1e

A B

Se i due corpi si trovano in due generiche posizioni y1 e y2, indichiamo le loro distanze dalle

posizioni di equilibrio con x1 = y1 � y1e e x2 = y2 � y2e. La molla di sinistra eserciterà sul

corpo 1 una forza pari a �kx1; la molla di destra eserciterà sul corpo 2 una forza pari a

�kx2. Considerando che

x2 � x1 = y2 � y2e � (y1 � y1e) = y2 � y1 � (y2e � y1e)

si vede che la lunghezza x2 � x1, a seconda che sia positiva o negativa, rappresenta l’al-

lungamento o la compressione della molla centrale rispetto alla sua lunghezza all’equilibrio.

Quando la molla centrale ha una lunghezza diversa da quella all’equilibrio, eserciterà quindi

una forza su 1 pari a k12(x2 � x1) e una forza su 2 pari a �k12(x2 � x1). Possiamo scrivere

quindi le leggi del moto dei due corpi considerando le quattro forze cos̀ı determinate:

8
>>><

>>>:

m
d2x2

dt2
= �kx2 � k12(x2 � x1)

m
d2x1

dt2
= �kx1 + k12(x2 � x1)

1

Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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da cui possiamo riottenere le 
leggi orarie dei due corpi di 
nuovo sommando e sottraendo

Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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Per individuare due combinazioni semplici poniamo 
 oppure , con x0 ≠ 0, x̄ = 0 x0 = 0, x̄ ≠ 0 φ0 = φ̄ = 0
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Studiamo il comportamento di due oscillatori accoppiati, costituiti da due corpi 1 e 2,

schematizzabili come punti materiali, entrambi di massa pari ad m, che si muovono senza

attrito lungo una retta orizzontale su cui sono fissati due supporti A e B. Il corpo 1 è connesso

al supporto A da una molla di costante elastica k. Il corpo 2 è connesso al supporto B da

una molla della stessa costante elastica della prima. I due corpi sono inoltre connessi tra di

loro da una molla di costante elastica k12. Indicando con y una coordinata lungo la retta,

orientata da A a B, chiamiamo y1e e y2e le due posizioni di equilibrio.

k k12 k

yy2ey1e

A B

Se i due corpi si trovano in due generiche posizioni y1 e y2, indichiamo le loro distanze dalle

posizioni di equilibrio con x1 = y1 � y1e e x2 = y2 � y2e. La molla di sinistra eserciterà sul

corpo 1 una forza pari a �kx1; la molla di destra eserciterà sul corpo 2 una forza pari a

�kx2. Considerando che

x2 � x1 = y2 � y2e � (y1 � y1e) = y2 � y1 � (y2e � y1e)

si vede che la lunghezza x2 � x1, a seconda che sia positiva o negativa, rappresenta l’al-

lungamento o la compressione della molla centrale rispetto alla sua lunghezza all’equilibrio.

Quando la molla centrale ha una lunghezza diversa da quella all’equilibrio, eserciterà quindi

una forza su 1 pari a k12(x2 � x1) e una forza su 2 pari a �k12(x2 � x1). Possiamo scrivere

quindi le leggi del moto dei due corpi considerando le quattro forze cos̀ı determinate:

8
>>><

>>>:

m
d2x2

dt2
= �kx2 � k12(x2 � x1)

m
d2x1

dt2
= �kx1 + k12(x2 � x1)

1

Cosa rappresentano i casi in cui  o  ? 
Nel primo caso, i due oscillatori si muovono in fase, con la legge oraria di 

un moto puramente armonico. 
Nel secondo caso, i due oscillatori si muovono in opposizione di fase, 

sempre con la legge oraria di un moto armonico.

x0 ≠ 0, x̄ = 0 x0 = 0, x̄ ≠ 0

Questi sono detti “modi normali”, sono 
dettati esclusivamente dalle condizioni 
iniziali e sono gli unici moti puramente 
armonici dei due oscillatori

Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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NB: i due modi normali 
hanno pulsazioni diverse

x2(t) =
1
2

x0 sin(ω0t)

x1(t) =
1
2

x0 sin(ω0t)

Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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x2(t) =
1
2

x̄ sin(ω̄t)

x1(t) = −
1
2

x̄ sin(ω̄t)

Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.
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Studiamo il comportamento di due oscillatori accoppiati, costituiti da due corpi 1 e 2,

schematizzabili come punti materiali, entrambi di massa pari ad m, che si muovono senza

attrito lungo una retta orizzontale su cui sono fissati due supporti A e B. Il corpo 1 è connesso

al supporto A da una molla di costante elastica k. Il corpo 2 è connesso al supporto B da

una molla della stessa costante elastica della prima. I due corpi sono inoltre connessi tra di

loro da una molla di costante elastica k12. Indicando con y una coordinata lungo la retta,

orientata da A a B, chiamiamo y1e e y2e le due posizioni di equilibrio.

k k12 k

yy2ey1e

A B

Se i due corpi si trovano in due generiche posizioni y1 e y2, indichiamo le loro distanze dalle

posizioni di equilibrio con x1 = y1 � y1e e x2 = y2 � y2e. La molla di sinistra eserciterà sul

corpo 1 una forza pari a �kx1; la molla di destra eserciterà sul corpo 2 una forza pari a

�kx2. Considerando che

x2 � x1 = y2 � y2e � (y1 � y1e) = y2 � y1 � (y2e � y1e)

si vede che la lunghezza x2 � x1, a seconda che sia positiva o negativa, rappresenta l’al-

lungamento o la compressione della molla centrale rispetto alla sua lunghezza all’equilibrio.

Quando la molla centrale ha una lunghezza diversa da quella all’equilibrio, eserciterà quindi

una forza su 1 pari a k12(x2 � x1) e una forza su 2 pari a �k12(x2 � x1). Possiamo scrivere

quindi le leggi del moto dei due corpi considerando le quattro forze cos̀ı determinate:

8
>>><

>>>:

m
d2x2

dt2
= �kx2 � k12(x2 � x1)

m
d2x1

dt2
= �kx1 + k12(x2 � x1)

1

Torniamo al caso generale, ponendo ora    e  x0 = x̄ φ0 = φ̄ = 0

Ricordiamo le formule di 
prostaferesi

equilibrio della stessa distanza: nella stessa direzione per avere x̄ = 0 (modo in fase) o nella

direzione opposta per avere x0 = 0 (modo in opposizione di fase). Tutte le altre possibilità

sono combinazioni lineari di questi due modi normali e le leggi orarie saranno sovrapposizioni

di due funzioni sinusoidali con frequenze diverse, che non possono mai combinarsi in un moto

armonico.

Per analizzare ora le leggi orarie dei due oscillatori quando il sistema è in una sovrap-

posizione dei due modi normali, consideriamo per semplicità il caso nel quale x0 = x̄ e

'0 = '̄ = 0. Ricordando le formule di prostaferesi:

sin↵ + sin � = 2 sin
↵ + �

2
cos

↵� �

2

sin↵� sin � = 2 cos
↵ + �

2
sin

↵� �

2

e definendo pulsazione portante e modulante rispettivamente la semisomma e la semidi↵e-

renza di !̄ e !0:

!p =
!̄ + !0

2
, !m =

!̄ � !0

2
, per cui !p > !m,

le due leggi orarie si possono scrivere:

8
<

:

x1(t) = x0 cos(!pt) sin(!mt)

x2(t) = x0 sin(!pt) cos(!mt)

e rappresentano entrambe una funzione sinusoidale con pulsazione portante !p, modulata da

una seconda funzione sinusoidale con pulsazione !m. Rappresentiamo in grafico due esempi,

nei quali è riportata la posizione di uno dei due oscillatori in funzione del tempo: a sinistra

un caso in cui la pulsazione (e quindi la frequenza) portante sia 10 volte la modulante, a

destra un caso in cui la portante sia 25 volte la modulante.

k k12 k

yy2ey1e

A B

�p = 10 �m �p = 25 �m

Tanto più la frequenza della portante è grande rispetto a quella della modulante, tanto

più lungo è il periodo con cui la portante è modulata, rispetto al periodo della portante.
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posizione dei due modi normali, consideriamo per semplicità il caso nel quale x0 = x̄ e
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introduciamo le due frequenze 
portante e modulante

x2(t) =
1
2

x0(sin(ω0t) + sin(ω̄t))

x1(t) =
1
2

x0(sin(ω0t) − sin(ω̄t))

Si tratta di un sistema di due equazioni di↵erenziali in due variabili tra loro accoppiate. Per

separarle possiamo sommare e sottrarre le due equazioni precedenti:

8
>>><

>>>:

m
d2(x2 + x1)

dt2
= �k(x2 + x1)

m
d2(x2 � x1)

dt2
= �k(x2 � x1)� 2k12(x2 � x1) = �(k + 2k12)(x2 � x1)

Come si vede, abbiamo ora due equazioni di↵erenziali disaccoppiate nelle nuove variabili

x2+x1 e x2�x1. Entrambe hanno come soluzione un moto armonico, ma le pulsazioni sono

diverse: !0 =

q
k
m e !̄ =

q
k+2k12

m . Le soluzioni sono dunque

8
<

:

x2 + x1 = x0 sin(!0t+ '0)

x2 � x1 = x̄ sin(!̄t+ '̄)

dove x0, x̄,'0 e '̄ possono essere determinati imponendo i valori iniziali delle posizioni e

delle velocità dei due punti. Possiamo riottenere le leggi orarie di ciascuno dei due corpi

sommando e sottraendo a loro volta le due soluzioni:

8
<

:

x2(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0) + x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

x1(t) =
1
2

�
x0 sin(!0t+ '0)� x̄ sin(!̄t+ '̄)

�

Poiché x0 e x̄ possono essere fissati indipendentemente uno dall’altro, possiamo chiederci

cosa rappresentano i casi in cui uno dei due sia nullo.

Se x̄ = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = x1(t). In questo caso,

la distanza tra i due oscillatori rimane costante durante tutto il moto: i due oscillatori si

spostano quindi in fase tra di loro. Inoltre, la molla centrale si trova sempre alla lunghezza

dell’equilibrio. In conseguenza non esercita nessuna forza sui due oscillatori: potrebbe essere

sostituita da una bacchetta rigida e il moto non cambierebbe. Questo è il motivo per cui

la sua costante elastica non interviene nel moto degli oscillatori e la pulsazione risultante

è conseguentemente minore. E’ come se un oscillatore di massa pari alla somma delle due

masse fosse soggetto a due molle uguali in parallelo: la pulsazione rimane !0 =

q
k
m .

Viceversa, se x0 = 0, vuol dire che per tutta la durata del moto x2(t) = �x1(t) e gli

spostamenti dei due oscillatori sono sempre uguali ed opposti: i due oscillatori sono quindi

in opposizione di fase. Ora anche la molla centrale, contraendosi e dilatandosi, esercita la sua

forza, in maniera simmetrica, sui due scintillatori. La pulsazione è di conseguenza maggiore:

!̄ > !0.

In entrambi i casi tutti e due gli oscillatori si muovono di moto armonico. Questi due

possibili modi di oscillazione sono detti ”modi normali”; sono gli unici nei quali il moto di

ciascuno dei due oscillatori è un normale moto armonico. Per costringere il sistema a oscillare

in uno dei due modi normali, è su�ciente che nell’istante iniziale i due punti siano lasciati

liberi, con velocità nulla, in posizioni corrispondenti a due spostamenti dalla posizione di
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Studiamo il comportamento di due oscillatori accoppiati, costituiti da due corpi 1 e 2,

schematizzabili come punti materiali, entrambi di massa pari ad m, che si muovono senza

attrito lungo una retta orizzontale su cui sono fissati due supporti A e B. Il corpo 1 è connesso

al supporto A da una molla di costante elastica k. Il corpo 2 è connesso al supporto B da

una molla della stessa costante elastica della prima. I due corpi sono inoltre connessi tra di

loro da una molla di costante elastica k12. Indicando con y una coordinata lungo la retta,

orientata da A a B, chiamiamo y1e e y2e le due posizioni di equilibrio.

k k12 k

yy2ey1e

A B

Se i due corpi si trovano in due generiche posizioni y1 e y2, indichiamo le loro distanze dalle

posizioni di equilibrio con x1 = y1 � y1e e x2 = y2 � y2e. La molla di sinistra eserciterà sul

corpo 1 una forza pari a �kx1; la molla di destra eserciterà sul corpo 2 una forza pari a

�kx2. Considerando che

x2 � x1 = y2 � y2e � (y1 � y1e) = y2 � y1 � (y2e � y1e)

si vede che la lunghezza x2 � x1, a seconda che sia positiva o negativa, rappresenta l’al-

lungamento o la compressione della molla centrale rispetto alla sua lunghezza all’equilibrio.

Quando la molla centrale ha una lunghezza diversa da quella all’equilibrio, eserciterà quindi

una forza su 1 pari a k12(x2 � x1) e una forza su 2 pari a �k12(x2 � x1). Possiamo scrivere

quindi le leggi del moto dei due corpi considerando le quattro forze cos̀ı determinate:

8
>>><

>>>:

m
d2x2

dt2
= �kx2 � k12(x2 � x1)

m
d2x1

dt2
= �kx1 + k12(x2 � x1)

1
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Meccanica dei sistemi (FMUV 7.1)

Dinamica di sistemi, al di là della schematizzazione del punto 
materiale. 

Perché non possiamo semplicemente estendere la dinamica del punto 
a qualunque insieme di punti materiali, per esempio come abbiamo 
fatto nel caso degli oscillatori accoppiati? 

In realtà, una soluzione analitica generale esiste solo per il “problema 
dei due corpi”. 

Già con tre corpi, solo casi particolari possono essere risolti 
analiticamente, per il resto sono necessarie approssimazioni 
numeriche. 

Anche prima della disponibilità dei calcolatori, sofisticati calcoli 
numerici permisero la soluzione di problemi molto complessi, come 
la predizione dei movimenti dei pianeti del sistema solare. 

Fino a dove possiamo spingerci con tecniche di questo tipo?
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Meccanica dei sistemi e punto materiale
Sappiamo che la materia è costituita da oggetti microscopici, per i quali 

la schematizzazione di punto materiale sembrerebbe appropriata 
In pochi grammi di materia è contenuto un numero di punti dell’ordine del 

numero di Avogadro: non possiamo trattare altrettante equazioni. 
Ma se questo è vero, qual è il senso dell’approssimazione di punto 

materiale? Per quanto piccolo, il punto materiale conterrà sempre 
un numero sconfinato di punti, in movimento uno rispetto all’altro e 
soprattutto in interazione uno con l’altro. 

Possiamo confidare nella validità del modello di punto materiale se non 
siamo in grado di verificarla neanche in linea di principio per gli 
oggetti più piccoli percepiti dai nostri sensi? 

Il nostro primo obiettivo è allora: 
• Capire se c’è un modo di descrivere un sistema di punti materiali che ci 

permetta di applicare qualcosa di equivalente al secondo principio della 
dinamica 

• Se sì, verificare se in questa descrizione trova spazio la nozione di punto 
materiale, o se questa deve essere considerata un semplice modello che 
dovremo ad un certo punto abbandonare
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