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1. Statistica descrittiva univariata

Definizioni:

· Unità statistica: è il soggetto elementare dell’indagine statistica. Appartiene ad una popolazione di interesse;

· Variabile statistica: si può definire variabile statistica una caratteristica rilevata sulle unità statistiche;
· Modalità: Ognuno dei diversi modi in cui si manifesta una variabile

· Variabile statistica qualitativa: “titolo di studio”, “nazionalità”, “colore dei capelli”, “giudizio attribuito ad un certo spot pubblicitario”, sono esempi di variabili qualitative le cui modalità sono rappresentate da sostantivi o aggettivi (ad esempio, “scuola dell’obbligo, diploma, laurea di primo livello” potrebbero essere le modalità della prima variabile, “inguardabile, accettabile, gradevole, bello” dell’ultima). Una variabile qualitativa è detta nominale o sconnessa quando le modalità non possono essere poste in un sistema di ordinamento (per esempio, le modalità “maschio, femmina” per la variabile “sesso”); diversamente una variabile è detta ordinale, ovvero è possibile ordinare le modalità secondo un ordine crescente o decrescente (per esempio, “insoddisfatto, soddisfatto, molto soddisfatto” per il carattere “grado di soddisfazione ad un certo servizio”);

· Variabile statistica quantitativa: “età in anni compiuti”, “numero di fratelli”, “peso”, “altezza”, “numero di giorni trascorsi all’estero durante l’anno”, sono esempi di variabili quantitative le cui modalità sono rappresentate da numeri. In particolare, la variabile si dice discreta (o è resa discreta) se le modalità numeriche appartengono all’insieme dei numeri naturali (ad esempio, “numero di fratelli” come variabile per sua natura discreta ed espressa con numeri interi del tipo , 1, 2, … oppure “voto ottenuto ad un certo esame” come variabile resa discreta dall’approssimazione ed espressa con modalità appartenenti all’insieme 18, 19, …, 29, 30), o continua se, invece, le modalità appartengono all’insieme dei numeri reali (si pensi, ad esempio, alla misurazione della variabile “altezza” espressa in metri e effettuata con uno strumento a precisione millimetrica: m.1,789 potrebbe essere una delle infinite manifestazioni della variabile). Per la natura stessa di una variabile statistica continua, in grado di assumere infiniti valori, solitamente si procede alla classificazione delle modalità osservate in classi di valori (ad esempio, tutte le altezze comprese tra m.1,700 e m.1,799 potrebbero confluire nell’intervallo [1,700-1,800), ove l’estremo inferiore è compreso nell’intervallo ed è convenzionalmente indicato con una parentesi quadra mentre l’estremo superiore è escluso e convenzionalmente indicato con una parentesi tonda).
Una volta conclusa l’indagine statistica il ricercatore si trova in possesso di una matrice di dati composta da un numero di righe pari al numero di unità statistiche osservate (d’ora in avanti, indicheremo con il termine n la numerosità della popolazione indagata) e un numero di colonne pari al numero di variabili rilevate, come nella tabella qui di seguito riportata.

	
	Variabili rilevate

	
	X
	Y
	Z
	W

	Unità statistiche
	Voto
	Altezza
	Sesso
	Gradimento

	1
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Nelle celle interne della matrice verranno inserite le modalità con cui ogni singola variabile si è manifestata su ogni unità statistica. Ad esempio, nella cella all’incrocio della prima riga e della prima colonna indicato il voto ottenuto dal primo soggetto (che qui identifica la prima unità statistica), nella cella all’incrocio dell’ennesima riga e della quarta colonna verrà indicato il gradimento espresso dall’ennesimo soggetto, e così via. Ogni colonna della matrice, in definitiva, contiene tutte le modalità con cui una singola variabile si è manifestata nella popolazione (una variabile, tanti soggetti) e ogni riga contiene tutte le modalità che un singolo soggetto ha manifestato per le variabili indagate (un soggetto, tante variabili). 

Il seguente schema riassume in forma grafica i concetti fino ad ora esposti.
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	Variabili rilevate

	Unità statistiche
	X1
	X2
	…
	Xm

	1
	Modalità della variabile X1 rilevata sull'unità statistica 1
	 
	 
	 

	2
	 
	 
	 
	 

	…
	 
	 
	 
	 

	n
	 
	 
	 
	Modalità della variabile Xm rilevata sull'unità statistica n




Per la realizzazione degli esempi numerici contenuti nei prossimi capitoli, verranno utilizzati i seguenti dati fittizi ottenuti da una popolazione di n=20 individui che hanno partecipato ad un corso di tennis; le variabili rilevate sono ”voto (in trentesimi) ottenuto al termine del corso” (variabile quantitativa discreta), “altezza in cm” (variabile quantitativa continua), “sesso” (variabile qualitativa nominale), “gradimento dell’organizzazione e della qualità dei maestri” (variabile qualitativa ordinale) e “titolo di studio” (variabile qualitativa ordinale”).

Tabella 1: matrice di dati

	
	Variabili rilevate su ogni unità statistica

	
	Z
	Y
	X
	W
	L

	Unità statistiche
	Voto
	Altezza
	Sesso
	Gradimento
	Titolo di studio

	1
	19
	178,23
	Maschio
	Basso
	Licenza scuola media inf.

	2
	19
	170,03
	Maschio
	Medio
	Diploma

	3
	22
	173,74
	Femmina
	Basso
	Diploma

	4
	18
	171,26
	Maschio
	Alto
	Licenza scuola media inf.

	5
	24
	157,12
	Femmina
	Alto
	Licenza scuola media inf.

	6
	20
	163,76
	Femmina
	Alto
	Licenza scuola media inf.

	7
	21
	185,41
	Maschio
	Basso
	Diploma

	8
	19
	175,53
	Femmina
	Basso
	Diploma

	9
	20
	182,97
	Femmina
	Medio
	Licenza scuola media inf.

	10
	21
	165,84
	Maschio
	Basso
	Licenza scuola media inf.

	11
	22
	158,57
	Maschio
	Alto
	Diploma

	12
	25
	188,05
	Maschio
	Alto
	Laurea I livello

	13
	24
	178,88
	Femmina
	Medio
	Laurea I livello

	14
	19
	169,35
	Maschio
	Medio
	Diploma

	15
	22
	179,29
	Femmina
	Basso
	Licenza scuola media inf.

	16
	24
	157,20
	Femmina
	Basso
	Laurea I livello

	17
	20
	187,42
	Femmina
	Medio
	Diploma

	18
	25
	156,00
	Maschio
	Basso
	Laurea I livello

	19
	23
	166,74
	Femmina
	Alto
	Diploma

	20
	19
	189,99
	Femmina
	Alto
	Diploma


La statistica descrittiva univariata ha come obiettivo lo studio della distribuzione di ogni variabile, singolarmente considerata, all’interno della popolazione (analisi per colonna) mentre la statistica descrittiva bivariata si occupa dello studio della distribuzione di due variabili congiuntamente considerate.

Nell’ambito dell’analisi univariata si intuisce come, nel caso in cui la numerosità della popolazione (ovvero il numero di righe della matrice) sia elevata, diventi estremamente difficile per il ricercatore riuscire ad avere un’idea di come la variabile oggetto di studio si distribuisca all’interno della popolazione. Per questo motivo, risulta inevitabile la ricerca di strumenti per una visualizzazione immediata e compatta di tutte le modalità osservate (distribuzione di frequenza) e l’utilizzo di indici  in grado di riassumere in un unico valore le caratteristiche salienti della variabile osservata: le sue manifestazioni “in media” (indici di posizione) e il grado di dispersione con cui esse ricorrono (indici di variabilità).

Distribuzioni di frequenza

Data una lista di tutte le modalità di una variabile osservata sugli n individui della popolazione indagata, è possibile raggruppare i dati in una distribuzione di frequenza. Si consideri, ad esempio, la variabile qualitativa “sesso” :


	
	X
	
	
	

	Unità statistiche
	Sesso
	LISTA DI DATI
	
	

	1
	Maschio
	
	
	

	2
	Maschio
	
	
	

	3
	Femmina
	
	
	

	4
	Maschio
	
	
	

	5
	Femmina
	
	
	

	6
	Femmina
	
	
	

	7
	Maschio
	
	DISTRIBUZIONE DI FREQUENZA

	8
	Femmina
	
	X Sesso
	frequenze assolute

	9
	Femmina
	
	xi
	fi

	10
	Maschio
	
	Femmina
	11

	11
	Maschio
	
	Maschio
	9

	12
	Maschio
	
	Somma 
	20

	13
	Femmina
	
	
	

	14
	Maschio
	
	
	

	15
	Femmina
	
	
	

	16
	Femmina
	
	
	

	17
	Femmina
	
	
	

	18
	Maschio
	
	
	

	19
	Femmina
	
	
	

	20
	Femmina
	
	
	


La variabile “sesso” si è manifestata nella popolazione con due modalità x1=femmina e x2=maschio,  indicate nella prima colonna della distribuzione di frequenza (k=2); nella seconda colonna vengono indicate le frequenze assolute fi (i=1,2,…,k) ovvero quante unità statistiche hanno manifestato le corrispondenti modalità (nella popolazione in esame si sono rilevati 11 femmine e 9 maschi). Si noti che la somma delle frequenze assolute per tutte le modalità riproduce la numerosità n della popolazione
 (
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). Accanto alla colonna delle frequenze assolute è possibile aggiungere quella delle frequenze relative pi (i=1,2,…,k), ottenute dividendo ogni ni per la numerosità totale n (
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). In questo caso, si noti che la somma delle frequenze relative per tutte le modalità è pari a 1 (
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). Inoltre, moltiplicando le frequenze relative per 100 è possibile ottenere le frequenze relative percentuali pi% (i=1,2,…,k), (
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	X Sesso
	Frequenze assolute
	Frequenze relative
	Frequenze relative percentuali

	xi
	fi
	pi
	pi%

	Femmina
	11
	0,55
	55

	Maschio
	9
	0,45
	45

	Somma 
	20
	1
	100


Dalla distribuzione di frequenza costruita per la variabile X “sesso” si deduce che il 55% della popolazione indagata è costituita da femmine e il restante 45% da individui di genere maschile. Si osservi che le frequenze relative (e relative percentuali) hanno il pregio di eliminare l’effetto della numerosità n della popolazione; per questo motivo, esse vengono utilizzate per confrontare la distribuzione di uno stesso fenomeno rilevato su due popolazioni distinte e con differenti numerosità.

Nel caso di variabili quantitative continue può capitare che le frequenze assolute assumano valore unitario per tutte le modalità. E’ il caso, per esempio, della variabile Y “altezza” per la quale (se, come nel nostro esempio, la misurazione è stata fatta con una certa precisione) nessuna modalità osservata si manifesta per più di un’unità statistica. Per sopperire a questo problema il ricercatore può fissare a priori delle classi di modalità e, in seguito, costruire nel modo classico la distribuzione di frequenza che sarà caratterizzata da k classi anziché da k modalità. In pratica, la generica classe del tipo (xi-1, xi], i=1,2,…,k, conterrà tutte le modalità della variabile in oggetto comprese, come anticipato, tra xi-1 (escluso) e xi (incluso). Si ipotizzi, ad esempio, di costruire 6 classi di modalità per la variabile Y - (155-160], (160-165], (165-170], (170-175], (175-180], (180-190]. La scelta di queste classi, in questo caso, deriva da una considerazione di carattere prettamente pratico; si ricordi, però, che nella letteratura statistica esistono diversi riferimenti a particolari tecniche per la costruzione delle classi di modalità.

	Y Altezza
	Frequenze assolute
	Frequenze relative
	Frequenze relative percentuali

	 yi
	fi
	pi
	pi%

	(155-160]
	4
	0,2
	20

	(160-165]
	1
	0,05
	5

	(165-170]
	3
	0,15
	15

	(170-175]
	3
	0,15
	15

	(175-180]
	4
	0,2
	20

	(180-190]
	5
	0,25
	25

	Somma 
	20
	1
	100


1.3 Indici di posizione: quantili, moda e media
L’obiettivo principale della statistica descrittiva è quello di fornire chiavi di lettura dei fenomeni osservati di rapida ed immediata interpretazione; gli indici di posizione rappresentano uno degli strumenti più utilizzati per questo scopo. Essi sono in grado di riassumere in un unico valore l’andamento generale dell’intera distribuzione. I principali indici di posizione sono la MODA, i QUANTILI di ordine p (ai quali appartiene la più famosa MEDIANA), e le MEDIE ANALITICHE (alle quali appartiene la più famosa MEDIA ARITMETICA).

Di seguito verranno presentate delle schede riassuntive per ogni indice, contenenti le modalità di calcolo, i  pregi e difetti nonché le avvertenze per i casi particolari. Per il momento è importante sapere che il tipo di variabile statistica con cui si sta lavorando pregiudica talvolta la scelta degli indici di posizione. Come si può vedere dalla tabella seguente, infatti, solamente la moda può essere calcolata per tutte le tipologie di variabile; i quantili, invece, poiché si avvalgono del concetto di frequenza cumulata (di cui si dirà tra breve), si possono computare unicamente per variabili qualitative ordinali e per variabili quantitative. Infine, la media aritmetica (e più in generale le medie analitiche), per sua stessa definizione, può essere calcolata solamente per variabili quantitative.

Tabella 2: indici di posizione per tipologia di variabile statistica

	Indice di posizione
	Variabile qualitativa nominale
	Variabile qualitativa ordinale
	Variabile quantitativa discreta
	Variabile quantitativa continua

	Moda
	
	
	
	

	Quantili di ordine p (tra cui la mediana)
	
	
	
	

	Medie analitiche (tra cui la media aritmetica)
	
	
	
	


Prima di procedere con la trattazione, è necessario introdurre il concetto di frequenza cumulata, calcolabile per quelle variabili le cui modalità presentano un ordinamento intrinseco (variabili qualitative ordinali) o numerico (variabili quantitative discrete e continue).

La frequenza cumulata Fi, associata alla modalità i-esima (i=1,2,…,k), indica il numero di unità statistiche che hanno manifestato una modalità inferiore o uguale alla i-esima. Si faccia riferimento, a titolo di esempio, alla distribuzione di frequenza della variabile W “gradimento”.

	W Gradimento
	Frequenze assolute
	Frequenze cumulate

	wi
	fi
	Fi

	Basso 
	8
	=8 (N1)

	Medio
	5
	=8+5=13 (N2)

	Alto
	7
	=13+7=20 (N3)

	Somma 
	20
	


Dalla tabella emerge che 13 soggetti (F2) hanno espresso un livello di gradimento inferiore o uguale a “medio” e che, ovviamente, 20 soggetti (ovvero tutti) hanno un livello di gradimento inferiore o uguale ad “alto” (per questo motivo si ha che Fk=n per ogni distribuzione di frequenza).

Le frequenze cumulate rappresentano, in definitiva, una sorta di ordine di arrivo delle unità statistiche che hanno partecipato alla rilevazione: i primi 8 soggetti che tagliano il traguardo portano sulla pettorina l’indicazione “livello di gradimento basso”, i successivi 5 soggetti (in totale sono arrivati 13 soggetti) “livello di gradimento medio”; infine, gli ultimi 7 soggetti ad arrivare portano una pettorina con la scritta “livello di soddisfazione alto”. In questa ottica, si intuisce, ad esempio, che l’unità statistica che occupa la 10° posizione della classifica è associata alla  modalità “livello di soddisfazione medio”. 

Moda
Definizione
La moda è quella modalità della distribuzione di frequenza alla quale è associata la frequenza assoluta (o relativa) maggiore.
Procedimento di calcolo
Bisogna ricercare nella colonna delle frequenze assolute fi (o delle frequenze relative pi) il valore più elevato e risalire successivamente alla modalità corrispondente.

Pregi e difetti

La moda è un indice di posizione facilmente calcolabile; purtroppo esso non è sempre in grado di discriminare sufficientemente la distribuzione della variabile. Si considerino, ad esempio, le seguenti distribuzioni:

 a=b=c=: nonostante la moda sia pari a 4 in tutti e tre i casi, le distribuzioni appaiono profondamente diverse. Si consideri, inoltre, il seguente caso: a=: la distribuzione è bimodale (possiede due valori modali) ma le modalità 1 e 9 sono agli estremi, motivo per cui è preferibile affermare che la moda non esiste perché non si rivela un indice in grado di riassumere l’andamento dei dati.
	X Sesso
	Frequenze assolute

	xi
	fi

	Femmina
	11

	Maschio
	9

	Somma 
	20


La moda per la  variabile X è “femmina”..

	W Gradimento
	Frequenze assolute

	wi
	fi

	Basso
	8

	Medio
	5

	Alto
	7

	Somma 
	20


La moda per la variabile W è “basso gradimento”. Si noti come, in questo caso, anche la modalità “alto” possieda una frequenza assoluta (7) prossima a quella modale (8).

	Z Voto
	Frequenze assolute

	zi
	fi

	18
	1

	19
	5

	20
	3

	21
	2

	22
	3

	23
	1

	24
	3

	25
	2

	Somma
	20


La moda per la variabile Z è 19.

Quantile di ordine p (xp)
Definizione
Il quantile di ordine p è quella modalità della distribuzione che lascia prima di sé almeno il p% delle n unità statistiche e dopo di sé almeno il restante (1-p)%. Alla famiglia dei quantili appartiene la più famosa mediana per la quale p=0,5 (prima e dopo di sé si collocano almeno il 50% dei casi): mediana =(x0,5).

Quantile è il termine generico che individua una famiglia di indici di posizione. In realtà quando p assume un valore appartenente all’insieme 1;0,2;…;0,9 si parla di decili (primo, secondo…nono), oppure di percentili quando p assume un valore dell’insieme 0.01;0.02;…;0.99 e, infine, di quartili quando p assume uno dei seguenti valori 0.25;0.50;0.75. In particolare, si noti che la mediana è il 5° decile, il 50° percentile e il 2° quartile.
A titolo esemplificativo, verranno calcolati per ogni variabile disponibile solamente i 3 quartili (1° quartile p=0,25; 2° quartile=mediana p=0,50; 3° quartile p=0,75), fermo restando che il procedimento e il commento dei risultati risultano simili per qualsiasi p si voglia utilizzare.

	W Gradimento
	Frequenze assolute
	Frequenze cumulate

	wi
	fi
	Fi

	Basso
	8
	8

posizioni

(1,2,…,8)

	Medio
	5
	13

posizioni

(9,10,…,13)

	Alto
	7
	20

posizioni

(14,15,…,20)

	Somma 
	20
	


1° QUARTILE: (20*0,25)=5 =“basso” (almeno il 25% della popolazione ha espresso un gradimento non oltre “basso” e almeno il 75% non meno di “basso”);

MEDIANA: (20*0,50)=10 = “medio” ;

3° QUARTILE: (20*0,75)=15 = “alto”.

Media aritmetica ()
Definizione
La media aritmetica (chiamata anche semplicemente media) è quel valore (non necessariamente una modalità osservata) che rileva la tendenza centrale della distribuzione; essa rappresenta la parte del totale del fenomeno in esame che spetterebbe a ciascuna unità statistica se tutte avessero lo stesso valore. È importante sapere che la media aritmetica appartiene alla famiglia delle medie potenziate che a loro volta appartengono a quella delle medie analitiche.
Procedimento di calcolo
Per il calcolo della media si utilizza la formula 
[image: image7.wmf]n

f

x

k

i

i

i

å

=

×

=

1

m

; a questo scopo, risulta comodo aggiungere alla distribuzione di frequenza una colonna contenenti i prodotti (xi*fi) (i=1,2,…,k) che devono poi essere sommati e divisi per la numerosità della popolazione n.

Casi particolari
Per variabili quantitative continue con modalità raggruppate in classi non si dispone delle singole modalità xi bensì di intervalli di valori (come è il caso della variabile Y); per questo motivo la formula da utilizzare per il calcolo della media aritmetica diventa 
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, dove x*i=(xi-1+xi)/2, ovvero è il valore centrale dell’intervallo considerato (i=1,2,…,k). 

Avvertenze
È importante verificare che il valore ottenuto per la media  sia compreso tra la più piccola e la più grande modalità osservata (
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). Inoltre, si ricordi che la media di una variabile che presenta un unico valore costante per tutte le unità statistiche è uguale alla costante stessa.

	Z Voto
	Frequenze assolute
	

	zi
	fi
	xi*fi

	18
	1
	(18*1)=18,00

	19
	5
	(19*5)=95,00

	20
	3
	(20*3)=60,00

	21
	2
	(21*2)=42,00

	22
	3
	(22*3)=66,00

	23
	1
	(23*1)=23,00

	24
	3
	(24*3)=72,00

	25
	2
	(25*2)=50,00

	Somma
	20
	=426,00
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	Y Altezza
	Frequenze assolute
	Valori centrali X*i
	

	 yi
	fi
	X*i
	X*i*fi

	(155-160]
	4
	(155+160)/2=157,50
	(157,50*4)=630,00

	(160-165]
	1
	(160+165)/2=162,50
	(162,50*1)=162,50

	(165-170]
	3
	(165+170)/2=167,50
	(167,50*3)=502,50

	(170-175]
	3
	(170+175)/2=172,50
	(172,50*3)=517,50

	(175-180]
	4
	(175+180)/2=177,50
	(177,50*4)=710,00

	(180-190]
	5
	(180+190)/2=185,00
	(185,00*5)=925,00

	Somma 
	20
	
	=3447,50
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1.4 Indici di variabilità
La variabilità può essere considerata come la stessa ragione di esistenza della statistica: se, infatti, non ci fosse variabilità nei fenomeni osservabili, ovvero se tutte le unità statistiche fossero uguali sotto ogni aspetto, non ci sarebbe bisogno di una scienza in grado di spiegare le diversità di una popolazione. Per questo motivo, un’indagine statistica, accanto agli indici di posizione appena presentati, deve fornire misure capaci di sintetizzare il grado di somiglianza o discordanza delle unità statistiche rispetto ai caratteri osservati. A questo scopo, si utilizzano gli indici di variabilità per le variabili quantitative: la varianza e lo scostamento quadratico medio (o standard deviation).
Un indice di variabilità: la varianza  (solo per variabili quantitative)
Definizione

La varianza è un indice di variabilità calcolabile solamente per variabili quantitative; essa appartiene alla famiglia degli indici di dispersione che si basano sulle differenze (nel caso della varianza, le differenze al quadrato) tra le modalità osservate xi e un prefissato indice di posizione (nel caso della varianza, la media aritmetica ).

Procedimento di calcolo

Data una distribuzione di frequenza per una variabile quantitativa X, la varianza è ottenibile applicando la seguente formula 
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, dove  è la media aritmetica della variabile X in esame, fi (i=1,2,…,k) la frequenze assoluta della generica modalità xi e n la numerosità della popolazione. A livello pratico, può risultare comodo aggiungere alla distribuzione di frequenza una colonna contenente le differenze al quadrato tra le modalità xi (i=1,2,…,k) e la media aritmetica di X, ponderate per le corrispondenti frequenze assolute fi (i=1,2,…,k); la somma dei valori contenuti nella colonna costruita dovrà poi essere divisa per n. La varianza è un indice che assume sempre valori maggiori o uguali a 0; in particolare, 2=0 quando non esiste variabilità nella distribuzione e tutte le unità statistiche presentano la stessa modalità xi (uguale alla media ). Se, invece, i soggetti assumono modalità diverse di X, l’indice di variabilità assumerà valori positivi e crescenti al crescere della variabilità (ovvero al crescere delle distanze che “mediamente” intercorrono tra le modalità e la loro media aritmetica). 

Lo scarto quadratico medio 
Dalla varianza 2 è possibile ricavare un altro indice di variabilità, basato sullo stesso principio della varianza: lo scarto quadratico medio, ottenibile calcolando la radice quadrata della varianza, 
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Casi particolari

Per variabili quantitative continue con modalità raggruppate in classi non si dispone delle singole modalità xi bensì di intervalli di valori (come è il caso della variabile Y); per questo motivo la formula da utilizzare per il calcolo della varianza e dello scarto quadratico medio diventa 
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, dove x*i=(xi-1+xi)/2, ovvero è il valore centrale dell’intervallo considerato (i=1,2,…,k). 

Il Coefficiente di variazione 
Questo indicatore si usa quando si vogliono confrontare due fenomeni diversi, perché nel rapporto si elimina l’unità di misura e diventa un numero puro (es: variabilità dell’altezza è espressa in cm e quella del peso è espressa in Kg: se rapporto lo scostamento quadratico medio delle ha alla sua media e quello del peso alla sua media, ho eliminato l’unità di misura e posso confrontarli tra loro). Il coefficiente di variazione si usa anche per relativizzare la variabilità alla sua media: lo stesso scostamento medio si può ottenere per medie molto diverse. Un piccolo scostamento in rapporto ad una media piccola rappresenta una variabilità più grave dello stesso scostamento rispetto a una media grande. 

	Z Voto
	Frequenze assolute
	=21,30

	zi
	fi
	(x-)^2*fi

	18
	1
	10,89

=(18-21,30)2*1

	19
	5
	26,45

=(19-21,30)2*5

	20
	3
	5,07

=(20-21,30)2*3

	21
	2
	0,18

=(21-21,30)2*2

	22
	3
	1,47

=(22-21,30)2*3

	23
	1
	2,89

=(23-21,30)2*1

	24
	3
	21,87

=(24-21,30)2*3

	25
	2
	27,38

=(25-21,30)2*2

	Somma
	20
	=96,20
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	Y Altezza
	Frequenze assolute
	
	=172,38

	 yi
	ni
	X*i
	(x*-)^2*ni

	(155-160]
	4
	157,50
	885,66

=(157,50-172,38)2*4

	(160-165]
	1
	162,50
	97,61

=(162,50-172,38)2*1

	(165-170]
	3
	167,50
	71,44

=(167,50-172,38)2*3

	(170-175]
	3
	172,50
	0,04

=(172,50-172,38)2*3

	(175-180]
	4
	177,50
	104,86

=(177,50-172,38)2*4

	(180-190]
	5
	185,00
	796,32

=(185,00-172,38)2*5

	Somma 
	20
	
	=1955,94



[image: image17.wmf]80

,

97

20

94

,

1955

2

=

=

Y

s


Statistica descrittiva bivariata

2.1 Tabelle di contingenza

La statistica descrittiva bivariata si occupa dell’analisi di due variabili congiuntamente considerate; in particolare, risulta interessante sapere se, e in qualche modo, le due variabili si influenzano o se, al contrario, si manifestano una indipendentemente dall’altra. Si tratta di raccogliere i dati in una tabella a doppia entrata (o tabella di contingenza) in grado di mostrare congiuntamente le modalità dei due caratteri.

Si ipotizzi, ad esempio, di costruire la tabella a doppia entrata per le variabili X “sesso” e W “gradimento”:

Tabella 3: esempio di tabella a doppia entrata

	
	W

	X
	Basso

w1
	Medio

w2
	Alto

w3
	somma 

	Femmina

x1
	4 

(f11)
	3 
(f12)
	4 (f13)
	11

f1.

	Maschio

x2
	4

(f21)
	2

(f22)
	3

(f23)
	9

f2.

	somma 
	8

f.1
	5

f.2
	7

f.3
	20

N


La tabella a doppia entrata mostra sulle righe le  modalità della variabile X (“femmina” e “maschio”) e sulle colonne le modalità di W (“basso”, “medio” e “alto”); la tabella, inoltre, è composta dalle seguenti distribuzioni:

1. distribuzione congiunta di X e di W: le frequenze congiunte (assolute) fij, che si trovano al centro della tabella, stanno ad indicare quante unità statistiche hanno manifestato contemporaneamente la modalità xi e la modalità wj (ad esempio, ci sono 4 femmine che hanno espresso un giudizio basso, ci sono 3 maschi con un giudizio alto e così via);
2. distribuzione marginale di X: considerando solamente la prima e l’ultima colonna della tabella a doppia entrata, si ottiene la distribuzione di frequenza marginale della variabile X, eliminando così l’effetto della variabile W. Le frequenze (assolute) della variabile X sono dette frequenze marginali (assolute) e si indicano con fi. (i=1,2,…,k);
3. distribuzione marginale di W: considerando solamente la prima e l’ultima riga della tabella a doppia entrata, si ottiene la distribuzione di frequenza marginale della variabile W, eliminando così l’effetto della variabile X. Le frequenze (assolute) della variabile W sono dette frequenze marginali (assolute) e si indicano con f.j (j=1,2,…,h);

Fra le frequenze sopra elencate valgono le seguenti relazioni:

1. 
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 (somma per riga e per colonna)

Si noti come una tabella di contingenza possa essere costruita accoppiando variabili di diversa natura: qualitativa (nominale o ordinale) e qualitativa (nominale o ordinale), qualitativa (nominale o ordinale) e quantitativa (discreta o continua in classi), quantitativa (discreta o continua in classi) e quantitativa (discreta o continua in classi). A partire da una data tabella di contingenza sarà possibile affrontare lo studio dei seguenti legami:

2.2 Indipendenza e connessione

Il concetto base della statistica bivariata: l’indipendenza statistica

Data una tabella di contingenza, due variabili X e Y si dicono indipendenti se le modalità di X non influenzano il verificarsi delle modalità di Y, e viceversa (per questo si dice che l’indipendenza statistica è una relazione bidirezionale: se X è indipendente da Y anche Y è indipendente da X). In caso contrario, ovvero in assenza di indipendenza statistica, si parla genericamente di connessione: le due variabili X e Y tendono ad influenzarsi reciprocamente e tra di loro esiste una qualche relazione generica. Per questo motivo, l’indipendenza statistica e la connessione sono concetti che si escludono reciprocamente.

L’indice per l’indipendenza statistica: il Chi quadro

La presenza di indipendenza statistica o di connessione tra due variabili X e Y si misura con l’indice Chi Quadro 2, che si basa sul confronto tra le frequenze assolute osservate  fij (contenute nella tabella di contingenza) e le frequenze teoriche fij* che si osserverebbero in caso di indipendenza tra X e Y- Le frequenze teoriche vanno calcolate in una nuova tabella di contingenza tramite la relazione 
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(i=1,2,…,k; j=1,2,…,h). La formula per il calcolo dell’indice è data dalla seguente espressione 
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: se tutte le frequenze osservate fij coincidono con le frequenze teoriche fij* siamo in presenza di indipendenza statistica ma, qualora anche solo una frequenza osservata fosse diversa dalla corrispondente frequenza teorica, potremmo escludere l’indipendenza ed affermare che esiste connessione tra X e Y. Esso assumerà valore 0 in caso di indipendenza statistica. Il valore massimo dell’indice si ottiene moltiplicando n per il valore minimo tra numero di righe e numero di colonne – 1: 

n x (min(r,c) – 1). 

Rapportando il Chi quadrato per il suo massimo si ottiene un indice relativo.  

Presentiamo qui di seguito il calcolo dell’indice Chi quadro per la coppia di variabili (X,W):

Come primo passo si riporta la tabella delle frequenze osservate:

	Tabella delle frequenze osservate fij

	
	W= livello istruzione
	 

	X= genere
	Basso
	Medio
	Alto
	Somma 

	Femmina
	4
	3
	4
	11

	Maschio
	4
	2
	3
	9

	somma 
	8
	5
	7
	20


Successivamente si costruisce la tabella che contiene le frequenze teoriche che si avrebbero nel caso di indipendenza statistica tra X e W, ottenute moltiplicando le frequenze marginali e dividendole poi per n:

	Tabella delle frequenze teoriche fij*

	
	W
	 

	X
	Basso
	Medio
	Alto
	somma 

	Femmina
	4,40

=(11*8/20)
	2,75

=(11*5/20)
	3,85

=(11*7/20)
	11

	Maschio
	3,60

=(9*8/20)
	2,25

=(9*5/20)
	3,15

=(9*7/20)
	9

	somma 
	8
	5
	7
	20


Poiché, già per più di una cella, le frequenze osservate sono diverse da quelle teoriche (ad esempio, per la prima cella della prima riga, la frequenza osservata è 4 mentre quella che si dovrebbe avere teoricamente è 4,40) è possibile escludere l’esistenza di indipendenza statistica e affermare che esiste connessione. Per valutare se il livello di connessione è alto o basso, procediamo con il calcolo dell’indice Chi quadrato:

	Tabella di calcolo del Chi Quadro

	
	W

	X
	Basso
	Medio
	Alto

	Femmina
	0,04

=(4-4,40)2/4,40
	0,02

=(3-2,75)2/2,75
	0,01

=(4-3,85)2/3,85

	Maschio
	0,04

=(4-3,60)2/3,60
	0,03

=(2-2,25)2/2,25
	0,01

=(3-3,15)2/3,15

	
	Somma di tutte le 9 celle=2=0,15


L’indice Chi quadro è pari a 0,15. Il suo valore massimo è: 20 x (2-1)= 20 (notare che 2 è il minimo tra numero di righe e numero di colonne). Il rapporto:

0,15/20= 0,0075 un valore molto basso. Quindi il livello di connessione tra le due variabili è trascurabile.
Correlazione

La correlazione tra due variabili quantitative e il coefficiente di Bravais-Pearson

Qualora si intenda approfondire l’analisi del legame esistente tra due variabili quantitative (continue o discrete) X e Y così da cogliere oltre all’intensità anche l’eventuale natura lineare (proporzionale) del legame, è possibile ricorrere al concetto di correlazione lineare. Si dice che X e Y sono correlate positivamente (o negativamente) quando i due fenomeni in esame tendono ad associare le rispettive modalità in modo che a modalità crescenti dell’uno corrispondano preferibilmente modalità proporzionalmente crescenti (o decrescenti) dell’altro. Il coefficiente  di Bravais-Pearson, che si basa sul concetto di covarianza, fornisce la formula per il calcolo della correlazione lineare tra due variabili.

Il concetto di covarianza

La covarianza è l’attitudine di due variabili quantitative X e Y a subire delle variazioni nello stesso senso; in particolare, la covarianza assume valori positivi quando al crescere (decrescere) di X, Y cresce (decresce) e valori negativi quando al crescere (decrescere) di X, Y decresce (cresce). Appare evidente che, qualora X e Y siano indipendenti statisticamente, la covarianza assumerà valore nullo, in quanto i due fenomeni variano autonomamente. La formula per il calcolo della covarianza è data dalla seguente  espressione numerica 
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, nel caso si disponga di una tabella di contingenza per X e Y, oppure da 
[image: image24.wmf]n

y

x

n

i

Y

i

X

i

XY

å

=

-

-

=

1

)

)(

(

cov

m

m

, nel caso di disponga di una lista di n coppie di modalità per le due variabili.

Ad esempio, si ipotizzi di calcolare la covarianza per le variabili Z “voto” e Y “altezza”; per poter applicare comodamente entrambe le formule, operiamo una modifica alla variabile Y: attribuiamo ad ogni unità statistica l’altezza centrale yi* dell’intervallo di appartenenza, per cui yi= yi*.

Per l’applicazione della prima formula è necessario utilizzare la tabella di contingenza già costruita precedentemente e procedere come segue:

	Tabella di contingenza delle frequenze osservate

	
	Z (=21,3)

	Y (=172,38)
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	somma 

	157,5
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	2
	1
	4

	162,5
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	167,5
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	3

	172,5
	1
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	3

	177,5
	0
	2
	0
	0
	1
	0
	1
	0
	4

	185
	0
	1
	2
	1
	0
	0
	0
	1
	5

	somma 
	1
	5
	3
	2
	3
	1
	3
	2
	20


In una nuova tabella vengono calcolate le differenze (yi-Y)*(zi-Z) ponderate per le frequenze congiunte (i calcoli per esteso vengono svolti solo per le prime due colonne):

	Tabella per il calcolo del coefficiente 

	
	Z (=21,3)

	Y (=172,38)
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	somma 

	157,5
	0

(157,5-172,38)*

(18-21,3)*0
	0

(157,5-172,38)*

(19-21,3)*0
	0
	0
	-10,42
	0
	-80,35
	-55,06
	

	162,5
	0

(162,5-172,38)*

(18-21,3)*0
	0

(162,5-172,38)*

(19-21,3)*0
	12,84
	0
	0
	0
	0
	0
	

	167,5
	0

(167,5-172,38)*

(18-21,3)*0
	11,22

(167,5-172,38)*

(19-21,3)*1
	0
	1,46
	0
	-8,30
	0
	0
	

	172,5
	-0,40

(172,5-172,38)*

(18-21,3)*1
	-0,28

(172,5-172,38)*

(19-21,3)*1
	0
	0
	0,08
	0
	0
	0
	

	177,5
	0

(177,5-172,38)*

(18-21,3)*0
	-23,55

(177,5-172,38)*

(19-21,3)*2
	0
	0
	3,58
	0
	13,82
	0
	

	185
	0

(185-172,38)*

(18-21,3)*0
	-29,03

(185-172,38)*

(19-21,3)*1
	-32,81
	-3,79
	0
	0
	0
	46,69
	

	Somma
	 Somma di tutte le celle 
	-154,25


Inserendo la somma nella formula si ottiene un valore negativo della covarianza
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Il coefficiente  di Bravais Pearson

Il coefficiente di correlazione lineare  misura, come anticipato, l’intensità del legame lineare (interpretabile graficamente da una retta) tra due variabili quantitative X e Y, ovvero il grado di proporzionalità esistente tra X e Y, Il coefficiente di Bravais Pearson si calcola come rapporto tra la covarianza tra X e Y e il rapporto degli scarti quadratici medi, 
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, In particolare,  assume valori compresi tra -1 (perfetta correlazione negativa: la relazione tra X e Y è di assoluta proporzionalità inversa e può essere perfettamente interpretata da una retta con pendenza negativa) e +1 (perfetta correlazione positiva: la relazione tra X e Y è di perfetta proporzionalità diretta e può essere perfettamente interpretata da una retta con pendenza positiva); se =0 si dice che i due fenomeni sono incorrelati (non esiste legame lineare tra X e Y),  È logico pensare che se due variabili X e Y sono indipendenti statisticamente (2=0) allora necessariamente si avrà che =0, mentre non vale il contrario,

Ritornando all’esempio precedente relativo alle variabili Z e Y, è possibile ottenere con un semplice calcolo il coefficiente di correlazione lineare: 
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, Questo valore indica che tra le due variabili esiste un legame lineare negativo (dato dal segno negativo che già si ritrovava nella covarianza) piuttosto debole.

La retta di regressione

Quando si opera su variabili entrambe quantitative è possibile andare al di là delle conoscenze sull’intensità e la eventuale natura (lineare/proporzionale) del legame tra X e Y sino ad identificare la forma funzionale di tale legame. Giungendo ad affermare non solo che Y è legato a X da una perfetta correlazione lineare positiva, ma anche che l’espressione matematica di tale relazione è, ad esempio, Y=4 X +2.

E’ evidente che ciò rappresenta un grande salto di qualità. Infatti, la specificazione della relazione rende possibile estendere la conoscenza 

a tutte le coppie (x,y), anche a quelle che non sono state fornite dalla rilevazione.

Ma come si arriva a tale specificazione?

Innanzitutto va tenuto presente che le informazioni da cui si parte sono le n coppie del tipo:

	Unità statistica numero.
	Variabile X
	Variabile Y

	1
	x1
	y1

	2
	x2
	y2

	3
	x3
	y3

	4
	x4
	y4

	ecc.
	
	

	n
	xn
	yn


e che ognuna di tali coppie identifica, su un sistema di assi cartesiani, un punto di un’ipotetica funzione y = f(x).

Ricordando che con f(x) si intende denotare qualunque forma di funzione, ad esempio: a+bx; ax2+bx+c; log (x+a); a+dx, e così via.

Di solito, nel corsi elementari di matematica si parte da una funzione nota e si determinano le coordinate dei punti che appartengono ad essa: in pratica, data l’espressione della funzione (ad esempio y=3x-20) si fissa x e si ottiene il corrispondente y, ripetendo di volta in volta la  scelta di x e il calcolo di y  sino ad ottenere una tabella con un  appropriato insieme di coppie/punti. 

In questo caso si tratta invece di muoversi nella direzione opposta: è nota la tabella delle coppie/punti (i dati statistici di base) e si vuole determinare la funzione cui tali punti possono appartenere.

In generale si dovrebbero affrontare due problemi successivi. 

1) Decidere il “tipo” di funzione cui i punti potrebbero appartenere (una retta, una parabola, un’esponenziale, una logistica, e così via), sapendo che ogni tipo di funzione ha una forma caratteristica che si modella in relazione ad alcuni parametri che ricorrono nella sua espressione analitica. Ad esempio, ogni retta (genericamente indicata come y = a + b x) assume andamenti diversi secondo il valore numerico dei parametri “b” (coefficiente angolare) e “a” (termine noto o intercetta).

2) Decidere  il valore da assegnare ai parametri della funzione che si è scelta. Tale assegnazione deve rispondere al criterio di rendere il più possibile legittimo il ruolo della funzione come modello di ipotetica appartenenza dei “ punti di cui disponiamo”. Nel senso che, se la retta interpreta bene i punti di cui disponiamo, allora allorché si inserisce uno dei nostri valori di x nella funzione/retta ci si aspetta di ottenere (o quasi) il suo corrispondente valore di y.

Nel caso specifico, se ci si limita a dare per scontata la scelta della retta come “funzione madre” dell’insieme di coppie/punti che si considerano, resta solo da deciderne i parametri A tale proposito, un valido criterio guida consiste nel ritenere che “la migliore retta sia quella che rende minima la somma delle differenze al quadrato tra i valori di yi realmente osservati e i corrispondenti valori che la retta stessa fornisce per i diversi valori di xi osservati (i=1,2,3,…n; essendo n il numero di punti che si considerano)”.

La retta che risponde a tale requisito è nota come “retta di regressione  o retta dei minimi quadrati” e i suoi parametri, “a” e “b”, si ottengono dalle relazioni:

b = xy  /  x      e      a = y – [xy  /  x ]  x
(dove xy è un altro modo per indicare la covarianza Covxy)
i cui termini – covarianza tra X e Y, varianza di X, e medie di X e di Y- sono calcolati a partire dalla matrice dei dati di base e con le usuali formule già viste.

 Pertanto, l’espressione finale della retta di regressione è la seguente:

Y =  [xy  /  x] X  + y – [xy  /  x ]  x
Ovvero: 

Y =  [xy  /  x] [X - x] + y .

Resta tuttavia ancora da verificare se tale retta, pur essendo la “migliore”,  è realmente idonea a svolgere il ruolo di “funzione madre” dell’insieme delle n coppie/punti che si considerano. Tale verifica avviene agevolmente mediante il calcolo dell’indice  2 ( che altro non è se non il quadrato del coefficiente di correlazione lineare e assume valori compresi tra zero e uno). 

In particolare,  se 

2 = xy2 / [ x2  y2]

è prossimo a 1 si può affermare che i dati confermano la bontà della  retta di regressione  come modello interpretativo del comportamento di Y al variare di X; se invece è prossimo a 0 è legittimo affermare che il “modello retta” poco si addice alla realtà del legame tra X e Y.  Se 2 =0 tale legame potrebbe non esistere (perché Y si mantiene costante al variare di X) o potrebbe essere del tutto diverso da un legame di tipo lineare e, quindi, esprimibile con una retta. In quest’ultimo caso, conviene riprendere in esame il punto 1) e riflettere sulla scelta del tipo di funzione più idonea. 

Ad esempio, se si volesse esprimere, mediante una retta il legame tra il voto (variabile dipendente) espresso dalla variabile Z  e l’altezza (variabile indipendente) espressa dalla variabile Y:

Z = a + b Y

dai calcoli svolti precedentemente si dispone dei seguenti dati:

z = 21,30

y = 172,38

Cov z,y =  z,y = -7,71

2y = 97,80

che conducono ai seguenti valori dei parametri a e b della retta di regressione:

b = zy  /  y  = -7,71/97,80  = -0,0788  

e 

a = z – [zy  /  y ]  y = 21,30 – (-0,0788*172,38) = 34,88
da cui:

Z = 34,88 – 0,0788 Y

Tale retta dovrebbe consentire di esprimere i valori di Z (ossia i voti) anche in corrispondenza di quelle altezze che non sono state oggetto di osservazione diretta (non compaiono tra le 20 coppie di cui si dispone). Ad esempio, un soggetto alto esattamente 160 dovrebbe ottenere come voto: Z =34,88 – 0,0788 * 160 = 22,27. Questo se il modello della retta dovesse rispondere bene alla relazione tra Z e Y.

In effetti, nel nostro esempio ciò non accade in quanto, come facile rilevare: 

2 = (-0,35)2 = 0,1225

indica che la bontà di adattamento della (pur migliore) retta ai dati è scarsa. Per esprimere l’eventuale relazione tra Z e Y conviene dunque ipotizzare un diverso tipo di funzione matematica.
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� La somma di k elementi indicati con lo stesso simbolo e differenziati da un deponente che si accresce ogni volta di una unità, ad esempio x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 , si può scrivere (solo per comodità) utilizzando la convenzione del simbolo di sommatoria  . Nell’esempio qui considerato basterà scrivere la somma sinteticamente come� EMBED Equation.3  ���(che si legge: sommatoria di xi per i che va da 1 a 7)  
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