
Trovare esempi di successioni che convergono debolmente

ma non fortemente in Won' Mr ) 1 e peso .

-

Sia SL aperto di RN
.

Per quanto visto sul duale di W ! "
,

si ha

un un Woiip ⇒ un - u l' Tr ) [ * ]
{
cnn.fi - Ux ; l' a) Hiram

[ * ] anzi
, un → n forte LP se SI è limitato

( per il teorema di Rettili - Koudrachov )
.

Affinché la
convergenza

sia debole ma non forte .MN ?
occorre che i gradienti convergono

debolmente ma non

fortemente in LP Cr ) .

Occorre quindi ricordare quali sono gli esempi di successioni

che convergono debolmente ma non fortemente in LP
.

Esempio
Prendiamo N = 1

,
D= ( 0,1 )

.

Allora sappiamo che

un = cosa » - o l' 6,1 ) # peso .

Io l' 6,1 )
.

ma la
convergenza non è forte per nessun p .

Quindi prendiamo
Un e In sen × ) in modo che un' 4) = link )

osserviamo che un → o in loco , 1 ) .

Unico problema : un e W " Kr ) ma nel W ?



Per risolvere questo problema ci sono Varie soluzioni
.

1) Possiamo prendere un = f- sentiti ) e VIP @ , 1)

Chiaramente un - o in WI 4,1 ) # palio ) .

2) Possiamo prendere una funzione cntoff .

qcx ) E C' 40,13 ) fatta così :

↳
e poi prendiamo

un = f- sen q E W :[ 0,1 )
,

Allora Un - o l' 4,1 )

un' a) = cosa » q + f- sencnxtqcx ) .

Osservato che
.

cos @ × ) qcx ) - o in LPCO , 1)
← o lo

e che f- sen qkx ) → o l' 9,1 ) forte ,

si ha che ii. - o LP @ 1) A poco ,

e quindi
un - o Wfp @ ,

1) A poco



Tuttavia la
convergenza non è forte ,

in quanto

in ⑥ a) nhcx ) = cos non converge forte .int .

hsempio2-fissiamopt.cn .
la pad .

Consideriamo Un e
m' * XII , f)

( × )

^

n' p . - - - -

"

% Éts

Allora un - o in LP 6,1 ) ma in # o in LP ( 0,1 )

in quanto iv. Hp = 1
.

Prendiamo un = {
×

un dt
.

Allora

une N' ' '

(a) ed è fatta cosi :

µ

"

{ n' p
1 NÉ -1

÷

Unico problema : un ¢ VIA ) .

Per rimediare si possono scegliere
due strade :



1) si prende una funzione cntoff q come nel

caso precedente ( con aefz , s ) ) e poi

un = 9 [ una dt E WE' 40,1 )

Allora è facile controllare che un mio W :p @ , i )
ma non forte ,

visto che in CO , a) si ha

un' e) = link ) # o LP @ ,
a ) .

2) Si modifica la vu così :

A

NÉ
. - - - -

1 I

| I

link ) =

E- f i ttf e
'

, i

-
http

. - - - . . _ . . -

ossa Yncx ) - o LP @ ,
e)

IO L' 6,1 )

e si prende

una = { Ìnlttdt e VIP @ ,
e)

nn è fatta così
.

È
^

÷ :-.
- - - -

I

.

- n' ' r . .

ti



Allora chiaramente un - o
W ! ' p @ , 1 )

ma un Xo w :P 4,1 )
.

-

Entrambi questi esempi si possono generalizzare
a più dimensioni

. Per esempio possiamo prendere

a aperto limitato di TE
.

e Zn g) = in senlnx ) q y )

dove q g) è una funzione CI che

valga 1 in un aperto w « r
.

Allora zn g) mio VIP @ ) A poco
10 "



Esercizio
Mostrare

, applicando la definizione che

anche sign × = {
1 + e 4,1 )

o × e f- 1,0 )

non appartiene a N' ' PE 1,1 ) per nessun p .

-

Basta mostrare che nef N' ' ' C- 1,1 )
.

Infatti , supponiamo che mammetta derivata debole

✓ E L' C- 1,1 )
.
Allora dovrebbe aversi

.

[ ncxiq ' dx = - [ icxiqcxdx Hqec :-( en )

cioè

{ q ' dx = - { una dx

cioè

④ 9 e fiume dx Hqe ciechi )

Se prendiamo q E C'
e C- 1,0 ) ,

otteniamo

[ v 9 dx ⇒ Hqe ceceno )

da cui 4=0 g. o
.

in C- 1,0 )



Analogamente

{ ! e dx = o ttqec :( 0,1 )

⇒ vi = o 9.0 . in Coil )
.

Quindi 4=0 9.0 .

in C- 1,1 )

la ( * ) allora diventa :

q = o Hp e c'
e -4,1 )

,

che è assurda perché possiamo prendere YCO ) # 0
.

Vedremo a lezione che U E Bufi , 1) e che

ne
'

= § ( delta di Dirac ) .


