Momento angolare di un sistema (Fmuv 7.4)

Momento angolare totale P = Z D= 2 FEXq; 7 =7 — ?Q
. — d?l — —
Usando il teorema del momento angolare ni; = 7 + v X g,
t
APy < d7P, _ _
2N LN - VX T =M -V gx 0
dt_ dt Z l Q l Q
Anche in questo caso, il momento risultante delle forze comprende O

solo le forze esterne, infatti per le forze interne possiamo scrivere
—_. - - - -
I __ —>* —>* _ —>* . _)* _ - . - _
M_Zri XJit 1] Xfij_z(ri j>><fﬁ—2(’”i )X Ji=0
L,J L] ]
poiché per il principio di azione e reazione le due forze hanno la stessa retta di azione,

ossia sono dirette secondo la congiungente dei due punti materiali 7 — ?J* =7 =T

Se Q & fisso o coincide col c.d.m., Vg X 5 =0
e abbiamo la seconda equazione cardinale:

= _ dP

T odr

In conseguenza, per un sistema isolato il momento angolare rispetto ad un polo fisso o al
c.d.m. si conserva.
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Terzo teorema del c.d.m.

Considerando un sistema di coordinate 2~ centrato nel e gi
c.d.m., possiamo scrivere (essendo 7', = F-+7.) O /

Po= Y FetF)XG=TcXxQ+ ) FIXG=FcXMVc+ P
che esprime il terzo teorema del c.d.m.:

“il momento angolare totale di un sistema rispetto all’origine delle

coordinate (o rispetto ad un generico polo fisso) € dato dalla somma
_)

del momento angolare totale rispetto al c.d.m. P - e del momento

angolare rispetto all’'origine che avrebbe il c.d.m. se in esso fosse

concentrata tutta la massa del sistema.”

Si noti che il terzo teorema del c.d.m. implica anche che il momento
angolare di un sistema (a differenza della quantita di moto totale)
non € uguale a quello di un punto materiale di massa pari alla
massa totale del sistema solidale col centro di massa.

A questo va aggiunto infatti FC, momento angolare del sistema
rispetto al suo c.d.m.
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Ricapitolazione sui sistemi

. . . —  dQ
Prima equazione cardinale Fe¢= TQ
t
. . —.  dP
Seconda equazione cardinale M° = ry
. . 1
Centro di massa Fo=— ) mr;
M ]
Primo teorema del c.d.m. 0=M7,
Secondo teorema del c.d.m. Fe=M

Terzo teorema del c.d.m. 0 =TcX

definizione di Q = 2 q .
+ terzo principio

definizione di P = ) 7’
+ terzo principio
+ polo fisso o c.d.m.
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Terzo principio della dinamica (FMuv 7.6)

Le due equazioni cardinali della dinamica dei sistemi
—  d0o —.  dP
Fe_ 49 e =42
dt dt
sono state derivate dal terzo principio della dinamica.
Da esse segue che per un sistema isolato si conservano la quantita di

moto ed il momento angolare.

In realta le basi sperimentali di queste due leggi di conservazione sono
molto piu vaste di quelle del principio di azione e reazione, essendo
verificate anche a livello microscopico (dove non sarebbe possibile
fare misure classiche di forza) e senza ricorrere all’'ipotesi di azione
a distanza, richiesta dalla formulazione newtoniana del principio di
azione e reazione, ma incompatibile con la relativita ristretta.

Nell’elettrodinamica delle cariche in moto e facile costruire esempi nei
quali il principio di azione e reazione con propagazione istantanea
delle forze € effettivamente violato.
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Leggi di conservazione

Le leggi di conservazione della quantita di moto e del momento
angolare per un sistema isolato possono essere considerate come
la formulazione moderna del terzo principio della dinamica.

Da esse, applicate ad un sistema isolato di due corpi (sul quale non
agiscono dunque neé forze né momenti di forze esterne), si ricava
infatti immediatamente il principio di azione e reazione newtoniano:

—=0 = 2 /;=0 = [i+/,=0 = fi=-],
i=1
m m- = m,=—m
dt 1 2 1 2

=1

La seconda derivazione implica che le due forze devono agire lungo la
stessa retta di azione
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Sistemi di forze parallele. Baricentro (FMuv 7.7)

Sistemi di forze parallele (es. forza peso) f = fiil

a risultante delle forze sara F qu = U Zf
Per il risultante dei momenti si ha: M = Z r; ><f Zfi?i) X U
2 ST
i
siha M = (Zfi)?fxﬁ =Fx F
per cui, considerando la forza risultante applicata in ry, questa avra lo stesso

risultante dei momenti del sistema di forze parallele, e dunque lo stesso
effetto sulla quantita di moto e sul momento angolare del sistema

e definendo 7f = centro delle f. parallele

Altri esempi di sistemi di forze parallele:
» accelerazione di trascinamento traslatorio
* reazioni vincolari di un vincolo piano

= —
Nel caso della forza peso fi =mg

e per g costante, rr (detto baricentro) coincide col c.d.m.
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Moto rispetto al c.d.m. (FMuv 7.8)

Dalla | equazione cardinale si ricava tutta lI'informazione possibile sul moto
del c.d.m.

Cosa possiamo dire del residuo moto del sistema rispetto al c.d.m.?

Introduciamo le coordinate rispetto al c.d.m. 7{ = ¥, — 7 scegliendo gli assi di
O’ paralleli a quellidi O percui V="V, =V

Come si esprimono le altre grandezze globali?

. dalla definizione dic.dm. Y mi=0 = V=0 = 0'=0

- calcoliamo il momento angolare =0
Pr= ) Fixmvi= Y Fxm(V,= V)= Y HXmV,— Y miix Vo= Y Fixmv,;= P
il momento angolare rispetto al c.d.m. € indipendente dal riferimento:
momento angolare intrinseco.
Nel terzo teorema del c.d.m., che dice che il momento angolare totale si puo
esprimere come P, =7-X O + P

compare quindi il momento angolare intrinseco.

Il terzo teorema pende anche il nome di teorema di Koenig per il momento
angolare
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Energia di un sistema (Fmuv 7.9)

Energia cinetica =0
1 1 1 |

— 2 _ 12, 2 / — L 2

K = E 2ml-vl. = E —zmivi + 2MVC+< E mivl->vc— K + 2Mvc

(terorema di Koenig per I'energia cinetica)

L'energia cinetica di un sistema non corrisponde a quella che si avrebbe se
tutta la massa fosse concentrata nel c.d.m.

Teorema delle forze vive Z oL, = Z dK;

anche le forze interne compiono lavoro 0L = 6L°¢ + 6L' = dK
Un esempio in cui il lavoro delle forze interne cambia I'energia cinetica totale

| sistema:
del sistema @ @ (tutto fermo)

.

— @ NN @—

Se le forze interne ed esterne sono conservative possiamo introdurre V¢ e V
e l'energia totale meccanica diventa £, = K+ V¢ + V'
Se ci sono forze non conservative dE, = d(K + V¢ + V') = SLNC
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Commenti ed esempi

A differenza dell’esempio precedente, non c’é relazione tra
» lavoro delle forze interne e energia nel c.d.m.
« lavoro delle forze esterne e energia del c.d.m.
Esempio 1 : “molle” per esercizi per rafforzare le mani

fo — @V NG — f L > 0:6L, > 0= 5L > 0 %Mvé=0
tutto il lavoro delle forze esterne va in energia potenziale (interna)
Esempio 2 :

(tutto fermo)
"N NGD

L'energia potenziale interna tramite il lavoro delle forze interne ha fatto
variare I'energia cinetica del c.d.m. (chi ha fatto variare Q?)

Lo stesso avviene in tutti i meccanismi di locomozione tramite attrito,
come nel camminare: & I'attrito che fornisce la forza esterna
necessaria a spostare il c.d.m., ma I’energia necessaria e fornita
dall’energia muscolare interna.
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