
prodottodihtpdogiedebdi.si
amo X

,
Y spazi di Banach

.
Dotiamo entrambi delle

topologie debole taxi ) e si Y
.

Consideriamo poi lo spazio prodotto Xx Y dotato della

topologia prodotto delle topologie deboli
.

ok , x # 44

D' altra parte Xx Y è uno sp .
di Banach con la

norma Il ftp.y-llxlkhlly
Quindi posso considerare la topologia debole su questo

spazio o CXXY ; # YI )

Vogliamo provare che le due topologia coincidono

( o ( X ,
X
" ) x te ,

Y * ) = OCXXY , ×

* )
Questo è un risultato che serve per provare che

una funzione T :X → Y debolmente continua

è anche fortemente continua ( → [ Brezis ] )

In generale ,
dati due spazi topologici ( X

,
o ) e Mr )

,

la topologia prodotto è la topologia meno fine che

rende continue le proiezioni

% : Xx Y - H , o
)

⑦ g) in ×

Py : Xx Y - 4 ,
r )

⇐ y ) - y .



Se Bx è una base di interni di µ ,
o )

e By
" " " " " " Cfr )

,

allora una base di interni per la topologia prodotto
è data daI prodotti del tipo Uxv

dove UE Bx , VE By .

Tenuto conto di come sono le basi di interni delle topologie
deboli

,
una base di interni di • CX , x # YI è

data da insiemi della forma

W = { ④ y ) : ( fi ,
× - xoil < E i -1

. . . - M

Ifi , g- gode e j-s.in }
)

al variare di XOEX , goe Y, M
,
NE IN

,

fi e X *

( i. s . . -
M ) , gje 4. ( je 1 . . . -

N)
,

E > o

Invece una base di interni di t ( Xx Y , ×

* )
è data da insiemi del tipo :

E. = { ⇐ y ) : lei
, y ) - Kaga » ke i - e ¥

al variare di Kamp) e XXY ,
NE IN

,
e so

,

Fi e CXXY ) '

.



LEMMI I funzionali di ( Xx 4)
*

sono tutti e soli

i funzionali del tipo

Fcxiy ) = fcxttgcy ) (3)
con fe X '

, get
"

.

Dire chiaramente ogni funzionale del tipo (3) appartiene
a ( Xx Y ) "

.

Viceversa sia FE x 4)
*

.

Quindi F : XXY - R

è lineare
,

e inoltre

IF g) le clllxlttyll ) Axe X
, Hye ?

Pongo f = Feo )
.

Ouiamente fa Xt } (4)
gcyt-fo.gl .

" getti
e F

y ) = fcxigcy ? II

Dobbiamo provare che
ogni intorno W del tipo (1)

contiene un intorno Z del tipo (2)
,

e viceversa
.

Dato l' intorno µ indicato da (1)
, ponendo

Fi g) = fi e 4)
*

,
Gj g) = gjcy # # Y) ;

µ = { X. y ) : lei , Cxiy ) -

ko.ph/cE,i--s...mICGj,KiyI-CXoipDlcEj=1.--N
}

che è del tipo Ca )
.



Viceversa
,
dato l' intorno Z definito da (2) ,

definisco ficx ) = ti 4. g) EX
*

i gicyt-fik.ge Yt ,
e considero

W = { ⇐ y ) : Ifi ,
× - ⇒ la Ezicgi , 7- b) lcez } .

Ci -1 .
. . . N

questo è del tipo ) ,

ed è contenuto in Z
.


