
dualismo onda corpuscolo
Gli effetti che abbiamo visto finora sono manifestazioni 

della natura corpuscolare della radiazione 
elettromagnetica (e quindi della luce) 

Naturalmente la natura corpuscolare non spiega le 
innumerevoli prove a favore della natura ondulatoria 
della luce 

La nuova fisica quantistica ci abituerà a questo dualismo 
onda-corpuscolo, anche per le particelle 

Per comprendere la natura ondulatoria delle particelle, 
dovranno essere state trattate in precedenza alcune 
cruciali manifestazioni della natura ondulatoria della 
luce
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Teorie della luce
Ottica geometrica 

raggi di luce 
riflessione 
rifrazione 
dispersione (dipendenza dell’indice di rifrazione dalla frequenza) 

Ottica fisica o ondulatoria 
fronte d’onda determinato dal principio di Huygens 
interferenza 
diffrazione da doppia fenditura 
diffrazione da singola fenditura (di Fraunhofer) 
reticolo di diffrazione
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spettroscopi per 
l’analisi in frequenza
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Prisma: legge di Snell

Reticolo di 
diffrazione

Differenze tra uno 
spettroscopio a  
prisma o a reticolo

effetto su un 
laser rosso



diffrazione dei raggi X 
In un reticolo di diffrazione  
per osservare la diffrazione  
per la luce visibile 𝛌 ≈ 500 nm = 0.5 µm 
facilmente realizzabile con tecniche fotografiche 
per i raggi X frazione di nm! 
Struttura cristallina 
legge di Bragg 

ma anche: 
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d sinϑ = nλ
d ∼ λ

2d sinϑ = nλ

La diffrazione di Bragg ci 
permette di studiare la 

struttura cristallina 
(schemi di Laue)



diffrazione di Bragg e schemi di Laue
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Internationales Jahr der Kristallographie 2014

SCHLAGWORT-ARCHIV: MAX VON LAUE

Wolfgang W. Schmahl: Kristalle – Wunderwelt
und Forschungsfeld
Wolfgang W. Schmahl Ludwig-Maximilians-Universität München Sektion Kristallographie : Kristalle
– Wunderwelt und Forschungsfeld
Zum UNESCO Wissenschaftsjahr der Kristallographie

Elektronische Rechner, Enthärten von Wasser, Herstellen von Benzin, Schwingquarze in Uhren: Kristalle
spielen überall eine Rolle – auch wenn uns das nicht bewusst ist. In vielen Dingen und Vorgängen des
täglichen Lebens steckt kristallographisches Wissen.
Im Jahr 1912 entdeckten Max von Laue, Walter Friedrich und Paul Knipping an der Ludwig Maximilians-
Universität die „Röntgenstahlinterferenzen an Kristallen“ und bewiesen damit sowohl die Wellennatur der
1895 von Wilhelm Conrad Röntgen entdeckten Strahlung als auch die gitterperiodische Anordnung der
Moleküle in Kristallen. Max von Laue erhielt 1914 dafür den Nobelpreis. In England entwickelten Vater
und Sohn William Bragg diese Röntgeninterferenzmethode zu einem Werkzeug zur Analyse der
molekularen Struktur der Festkörper, von Mineralen, Werkstoffen und synthetischen Substanzen damals,

das bis heute zum präzisesten Ansatz für die Bestimmung der Struktur pharmazeutischer Wirkstoffe und
der molekularbiologischen Bausteine des Lebens weiterentwickelt wurde. Das bahnbrechende Buch der
Bragg’s erschien 1914, sie erhielten 1915 den Nobelpreis.

Alle feste Stoffe – mit Ausnahme von Glas und einigen Kunstoffen – sind aus Kristallen aufgebaut, so dass



Spettroscopia atomica
Abbiamo già parlato dello spettro a righe dei raggi X 
Spettri di emissione dei gas eccitati da scariche elettriche 
serie di Balmer dell’idrogeno (1885) 

serie di Paschen, Lyman: formula di Rydberg-Ritz (1888) 

modellizzazione atomica per spiegare le serie 
spettroscopiche osservate 

modello di Thomson vs modello di Rutherford
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λ = m2

m2 − 22 364.6 nm     con m ≥ 3
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modello atomico di Bohr
Instabilità classica del modello di Rutherford: l’elettrone in 

orbita circolare deve emettere onde e.m. e perde 
energia fino a collassare sul nucleo 

Bohr (1913) postula che  
l’elettrone può muoversi solo su determinate orbite circolari, “stati 

stazionari”, sotto l’effetto della attrazione Coulombiana e secondo le 
leggi della meccanica classica.  

Ciononostante l’elettrone non irraggia (?!). 
I momenti angolari permessi sono solo i multipli di  
Le transizioni tra stati stazionari sono possibili solo con assorbimento o 

emissione di fotoni secondo la relazione di Planck
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livelli energetici del modello di Bohr
energia totale dell’elettrone 

orbita circolare 

energia cinetica per orbita circolare 

energia totale per orbita circolare 

quantizzazione del momento angolare
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transizioni tra orbite stazionarie
calcolando la frequenza emessa o assorbita in una transizione 

si ritrova la formula di Rydberg-Ritz ottenendo il valore numerico di R 
determinato sperimentalmente!  

Il valore che si ottiene per n=1 e Z=1 (idrogeno) è il cosiddetto raggio 
di Bohr per l’idrogeno: 

a cui corrisponde una energia di legame pari a -13.6 eV. 
Il secondo livello energetico ha una energia di -3.4 eV, per cui la prima 

riga di assorbimento corrisponde a fotoni di energia hv = 10.2 eV 
Spettri di emissione e spettri di assorbimento. Solo la serie di Lyman si 

trova in entrambi
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Importanza della spettroscopia 
nell’interpretazione dell’universo

L’analisi spettrale della luce proveniente da qualunque 
oggetto cosmico ci permette di identificare gli elementi 
presenti nell’oggetto cosmico. 

In effetti si ritrovano gli stessi pattern spettrali osservati 
sulla Terra, ma con lunghezze d’onda allungate 
(spostate verso il rosso, “red-shift”) in funzione della 
velocità con cui l’oggetto si sposta (si allontana) da noi. 

Si tratta dell’effetto Doppler, che dimostra che tutti gli 
oggetti lontani si allontanano da noi, ed è alla base 
dell’ipotesi dell’esapansione dell’Universo.

!207



Limiti del modello di Bohr
Il modello di Bohr funzionava bene per l’idrogeno e per gli 

atomi idrogenoidi, ma non per gli altri elementi 
Non dava alcuna spiegazione di come avvenissero 

effettivamente le transizioni (per esempio non 
permetteva di calcolare la diversa intensità delle varie 
righe) 

Non rendeva conto di tutte le righe osservate (spesso si 
osservano doppietti o multipletti di righe) 

Inoltre i postulati di Bohr non avevano nessuna 
giustificazione nella fisica classica, benché la loro 
assunzione permetteva poi un trattamento puramente 
classico
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Onde associate agli elettroni 

De Broglie (1924): ipotesi ondulatoria per gli elettroni: 

analoga alla relazione di Einstein-Planck per i fotoni: 

Su queste basi, la quantizzazione di Bohr si traduce in 
una quantizzazione della lunghezza dell’orbita in 
termini di lunghezza d’onda dell’elettrone: 

onde stazionarie su una circonferenza
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onde stazionarie su un anello
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La circonferenza rappresenta l’orbita di un elettrone intorno al nucleo, com’è
mostrato nella figura 16. 
La condizione per avere un’onda stazionaria è che la circonferenza dell’orbita
possa accogliere un numero intero di lunghezze d’onda, ovvero, nl 5 2pr,
com’è mostrato nella figura 16a per il caso n 5 7 e n 5 8. Altre lunghezze d’on-
da produrrebbero un’interferenza distruttiva, come illustra la figura 16b.
Infine de Broglie combinò la condizione per avere onde stazionarie con la sua
relazione p 5 h/l che stabilisce il legame tra le onde e la materia. Il risultato fu
il seguente:

n 5 1, 2, 3, …

Moltiplicando entrambi i membri di questa equazione per r otteniamo un’e-
spressione per il momento angolare:

n 5 1, 2, 3, …

Questa non è altro che la condizione di Bohr sulle orbite, che ora riusciamo a
interpretare come una conseguenza della natura ondulatoria della materia.

p = mv =

h

l
=

h

12pr>n2
=

nh

2pr

L = rmv = n
h

2p
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s FIGURA 16 Lunghezze d’onda di de Broglie e orbite di Bohr

La condizione di Bohr per cui il momento angolare di un’orbita permessa deve essere un
multiplo intero di h/2p è equivalente alla condizione che n lunghezze d’onda di de Broglie
debbano essere contenute esattamente nella circonferenza di un’orbita. 
a) Le onde di de Broglie per le orbite corrispondenti a n 5 7 e n 5 8. 
b) Se nella circonferenza di un’orbita non è possibile accomodare un numero intero 
di lunghezze d’onda, si ha un’interferenza distruttiva.

Anche se non riusciamo a vedere le onde di de Broglie
associate agli elettroni, le onde stazionarie prodotte da questi
ultimi sono importanti poiché corrispondono agli stati
permessi negli atomi e nelle molecole. È possibile visualizzare
le onde di de Broglie ricorrendo a un’analogia con le onde
meccaniche stazionarie. Nelle fotografie un sottile anello 
di filo metallico viene fatto oscillare verticalmente intorno 
al punto di sostegno situato nel punto più basso dell’anello. 
Le oscillazioni generano una serie di onde che si propagano
lungo la circonferenza dell’anello, come se fossero onde di 
de Broglie su un’orbita di Bohr in un atomo di idrogeno.
Regolando la frequenza dell’oscillatore in modo da avere
un’onda meccanica con la giusta lunghezza d’onda, si possono
ottenere vari tipi di onde stazionarie, analoghi ai vari livelli 
di energia delle onde di de Broglie del modello di Bohr.
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le orbite stazionarie secondo de Broglie
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7 . P R O B L E M A La lunghezza d’onda di un elettrone

Calcola la lunghezza d’onda associata all’elettrone di un atomo di idrogeno nello stato n 5 4.

D E S C R I Z I O N E  D E L  P R O B L E M A

La figura mostra che la circonferenza dell’orbita corrispon-

dente al livello n 5 4 contiene esattamente quattro lunghez-

ze d’onda. Ricordiamo che il raggio di quest’orbita è 4
2

5 16

volte il raggio dell’orbita dello stato fondamentale.

ST R AT E G I A

Per calcolare la lunghezza d’onda di quest’onda di materia

calcoliamo semplicemente la circonferenza dell’orbita per 

n 5 4 e poi dividiamo per 4.

S O L U Z I O N E

Calcoliamo il raggio dell’orbita per n 5 4:

Utilizziamo questo risultato per determinare la circonferenza

dell’orbita:

Per ottenere la lunghezza d’onda, dividiamo per 4 la circon-

ferenza:

O S S E R VA Z I O N I

Un modo equivalente per determinare la lunghezza d’onda associata all’elettrone consiste nell’utilizzare la relazione di

de Broglie, p 5 mv 5 h/l. Ricavando la lunghezza d’onda, otteniamo l 5 h/mv e, sostituendo v4 dall’equazione 

vn 5 , otteniamo lo stesso risultato.

P R O VA  T U

In quale stato dell’idrogeno l’elettrone ha una lunghezza d’onda pari 2,66 ? 10
29

m? [n 5 8]

2pke2

nh

7 .   D a l l e  o n d e  d i  d e  B r o g l i e  a l l a  m e c c a n i c a  q u a n t i s t i c a 971

r
4
 5 16r

1

+

FIGURA INTERAT TIVA

l4 =
1

4
12pr42 =

1

4
15,32 ? 10

-9
m2 = 1,33 ? 10

-9
m

2pr4 = 2p18,46 ? 10
-10

m2 = 5,32 ? 10
-9

m

r4 = 4
2r1 = 1615,29 ? 10

-11
m2 = 8,46 ? 10

-10
m

Le funzioni d’onda

Lo straordinario successo ottenuto dalle onde di materia di de Broglie nel de-

durre le condizioni di Bohr sul momento angolare incoraggiò i fisici a prendere

in seria considerazione l’idea delle onde di materia. 

Accettando la realtà delle onde di materia, però, ci si trova a dover risponde-

re a un gran numero di nuovi interrogativi. Se le particelle (ad esempio gli

elettroni) possono essere descritte in termini di onde di materia, come si

comportano queste ultime? Che cosa determina il valore dell’onda di materia

in una determinata posizione? Qual è il significato fisico di un’onda di mate-

ria che ha un valore grande in una posizione e un valore piccolo in un’altra

posizione?

A queste domande risposero Erwin Schrödinger, Max Born e altri. In particola-

re, Schrödinger propose un’equazione per descrivere il comportamento delle

onde di materia. Oggi questa equazione è nota come equazione di Schrödinger
e costituisce la base della meccanica quantistica, cioè della versione quantistica

della meccanica, lo stesso ruolo che le leggi di Newton svolgono nella meccani-

ca classica e le equazioni di Maxwell nell’elettromagnetismo. s Erwin Schrödinger (1887-1961).
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Diffrazione di elettroni

Una conseguenza dell’ipotesi ondulatoria per gli elettroni 
che poteva essere verificata sperimentalmente è la 
possibilità di osservare fenomeni di diffrazione 

Esperimenti di Davisson-Germer (1927), ripetuti 
successivamente da G.P. Thomson, che confrontando 
con i raggi X ottiene lunghezze d’onda di 5-8 10-11 m 
per elettroni di energia cinetica di 20-60 keV)
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06/12/16 19.24Davisson-Germer Experiment
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Davisson-Germer Experiment

Davisson, C. J., "Are Electrons Waves?," Franklin Institute
Journal 205, 597 (1928)

The Davisson-Germer
experiment demonstrated
the wave nature of the
electron, confirming the
earlier hypothesis of
deBroglie. Putting wave-
particle duality on a firm
experimental footing, it
represented a major step
forward in the
development of quantum
mechanics. The Bragg law
for diffraction had been
applied to x-ray
diffraction, but this was
the first application to
particle waves.

Davisson and Germer
designed and built a
vacuum apparatus for the
purpose of measuring the
energies of electrons
scattered from a metal
surface. Electrons from a
heated filament were
accelerated by a voltage
and allowed to strike the
surface of nickel metal.

The electron beam was directed at the nickel target, which could be rotated to observe
angular dependence of the scattered electrons. Their electron detector (called a Faraday
box) was mounted on an arc so that it could be rotated to observe electrons at different
angles. It was a great surprise to them to find that at certain angles there was a peak in the
intensity of the scattered electron beam. This peak indicated wave behavior for the
electrons, and could be interpreted by the Bragg law to give values for the lattice spacing
in the nickel crystal.

The experimental data above, reproduced above Davisson's article, shows repeated peaks
of scattered electron intensity with increasing accelerating voltage. This data was
collected at a fixed scattering angle. Using the Bragg law, the deBroglie wavelength
expression, and the kinetic energy of the accelerated electrons gives the relationship
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Diffrazione da singola fenditura
diffrazione ottica alla Fraunhofer:
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sinϑ0 =
λ
d
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2
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⎞
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le due metà del 
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minore è d, maggiore è ϑ0 
da un’apertura puntiforme esce un’onda 

sferica

ϑ0 primo angolo per cui l’intensità si annulla



Diffrazione di elettroni e principio di indeterminazione

Ad una indeterminazione in posizione               corrisponde 
una indeterminazione in impulso: 

usando la relazione di de Broglie per l’impulso
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L’impulso iniziale degli elettroni è 
orizzontale 
L’impulso finale avrà una direzione 
diversa



un altro aspetto dell’indeterminazione di un’onda

Supponiamo di avere un pacchetto d’onde, localizzato in 
una regione 

Se Δx è molto piccolo rispetto a λ, non è possibile 
determinare λ! 

Se Δx è dell’ordine di λ, l’errore su λ è dell’ordine di λ, per 
cui 

Se N è grande, posso determinare λ contando N:  

Per un pacchetto d’onde quindi è sempre 
tanto meglio conosco la posizione, tanto peggio conosco 

la lunghezza d’onda. 
La relazione può essere resa rigorosa ricorrendo alla 

trasformata di Fourier.
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ΔxΔλ ∼ λ 2

Δλ
λ
∼
1
N

⇒Δλ ∼ λ
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Δx = Nλ

ΔxΔλ
λ 2 ∼1

λ = Δx
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Il principio di indeterminazione di Heisenberg

Se partiamo dalla ultima relazione e la combiniamo con 
l’ipotesi ondulatoria di de Broglie otteniamo: 

Heisenberg (1927) dimostra che, quali che siano i metodi 
di misura dell’impulso e della posizione, deve sempre 
essere: 

Principio di indeterminazione della meccanica quantistica
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meccanica quantistica
Equazione di Schroedinger 
Soluzione: funzione d’onda 
Interpretazione del quadrato della funzione d’onda come densità 

di probabilità di trovare la particella in una determinata 
posizione 

Applicazioni alla fisica atomica: gli orbitali elettronici 
Il processo di misura e il “collasso” della funzione d’onda 

in che stato si trova la particella prima di essere misurata? 
dove si trova la particella prima di incontrare il rivelatore? 

Interpretazione “di Copenaghen” e eventuali alternative 
Indeterminazione ontologica (Bohr)  
vs. indeterminazione epistemologica (realismo) (Einstein) 
Il paradosso EPR 
La meccanica quantistica per particelle relativistiche 
(La meccanica quantistica e la relatività generale)
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La ricetta: 
• equazione matematicamente coerente con le leggi 

fisiche, continua ed a singolo valore 
• equazione lineare, per garantire il principio di 

sovrapposizione 
• conservazione dell’energia 
• consistenza con l’ipotesi di de Broglie
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Equazione di Schroedinger 



Equazione di Schroedinger 
eq. di D’Alembert 

soluzione di onda piana 
energia per un fotone 

energia per un elettrone 

onda piana per elettrone 

l’equazione 

riproduce la relazione corretta 

equazione per l’energia di una 
particella libera 

eq. di Schroedinger completa (1926)
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∂2 f (x,t)
∂x2

= 1
υ 2

∂2 f (x,t)
∂t 2

f (x,t) = Aei(kx−ωt )     con  ω = 2πν =υk =υ 2π
λ

E(= hν = !ω ) = pc(= hc / λ = !ck)⇒ ck =ω

E = !ω = p2

2m
⇒ω = !k

2

2m

Ψ(x,t) = e
i(kx−!k

2

2m
t )

−!2

2m
∂2

∂x2
Ψ(x,t) = i! ∂

∂t
Ψ(x,t)

−!2

2m
(−k2 ) = i! −i !k

2

2m
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−!2

2m
∂2

∂x2
Ψ(x,t) = !

2k2

2m
Ψ(x,t) = EΨ(x,t)

−!2

2m
∂2

∂x2
+V (x)⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥Ψ(x,t) = i!

∂
∂t

Ψ(x,t)

relazione classica tra 
energia ed impulso

onda piana: particella libera 
che si propaga nello spazio



Equazione di Schroedinger indipendente dal tempo

per evitare le complicazioni dell’equazione alle derivate 
parziali si può assumere una situazione 
unidimensionale indipendente dal tempo 

e ricercare in analogia con le onde classiche una 
soluzione sinusoidale: 
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ψ (x) = Asin kx

−!2

2m
d 2

dx2
ψ (x) = !

2k2

2m
ψ (x)

−!2

2m
d 2

dx2
ψ (x) = Eψ (x)

d 2

dx2
ψ (x) = −k2Asin kx = −k2ψ (x)

−!2

2m
d 2

dx2
ψ (x) = (E −V (x))ψ (x)

e introducendo una energia potenziale V(x)



Equazione di Schroedinger 

eq. di Schroedinger completa 
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−!2

2m
∂2

∂x2
+V (x)

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥Ψ(x,t) = i!

∂
∂t

Ψ(x,t)

Si noti che nell’eq. di Schroedinger l’interazione della particella è 
rappresentata da un potenziale, non da una forza!

Si noti anche che per soddisfare l’eq. di Schroedinger  
la funzione d’onda non può essere reale!



Il significato della funzione d’onda

Interpretazione di Max Born (1926): il modulo quadro 
della funzione d’onda rappresenta la probabilità di 
trovare la particella in una determinata posizione 
dello spazio
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In meccanica classica il moto di un corpo è descritto dalla legge oraria x(t), cioè
dalla posizione del corpo in funzione del tempo. La variazione temporale di x(t)
fornisce poi la velocità istantanea v(t). Per determinare x(t) bisogna risolvere la
seconda legge della dinamica, l’equazione di Newton F 5 ma.
In meccanica quantistica, invece, il moto di una particella è descritto da una fun-
zione dello spazio e del tempo, chiamata funzione d’onda e indicata tradizional-
mente con c(x, t). Per ottenere la c bisogna risolvere l’equazione di Schrödinger,
che in questo senso rappresenta, come abbiamo detto, la legge fondamentale
della meccanica quantistica.

Il significato della funzione d’onda fu chiarito da Max Born. Essa ha un’inter-
pretazione probabilistica: il suo quadrato, c2(x, t), rappresenta la probabilità che
la particella si trovi nel punto x all’istante t, come mostrato in figura 17. Questo è
tutto ciò che la funzione d’onda ci permette di dire riguardo alla posizione di
una particella: non siamo in grado di prevedere esattamente dove si trova la par-
ticella; possiamo farlo solo probabilisticamente.

Per illustrare la descrizione quantistica del moto, consideriamo il caso più sempli-
ce: quello di una particella di massa m che si muove liberamente, cioè non sogget-
ta ad alcuna forza, su un segmento di lunghezza L, come mostrato in figura 18. 
Classicamente la particella può avere una velocità e un’energia qualsiasi, anche
nulle (nel caso in cui sia ferma). Quantisticamente, invece, l’energia della parti-
cella è quantizzata, cioè assume solo particolari valori, etichettati dal numero
quantico intero n. Inoltre, essa non può mai essere nulla: il suo valore minimo
è diverso da zero.
Risolvendo l’equazione di Schrödinger si prova che l’energia della particella è
data da:

Energia di una particella confinata su un segmento di lunghezza L

En 5 n 5 1, 2, 3, …

Lo stato di energia più bassa (detto stato fondamentale) ha n 5 1 e la sua ener-
gia è:

E1 5

I livelli energetici successivi si ottengono ponendo n 5 2, 3, … nell’espressione
di En e valgono 4E1, 9E1 e così via (fig. 19).
Le funzioni d’onda della particella associate a questi livelli di energia sono onde
stazionarie che si annullano in x 5 0 e x 5 L, come mostrato in figura 20.

Per concludere citiamo un altro sistema unidimensionale di grande importanza,
 l’oscillatore armonico. Nel capitolo 2 abbiamo visto che un oscillatore armonico è
un corpo soggetto a una forza del tipo F 5 2kx, dove x è lo spostamento della
posizione di equilibrio e k è la costante elastica.
L’oscillatore è caratterizzato dalla frequenza f o dalla frequenza angolare v5 2pf,
che è legata a k dalla relazione k 5 mv2, avendo indicato con m la massa del corpo.
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s FIGURA 17 Il significato 
della funzione d’onda

a) Una funzione d’onda c(x), che per
semplicità consideriamo indipendente 
dal tempo. b) Il quadrato della funzione
d’onda, c2(x), rappresenta la probabilità 
di trovare la particella in x.
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s FIGURA 18 Particella confinata su
un segmento

Una particella di massa m si muove
liberamente su un segmento 
di lunghezza L.
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s FIGURA 19 Livelli energetici 
di una particella libera confinata su 
un segmento

L’energia è proporzionale a n2, quindi 
i livelli non sono equispaziati.
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