Compito Scritto Meccanica Quantistica, 01/02/2017

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1, che si muove in uno spazio limitato da
due superfici piane poste in z = —a/2 e z = a/2, per cui la sua coordinata z soddisfa la condizione
—a/2 < z < a/2. L’Hamiltoniana del sistema ¢

2
D 1 20,2 2
H——2m+2mw (z° +y°) + a(L, +2S,), (1)

dove L ¢ il momento angolare. Vale la relazione h?/(ma?) > hw > ha > 0.

1. Si determinino gli autostati di H con energie E < Egayx, Fmax = 72h?/(2ma?) + %hw. Si

riportino i valori delle rispettive energie e le degenerazioni dei livelli;

2. Si determini lo stato piu generale ¢ tale che: (a) una misura dell’energia da con certezza
E < Epax; (b) una misura di J, (J = L+ S) da con certezza h; (c) la probabilita di misurare
S. =& %; (d) vale la condizione (y|r - S|¢) = 0;

3. Se 9(t) & I'evoluto di temporale di ¢ (1p(t = 0) = 1), si calcoli (p(t)|H|p(t)).
Funzioni d’onda per l'oscillatore armonico unidimensionale:

A\ /4 2252 1 mw
= — AT /2 = —)\ )\ = _
1/)0(.’17) <7T> e ) 77/}1(1;) \/Q (17’(/}0(%) i
Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 nel sistema di riferimento del centro

di massa. In tale riferimento I’Hamiltoniana ¢ data da
2 2
p D 1
M=o o 3 ()" =L

con 0 < v < %w; L ¢ il momento angolare orbitale totale del sistema.

1. Determinare gli autovalori F/, con le rispettive degenerazioni, dell’Hamiltoniana che soddis-

fano a F < 4hw.

2. Tl sistema si trova in uno stato 1) tale che una misura dell’energia F puo dare solo E < 3hw;
valgono L2|1)) = 2h%[tp) e J?|1h) = 0, con J = L + S1 + Sy. Determinare |¢)).

3. Quali valori puo dare una misura della componente z dello spin di una particella nello stato
|y 7 Con quale probabilita?

4. Si supponga che il sistema sia nello stato |¢) al tempo ¢ = 0. Quali valori di J? e .J, possono
essere ottenuti da una misura del momento angolare totale all’istante ¢ generico e con quale
probabilita?
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 01/02/2017

Esercizio 1. Si consideri una particella di massa m e spin 1, che si muove in uno spazio limitato
da due superfici piane poste in z = —a/2 e z = a/2, per cui la sua coordinata z soddisfa la
condizione —a/2 < z < a/2. L'Hamiltoniana del sistema &

2
1
H = 2p—m + 5muﬂ(gc? +9%) +a(L, +28S,),

dove L ¢ il momento angolare. Vale la relazione h*/(ma?) > hw > ha > 0.

1. Si determinino gli autostati di H con energie E < Epax, Emax = m°h%/(2ma®) + 2hw. Si
riportino i valori delle rispettive energie e le degenerazioni dei livelli;

2. Si determini lo stato piu generale ¢ tale che: (a) una misura dell’energia da con certezza
E < Epax; (b) una misura di J, (J = L+ S) da con certezza h; (c) la probabilita di
misurare S, = ki & 3; (d) vale la condizione (¢|r - S[y) = 0;

3. Se ¥(t) e 'evoluto di temporale di ¢ (¢(t = 0) = 1), si calcoli (¢(t)|H|(t)).

Funzioni d’onda per 'oscillatore armonico unidimensionale:

L RS S B e S G [
. (& ; 11’—\/51'0.%' = h

Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di spin 1/2 nel sistema di riferimento del
centro di massa. In tale riferimento I’'Hamiltoniana ¢ data da
v P

1
+ 2 4+ Smw?(ry —1ro)? — 9L,

H=on Tan i

con 0 <y < %w; L e il momento angolare orbitale totale del sistema.

1. Determinare gli autovalori E, con le rispettive degenerazioni, dell’Hamiltoniana che sod-
disfano a F < 4hw.

2. Il sistema si trova in uno stato [¢) tale che una misura dell’energia E puo dare solo
E < 3hw; valgono L%|y) = 2h2|Y) e J?|¢) =0, con J = L + S; + S,. Determinare |¢)).

3. Quali valori puo dare una misura della componente z dello spin di una particella nello
stato |¢)) 7 Con quale probabilita?

4. Si supponga che il sistema sia nello stato |¢)) al tempo ¢ = 0. Quali valori di J? e J,
possono essere ottenuti da una misura del momento angolare totale all’istante ¢ generico
e con quale probabilita?



Soluzione dell’esercizio 1. Riscriviamo ’hamiltoniana nella forma

2 2 2 2
2 p,+D mw
P b (24| + oL+ 25.),

H =
2m 2m 2

in cui riconosciamo che il primo termine p?/(2m) descrive la dinamica di una particella nel
segmento a pareti infinite in +a/2 e il termine in parentesi quadra descrive la dinamica di un
oscillatore armonico bidimensionale sul piano z,y. Gli autovalori E(k,n, /., s.) del sistema sono
dati pertanto dalla somma

h2m?n?
E(n,,n,l., s,) = ST +hw(n+1) + ha (0, + 2s.)
e le autofunzioni sono date dal prodotto tensoriale |1)) = |n,)|1n.e.)|s,s.), dove i ket |1y,4.)
denotano gli autostati simultanei dell’hamiltoniana dell’oscillatore armonico bidimensionale e
dell’operatore L. Poiché per n, = 2,n =0 (da cui segue {, =0) e s, = —1 si ha
2h2 2 2h2m? % 5
Tt hw—2ha ) — Fmax = | —— + hw—2ha | — ( —— + 2 fw | =
ma? ma? 2ma? = 2
3h2m? 3 3 [ hm? 4
= — —hw —2ha = = —hw—-ha) >0
2ma? 2 ¢T3 (ma2 3 a) '

in quanto A%/(ma?) > hw > ha > 0, segue che gli autostati di H richiesti hanno numero
quantico n, = 1 relativamente all’hamiltoniana della particella nel segmento con pareti infinite.

1. In ordine di energie crescenti, gli autostati di H con energia F < Emax sono

h2m?

2ma?

h2m?

2ma?
2 2

2ma?

hQ 2
|Ws) = [1)|¢1 —1)|1, —1), dienergia FEj3= 2—7T2 + 2hw — 3ha e non degenere;
ma

Vo) = [1)|1o0) |1, —1), di energia Ejp = + hw — 2hac e non degenere;

|Wq) = [1)|10,0)|1,0), di energia E; = + hw e non degenere;

|Wy) = [1)|¢00)]1,1), di energia FEy =

+ hw + 2ha e non degenere;

57 = 1)1, 0), W) = (D)1, 1),

h2 2
di energia F, = T + 2hw — ha e con degenerazione 2;
2ma?
a b
[WE) = D)L 1), ) = [D]a)]1,0),
2.2
di energia Fy = + 2hw + hae e con degenerazione 2;
2ma?
22
|We) = [1)|¢11)]1,1), di energia FEg = 2 + 2hw + 3ha e non degenere.
ma

Osserviamo infine che risulta F5 > FE5 perché per la condizione Aiw > ha > 0 vale la
disuguaglianza

h27?

2ma?

22
By — B> = (2

ma?

+2hw—3ha>—( +hw+2ha):hw—5ha>0.



2. Lo stato piu generale |¢)) che verifichi la condizione (a) & una combinazione lineare degli
autostati di H di cui al punto precedente; dalla condizione (b) segue che lo stato |¢) ¢

combinazione lineare dei soli due autostati |¥s) e \\I/éb)>; dalla condizione (c) segue che lo
stato |¢) & dato da

) = 1) %|wo,o>|1,1>+%|w1,1>|1,o> | (1)

Per imporre la condizione (d) scriviamo gli autostati dell’hamiltoniana Hy dell’oscillatore
armonico bidimensionale nella forma |n,, n,) e abbiamo 'uguaglianza [y = |0,0).

Poiché gli autostati | 41) simultanei degli operatori Hp, L, sono combinazione lineare
degli autostati |1,0) = Cxe ™ +v9)/(2h) ¢ 10, 1) = Cye @ +v*)/h)  calcoliamo

o 0
L.[1,0) = if (?/ 5 " a_y) Cae A= /E) — i [ Cyemmete /@] — ipfo, 1),

L.]0,1) = ih (y % - a%) Cye @+ — _ip, {Cxe—mw@”f)/(%)} — —ih/1,0),

da cui seguono la rappresentazione matriciale di L, nella base {|1,0),|0,1)}

0 —
()

e i suoi autovettori [, 1) = (i[1,0) F |0, 1))/v/2, relativi agli autovalori £, = +h.

Ricaviamo ora la fase a ipotizzando che

[1,41) = (i]1,0) F |0, 1>)/\/§

e che
11,0) = Cze M@ H¥)/2 1 0,1) = Cye A& +v7)/2,
con C' costante reale. La fase che troveremo dipende strettamente da questa scelta.

Poiché risulta

1 [ h
(Woolelr) = = {0,002 (i1,0) = 10,1)) = iy/ 7o A0l(a+a") 1), =iy .

(L 1,10 = = (1, 1] (S + ) [1,0) = —= (1,1 (|1, 1) +]1,~1)) =

Sl

N —

segue

(leSel) = 5 [(1, 1ol + e (1,00una] 282 [[oo)l1, 1) + 6 [o1,)]1,0)] =

3

>t

sin «

B % [eia<¢0’0‘m|¢1’l> (1, 1]5,]1,0) + e~ (¢r1]x]vho0) (1,0]5:1, 1>} -

e dalle relazioni

&m

S

a/2

OS0) =AUl = A [ seothadi=0 e (ulaSilu) = WS

—a/2



otteniamo infine (¢)|(r-S)[1)) = 0 per a« = 0, 7. Pertanto lo stato |¢) assume le due forme
possibili, indicate con |¢(i)>, compatibili con le condizioni assegnate

@y gy | 1
W= = (1) ﬁ\%,oﬂl’l)iﬁ!¢1,1>|1,0>-

Per comprendere come il risultato dipenda dalla scelte delle funzioni d’onda che appaioni
nell equazione (?7) supponiamo di definire

|1 41) = Clx £ z’y)e*/\(x2+y2)/27

con C costante reale. Le funzioni |1 11) ora definite differiscono per un fattore i dalle
precedente per cui il risultato si scrive come

6y = 1) [% na)lL 1) i |w1,1>|1,o>} |

. Poiché il valor medio dell’hamiltoniana su un qualsiasi stato risulta indipendente dal
tempo, segue (Y(t)|H|(t)) = (Y|H|), da cui otteniamo (per entrambi gli stati [1)(+)))

1 [ R*r? 1 ([ h?r?
OlHI0) = WA =5 (30 o+ 2t ) + 3 (35 42+ ha ) -
n*r? 3 3
= —hw+ — ha.
dmaz T 2T



Soluzione dell’esercizio 2. Nel sistema di riferimento del centro di massa delle due
particelle, I’hamiltoniana del moto relativo delle due particelle assume la forma

2 2
p’ | pw

H= 5 - Lz7
o 2 -

avente autovalori 5
E(n,t,) = hw (n + 5) —hyt,,

in cui e stato trascurato il termine di hamiltoniana di particella libera relativo al baricen-
tro. Poiché nel sistema di riferimento del centro di massa 'operatore di scambio delle due
particelle coincide con 'operatore parita spaziale, segue che gli autostati del sistema sono
dati dal prodotto delle autofunzioni dell’oscillatore armonico con numero quantico ¢ pari
per il singoletto di spin, oppure dal prodotto delle autofunzioni dell’oscillatore armonico
con numero quantico ¢ dispari per uno stato di tripletto di spin.

1. In ordine crescente di energia e indicando con |, ... ) gli autostati dell’oscillatore
armonico, gli autostati di H sono

11 3
|Wo) = [%0,00) |0,0; 3 §> , dienergia FEy= 3 hw e non degenere;

11 5
[W1) = [¥1,10) |1, 52 > §> , dienergia FE 5 hw — hy e con degenerazione 3
11 : : 5 )
[Wa) = [Y110) | 1,52 25/ di energia Ey = 5 hw e con degenerazione 3;
11 . ) 5 .
|W3) = [th11,-1) |1, 825 1505 ) di energia FEj3 = 3 hw + hy e con degenerazione 3;
1 1 . . 7
|Ws) = [th222) |0 5 A di energia E, = 5 hw —2hy e non degenere;
1 1 . . 7
|Ws) = [th221) |0 5 A di energia FEj5 = 5 hw — hy e non degenere;
11 1 1
\I/(a) — 0.0:=. = (b) -
| 6 > |¢2,2,0> ) 7272>7 | > |1/)200> 2;2 ,

7
di energia Fg = 3 hw e con degenerazione 2;

11 7
|W7) = [122.-1) |0,0; 3 §> , dienergia FE7;= 3 hw+ hvy e non degenere;

11
\I] = _ f— -
‘ 8> ‘¢2,2, 2> Oa 0; 27 2

Dalla condizione 0 < 7 < w/6 si ricavano le relazioni Ey > Fy e Fy > Es.

7
> , dienergia Fg= 3 hw +2hy e non degenere.

2. Per scrivere lo stato |¢), utilizziamo la base {|n; j, j.; £, s) } degli autostati simultanei
degli operatori H, J?, J., L? 82 In virtl della condizione 0 < v < w/6, uno stato di
energia F < 3Aw puod essere combinazione lineare degli autostati dell’hamiltoniana
aventi numero quanticon = 0on = 1. Poiché / =1e j=0,seguen =s=1¢
J. = 0 e quindi lo stato |¢)) e dato da |[¢)) = |1;0,0;1,1).



3. Nella base {|t,00.)s,5.)} degli autostati simultanei degli operatori H, L?, L., S?,S,, lo
stato [¢) assume la forma

1
[¥) =110,0:1,1) = == [¥r11)[1, = 1)s )1, 0)s + 1, 1s,

1 1
A 1,10 73 |1,1,-1)
dove |5, S.)

., sono gli autostati dello spin totale. Riscriviamo ora gli autostati dello spin
totale in termini degli autostati simultanei di S%, 5., S3, Sa.. Abbiamo

! 1111+1!¢ >11 11
T3 20 2/ |2 2/ 3P 2720272,
11
2'2/, )"

1|¢ > 11\ |1 1 +1 1
6 M \2v2 02 2 |20 2/

da cui ricaviamo che la misura della componente z dello spin di una qualsiasi delle due
particelle fornisce i valori £//2 con probabilita 1/2.

%) 11,1)

4. All'istante ¢ = 0 lo stato |¢) scritto nella forma

) = [, 0) = % o 1)1, =1, — % 101, 0, + % WERTRT

e combinazione lineare di autostati dell’hamiltoniana H, vedi punto 1 della soluzione:

5
%WLMHL —1>s = (5 Tw — h’Y) |¢1,1,1>|17 —1>s

5
Hb1,1,0)[1,0)5 = 3 hw 111101, = 1),

5
H|r1,-1)|1, 1)y = (5 hw + 57) [P1)] 1, = 1) -

Ricaviamo lo stato al generico istante di tempo ¢ > 0 (avendo eliminato una fase comune):
eiwt 1 e—iwt

Ve [r)[1, —1) — 73 [¥11,0)[1,0)s + 3 |th11,-1)[1, 1)

che nella base {|n;j,j.; ¢, s)} assume la forma

2cosyt V2 2i sin vt (QCosyt 1)
)= 25BNV 9 0.1,1) + 1:1,0:1,1) + + 2 )11;0,0;1,1)
.1 (m 3>| )+ 2 )+ (20t L) )

Segue quindi che una misura di J, puo solo dare il valore J, = 0 con probabilita 1 ad
ogni istante ¢; mentre una misura di J? puo dare i valori J? = 6h2, 2h%, 0 con probabilita

¥, 1) =

2
2cosyt V2 2 4 2
PoR2) = |Z5200 V2 2 o2t — = cosat + 2,
(6h7) i 3 g €O 9008’7+9
2isinyt|® 2
P(2h?) = ‘ = = sin?1t,
(2h7) 7 5 Sin*
2cosyt  1|° 4 4 1
73(0):‘ CC;S7 +§‘ :§cos2fyt+§cos'yt+§.

Puo essere istruttivo concludere con una “verifica di consistenza” che le probabilita ot-
tenute danno somma 1 e che all'istante ¢ = 0 risulta effettivamente P(0) = 1 con
P(6h%) = P(2h?) = 0 perché lo stato iniziale |1),0) = |¢)) = |1;0,0;1,1) contiene il
solo numero quantico j = 0.



Compito Scritto Meccanica Quantistica, 20/02/2017

Esercizio 1. Si considerino due particelle identiche A e B di spin 1/2, vincolate a muoversi su una

sfera di raggio R. L’Hamiltoniana del sistema ¢
H = 2aJ? + al’ + oL,
con @ > 0, J = Lot + Stot, Ltot = Lia + Lp € Stot =S4 + Sp.

1. Si determini lo stato fondamentale g del sistema. Se ne calcoli I’energia e si esprima ¥y come
combinazione lineare di [{4ma)|pmp)x5*, dove [£4m ) sono le autofunzioni di L% ed L.,
|¢{pmp) le analoghe autofunzioni per la particella B e x3* sono gli spinori per lo spin totale
Stot'

2. Si calcoli I'elemento di matrice (1| Al1bg) con A = 242284, S, /R

3. Si determini il primo stato eccitato 11 del sistema. Se ne calcoli I’energia e si esprima 1 in

termini delle stesse funzioni considerate al punto 1.

4. Viene effettuata una misura della componente x dello spin di una della due particelle sugli

stati g e 1. Quali sono i possibili risultati della misura? Con quali probabilita?

Esercizio 2. In un sistema quantistico a tre stati sono dati i seguenti operatori:

2 0 2 1 0 0 0 0 0
A=fo -1 0|; B=|loo o]; C=]o -1 o0
2 0 2 0 0 -1 0 0 -1
L’Hamiltoniana del sistema ¢ data da H = —hwB. Allistante ¢+ = 0 il sistema si trova in un

autostato dell’operatore A tale che A|®¥y) = 0.

1. Si determini ¥y ed il suo evoluto temporale W(t).

2. Se si misura all’istante ¢ generico 1’osservabile fl, quali valori si possono ottenere e con quale
probabilita? Si calcoli inoltre A(t) = (W(t)|A[T(t))/(W(t)|¥(t)).

3. Se si misura all’ istante t generico 1’osservabile C , quali valori si possono ottenere e con quale
probabilita? Si calcoli inoltre C(t) = (W(t)|C|T()) /(U (t)|¥(t)). Si spieghi Dorigine della
differente dipendenza temporale di A(t) e C(t).

4. Si aggiunge all’Hamiltoniana una perturbazione
V=chw (fl + C’) .
Si calcoli al primo ordine perturbativo in € ’energia dello stato fondamentale ed il corrispon-

dente autovettore.
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 17/05/2017

Esercizio 1. Due particelle di spin 1/2, distinguibili, si trovano inizialmente nello stato

1 1 1 1

o) = ‘57 §>+2‘§, —3)

dove |s1z, $2.) € 'autostato degli operatori di spin Sy, e Sy, delle due particelle.

1) All'istante t = 0 viene effettuata una misura di Sy, sul sistema trovando %/2 ed al tempo ¢y >
0 viene effettuata una misura di Sy, trovando —h/2. Si scriva la funzione d’onda normalizzata
del sistema dopo la prima e la seconda misura, nella base |s1., s2,). Nell’intervallo di tempo
0 <t <ty le due particelle non interagiscono.

2) Immediatamente dopo la misura al tempo ¢y, viene accesa un’interazione tra le due particelle
con Hamiltoniana
H = a81 . SQ.

Si scriva lo stato [¢(t)) del sistema al tempo t > tg. Quali sono i valori misurabili di Sy, al
tempo t e con quale probabilita?

3) Calcolare (¢(t)|Stot,x

”(/J(t)> dove Stot = Sl + SQ.

Esercizio 2. Un sistema a tre stati ¢ descritto dall’Hamiltoniana

1 0 0
H=hw | 0 0 O
00 -1
Si considerino due osservabili
0 0 —i 3 0 0 1
A=a ] 0 2 0 B=— 10 0 1 ,
i 0 0 V2 1 10

dove w > 0, @« > 0 e 8> 0. Trovare gli autostati (normalizzati) di H, A e B.

Supponendo che all’istante t = 0 una misura di A abbia dato come risultato —a, si scriva lo stato
iniziale |10g) del sistema.

1. Calcolare il valor medio di A in funzione del tempo, ossia (1)(¢)|Al(t)), dove |(¢)) & lo stato
al tempo ¢ e [¢(0)) = |¢o);

2. Dire quali sono i possibili risultati di una misura di B sullo stato |1(t)) al tempo ¢ generico e
le corrispondenti probabilita;

3. Calcolare lo spostamento in energia e la funzione d’onda dello stato fondamentale al primo or-
dine nella teoria delle perturbazioni (si assuma 3 < 1), se si aggiunge ad H una perturbazione

V = hwhB.



Compito Scritto Meccanica Quantistica, 05/07/2017

Esercizio 1. Due particelle identiche di spin 1/2 sono vincolate a muoversi su una sfera di raggio
R. La loro funzione d’onda normalizzata &

Nxix 1
¢_< : 2+_)¢)Sl,52

R? 8w
dove ¢g, g, ¢ la funzione d’onda normalizzata di spin ed i pedici 1 e 2 si riferiscono alle due particelle.
a) Si esprima la ¢g, g, nella base [S1,55;).
b) Si calcoli la costante N in modo che % sia normalizzata.

¢) Si effettua una misura di (L1 + L2)2, dove L; ed Ly sono i momenti angolari delle due particelle.
Quali valori si ottengono e con quale probabilita?

Esercizio 2. Un sistema unidimensionale ¢ composto da due particelle identiche di spin 0 e carica
elettrica ¢. Il sistema ¢ descritto dall’Hamiltoniana:

1 1
H = o (p% —|—p%) + §mw2 (;v% +x§) —q& (1 +x2) ,
dove £ ¢ il campo elettrico nella direzione .

a) Si determinino gli autovalori della Hamiltoniana e, per i tre livelli piti bassi, se ne specifichi la
degenerazione.

b) Si calcoli il valore medio dell'operatore (; — x3)? sullo stato fondamentale.

¢) Si consideri I'Hamiltoniana H' = H + V, dove
V=2 T1 T2,

si calcoli I’energia dello stato fondamentale di H' al primo ordine in .

d) Si calcoli la funzione d’onda dello stato fondamentale di H al primo ordine in \; la si esprima
come combinazione lineare degli autostati di H.
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 26/07/2017

Esercizio 1. Si consideri un sistema a tre livelli. Sia H la Hamiltoniana e sia B = {|1),2),|3)}
una base ortonormale.

1) E noto che: (i) H ha autovalori 0, 2hw e 4kw; (ii) una misura dell’energia su |1) da con certezza
4hw; (iii) una misura dell’energia su (|2) —[3))/v/2 da con certezza 2hw. Si trovi 'autostato di H
con autovalore nullo.

2) Si consideri 'operatore C. Nella base B ¢ rappresentato dalla matrice

11 0
C=mw | 1 1 0
0 0 -8

Si determinino tutti gli stati tali che una misura di C fornisce —8/hw con probabilita 1/2 e 0 con

probabilita 1/2.

3) Tra gli stati determinati al punto 2), si selezioni quello per cui ¢ massima la probabilita di trovare
0 in una misura dell’energia. Lo si indichi con [)).

4) Si calcoli 'evoluto |¢(t)) di 1) al tempo ¢ =t = 7/(2w) e I'elemento di matrice (¢(¢)|C|(1)).

Esercizio 2. Lo stato di un elettrone di un atomo di idrogeno con momento orbitale [ = 1 e spin
1/2 & descritto dalla funzione d’onda normalizzata

0(r:0.0) = 28 via0.0) (g) +viace0) (V)]

dove Ry 1(r) ¢ la funzione d’onda radiale per I'atomo d’idrogeno conn=2el=1e

b) < ()

corrispondono agli stati di spin |1/2,4+1/2).

a) Si determinino i possibili risultati di una misura di J? e .J,, dove J = L + S, e le relative
probabilita.

b) Si calcoli I'elemento di matrice (¢|L - S|t).

¢) Si determinino i possibili risultati di una misura di L, e le relative probabilita. Si spieghi perché,
dopo una misura di L, lo stato rimane autostato di L? e se ne specifichi I’autovalore.
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 18/09/2017

Esercizio 2. Si consideri una particella di spin S = /2. Nella base

212 = (o). -z =(Y),

dove S,|1/2,£1/2) = +h/2, la Hamiltoniana ¢ descritta dalla matrice

_(Ho —iuB
H= <iﬂB Ho > ’

dove Hp ¢ 'Hamiltoniana di un oscillatore armonico tridimensionale

p2 mw2r2

Ho=on T =5

e0 < puB <K hw.

1. Si determinino gli autovalori dell’Hamiltoniana. In particolare, si calcolino le energie e la
degenerazione dello stato fondamentale e dei primi due stati eccitati.

2. Si scrivano le funzioni d’onda dello stato fondamentale e dei primi due stati eccitati in modo
che siano combinazioni di autostati di J? e J,, dove J = L + S; le si esprima come combinazioni
lineari degli stati |n,l,s =1/2;4,7.).

3. Si calcoli lo spostamento in energia dello stato fondamentale e dei primi due stati eccitati se si
aggiunge ad H una perturbazione
V=2\L-S.

Esercizio 2. Si considerino due particelle identiche di massa m e spin 1 vincolate a muoversi in
due dimensioni nel dominio —L/2 <z < L/2, —L/2 <y < L/2 e soggette alla hamiltoniana

1 2
H = %(p%'f—pg) +w <3hsl : SZ _Slz _522> ;

con 0 < w < h/(mL?) (i pedici 1 e 2 si riferiscono alle due particelle).
1) Si calcoli energia e la degenerazione dello stato fondamentale e dei primi due stati eccitati.

2) Si consideri H' = H + V, con
p 2
V= m(fﬁ — 2)"51.522,
dove il parametro 3 puo essere sia positivo, sia negativo. Si calcoli ’energia dello stato fondamentale
di H’ al primo ordine in 3.

Possono essere utili gli integrali
w/2
I, = / z? cos™ x dx.
0

Abbiamo

(972 — 80), Iy = —— (27% — 15)

— 1 —
a T 128

1 T
I = (72 =8), [, = —(n* = 6), I
1 4(7T 8)7 2 (7T 6)7 3 54

48
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Compito Scritto Meccanica Quantistica, 20/11/2017

Esercizio 1. Si consideri una particella di spin 1/2 vincolata a muoversi su una sfera di raggio
unitario. Si considerino gli stati

dove a e b sono costanti di normalizzazione, Y, (6, ¢) indica un’armonica spherica e

()

¢ uno spinore di spin 1/2 riferito all’asse z. Definiamo inoltre 'operatore

1

2
ﬁ(ﬁ —L?) — (L. +28S.)

M:
h

dove L e il momento angolare e J = L 4 S.

1) Si considerino i quattro operatori M, J?, L? e J,. Si dica di quali operatori gli stati |A) e |B)
sono autostati e, nel caso in cui lo siano, se ne calcoli il rispettivo autovalore.

2) Si calcolino le costanti a e b in modo che gli stati siano normalizzati.

3) Se I'Hamiltoniana del sistema & H = wJ?/h — w.J,, si calcolino gli stati |A(t)) e |B(t)) al tempo
t ed il modulo |R]| dell’elemento di matrice R = (A(t)|B(t)).

Esercizio 2. Un sistema e composto da due particelle identiche di spin 1 vincolate a muoversi in
una dimensione. Il sistema & descritto dall’Hamiltoniana:

2, .2 2
P +p3) 4w (x%+x§),

_(
H = om 2

a) Si determinino gli autovalori corrispondenti ai primi tre livelli di energia e se ne discuta la
degenerazione.

b) Si determini una base di autovettori corrispondenti ai tre livelli di cui al punto a) tali che
siano simultaneamente autostati dell’Hamiltoniana e autostati degli operatori S? ed S., con
S=8;+8S..

¢) Si considerino gli stati calcolati al punto b) che corrispondono al livello fondamentale e al
primo livello eccitato; per ciascuno di essi si calcoli il valore medio dell’operatore O = 1 xs.

d) Se si aggiunge all’Hamiltoniana il termine
V =Xz2238S:- Sy,

calcolare quali sono le correzioni in energia al primo ordine in A\ degli stati corrispondenti
all’energia piu bassa.
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