
Scritto di Analisi Vettoriale (17.02.2016)
Proff. A. Dall’Aglio, F. Lanzara, E. Montefusco

COGNOME e NOME:

MATRICOLA:

DOCENTE: ∞ Dall’Aglio ∞ Lanzara ∞ Montefusco

Se ammesso, sosterrò la prova teorica: ∞ in questo appello ∞ in un appello successivo

Istruzioni: il testo d’esame deve essere riconsegnato insieme all’elaborato, tutti i ragionamenti devono

essere adeguatamente spiegati!

Esercizio 1. Data la successione di funzioni

¡
n

(x) = x(n

2

x

2 +2)

n

2

x

2 +1

con x 2í ,

i. calcolare il limite puntuale ¡1(x),

ii. determinare in quali intervalli ¡
n

converge uniformemente a ¡1.

Esercizio 2. Data la funzione

f (x, y) = x

4

y °x y

4 +5x y

i. trovare e classificare tutti i punti critici della funzione,

ii. trovare massimo e minimo assoluti della funzione nell’insieme T = {x ∑ 0 ∑ y , x

3 ° y

3 +5 ∏ 0}.

Esercizio 3. Dato il campo vettoriale F = (y z,°xz, x y) calcolare

Z

S

(rot(F) ·n)dæ,

dove S Ωí3

è la parte della superficie sferica

©
x

2 + y

2 + z

2 = 4

™
compresa tra i piani {z = 0} e

©
z =

p
3

™
, dove

n indica l’usuale normale uscente dalla sfera.

Esercizio 4. Sia D la regione del piano x y delimitata dall’asse x e dall’arco di curva di equazione polare

Ω = 2+cos(µ) con µ 2 [0,º]. Calcolare il volume del solido E ottenuto facendo ruotare D di un giro completo

intorno all’asse x.

Esercizio 5. Si consideri il problema di Cauchy

y

0
(t ) = 3

2

y

1/3

(t )° y(t )

1+ t

2

, y(0) = y

0

.

i. Si assuma y

0

= 1. Dire se il problema ammette una o più soluzioni e, in caso, determinarle tutte.

ii. Si assuma y

0

= 0. Dire se il problema ammette una o più soluzioni e, in caso, determinarle tutte.
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FILA A - Esercisio 1
.

i ) Per xfo si he evideutementnbjmoncx ) = xnhjm ms×2±=x.s=x
m2×2+1

Owiameute per ×=o si ha $@)=o
.

An
.

Quindi
it limit pinhole vale $•C×)= x.

ii ) Vediamo se si ha
unowgeuso uniform in 112

sup |$n⇐' - look't =

xsxp Ix ( nnhxIfT - 1) / =

*eR R

= hip1×-1XER M2×2+ I

i

Studio quindi gncx ) -#Poiche '

e
'

pan
'

,

la sheds per x3o

,
doe

m2×4a
'

isle ×

six 'tn - Hh '

=

s -
nixa # 'T .

g 'ny=
-

-

cnzz.in )
- cnzz.in )2

Owindi gicx ) =o per × - In

g 'nH< o per x > In

aging >o per o <x< In

Owindixsup
.

gnei - gnfn ) = the at =
R

Pertawn si he convergent a uniform in tutto R ( equindianche in ogm
'

soltoinsiemedik )



FILA A - Esercizio 2

i ) Si

ham
ay ) =

4×3
y - y4+5y= y ( 4×3 . gsts )

fy (xiy ) = X4 - 4×y3+ six = x ( x 3-
4y3+ s )

1

pti critic di f sono le solusioni del sistema

if ( 4×3 . y3+s ) = o

{
× ( x3-4y3+s ) = o

e

cioeTE ⇒ Pse,o )

{!Qg+ .

⇒ %f⇐a )

⇐I3jg3t5 ⇒ B Co,
K )

fatty:[If ⇒ Reid

Procediamo alla classification dei punt critic
.



si he f××Eiy)=I2×2y

fxy Ky ) = 4×3-4/+5

fyyky ) =
- nxy

'

Quinon
fed = ( 0gg) ⇒ det D

'

f@,o)< o ⇒ (0/0) ptodisdla

Dsffki, o ) = (
° - *

) ⇒ HE,o ) p.to di sella

- 15 O

D2fkiH= f.g) ⇒ @,ftp.todiseeea

life ,H=f;it ⇒ DEY.tk?offisIIpE:nF .

^

ii )
.

y3=xsi
✓

•(o#) Siveedefacilmente che il domino

• the )
T E fath come moststo a lato

.

E
'

evident mente chins e limitato
.

T Owindi
, peril teorema di Weierstrass

,

• >

Hsfo ) Massimo e mini mo di f in T

esistono sicuramente
.

See 2T f=o .

All '

intern di T f e- negative .

le mini moassohto

e
'

assunta nell ' wnico punt critics interns C-1,1 ) .

Quindimaxf = 0
, min f = ffsis )= -3



FILA A

Utilizzand it teorema di Stokes
,

si ottiene che it fhess eichiest e
'

uguak
alla circuit asione di E tung il bomb di S

.

H bordo di 5
,

orientate positivamente rispeths al ueosore normale indicate
,

e- dat della circonfereuta
" "

y ,
= { xsty

'
= 4

,
2=0 )

, percorsa in verse antioramno se vista dalllalto

e della cironfereusa

yr = { XI ys = 1
,

2- =D }
, poarsa in verso orario se vista

" dallialto "

Quin di
fMIgahw

t.GE.I ds = fyse
 Ids + |¥. Ids = escudoyzparametrittata

come

÷
× = cost

0

= . y't HE;t " era

Absent) (sent ) - boost . cost ] dt  
=:

3 . {2*1 dt  
= 2Gt



In alternative
,

si put fare il caleb dinette
,

essenob

rot I = ( Ix
,

o
,

-2£ )

ed esseudo 5
'

parametrizzate come

x = 2 sent cosy4$- asego say
(QQ)€fE,E]× frit ]

z  = 2 cos

ed avendosi

% = ( 2 cost cosy ,
2 cos Oseuq ,

-2 sent )

% = C-2 sent seng ) ,
Iseui cosy ,

0 )

i toe minori delle jacobian di 4 vdgono

A CO,g) =

4suiOcosq.BC9q7-4seeiOseuqiC@q1-4cosOseuOCosserviamochequestaorientazionecoincidecouqvellaprescrittH.SihaquindiffgCrotEt.ndo-PgP0fFqfeseuocosq.L

, saiocosq - hwso . Hososeuo]=

= 16 f "±Pdo [ said fptosqdy - cost send . fFdy ] =

"
T

= 16 it µydW [ sais O - zoo 50 sent ] =

⇐

= 16 # f "d,Bd sent [1-3650]=16 it ( - cos 0+030*92=

=
16 it ⇐ . 3fI ) = 2Gt 11



r
-

/

in= -



Fila
:C-lid

(3,0 )

Per it tore ma di Guldin
,

si ha :

Vol E  
= out ↳y dxdy = [pass and a coordinate polar ]

= 2tµdd µ'T
"

p

' send =

2¥ fdtsen
O (2+043 do =

= GI (-4+644)"f= fI (34-1) = left



FILA

t
) Il problem a di Cauchy ammette evideutemente b. solution costaute

yH±s .

Poiche
'

in un piccolo into mo del punt €0,1 ) he funzione

f Hy ) - t YfbI÷ e
'

di dame C
'

,

son soddisfattek ipotesi del teorema oh' esistewta e uniata '

in piccolo ,

potato la soluzione took e. tunica possible .

ii ) Andre qui ii la solusione costante
y

HE °
.

Tuttavia
,

a cause del Fermin ytb , mon Soho verificate k coudiziom

del teorema di unicibi pohebbero esistere attn soluzioni
.

dividend per y
's

. y ,
si ottiene :

1

g
25

y#
= y+÷ da Cui

, integrand in It :

Hynix
= fide . arogtta

"

÷fyS%Iyaj= [ sit
. a -

y43=s⇒
- ±sy dy=ds ]

|d⇒=  -
In $1 =  - ln @- y43) [ ho told it module

=  - pevhi per y<
is

llarqm . e
'

positive ]



⇒ - line- ysb ) = ardgtic
lmponendo g@)=o

si othene C=o

⇒ e- y
"3= e

. artgt

⇒
y

213
= , - e- arotgt Osseniamo the due ebere t > o

affinche
'

it 2° membro sa >5

⇒

y=±(e
. e- arohgt )3k

Quindi abbiamo treats te tie solusioni :

yH=o eyH=|
° pertao#. e- ardgt )3k pert >o

.

In realta
'

ci sono infinite attn sdusioni
,

della forma

yH= {
° per tat

.±(
g- eactjto - arttgt )3k per t > to

ft
-



FILA B

i ) Viano al punt to,y ) = Co,
- s ) la funwone fHy)= I Y"3Iu

-2

e
'

di dame C ? Pertanto 6 soluzione esiste Gnpiccolo ) ed e
'

unica
.

Cakoliamda :

÷ t3(s+y4T
= ¥2

⇒ : Igate,
= fide = ang t.ie

"

In @+y% )

Dalla Condi scone inside si ottiene c = In 2
.

Pedants si otiose la sohezione

i+y" 3
= zeartyt ⇒ y

=  - (zeardft
- s )

ii ) Nell
'

into mo del punt 0,0 ) he funzioue a second membro

dell
'

equazione non e

' local menthe lipschitziana rispetto a y .
Pedants

l
'

uniabi non e
'

gorantita . lnfatti en 're la soluzione aslant yH±o ,

ma anche he due sobesioni ( che si thorn come al puntsprecede )

ytt) = ± @arotgt
.qpk



Anzi
,

esistono a sobesioni della forma

per to to

y#=,↳ardgt- arctgto
- s )3k

part > to
,

qualunque sia to >o
.



FILA B

i ) come prima ,
si he $•@) - x.

ii ) long - old = ×Cns×43T -

x
=

m2x2+2

= ×_ fix 't 3 - rix 's ] =xmrxtz rixsiz

Pouiamo gnH= nth / oogliamo auto Hare se

×s€Y$ $n*Y n=go .
Per la panini digna ,

basta Audiale pox >°
.

n2x2+2
- Inht

=
z -

next
gicx ) =

 -
-

ha max
. per × = Cns

( msxst2) '

Creitz )2

same
,

ga = qf⇒= En . ÷ ¥0

Auindi si he Cow . uniform in tutto R
,

e ooviamente in
ogm

'

sotloinsieme di R
.



FILAB

Per Guldin ,
si he

volte ) = out

ff.gdxdyaItfgteofy2@F2seud.ieytfkseudH-codP.fostiseYfgg.a

'stdjf
= FI@- cost )

"
lot =

Eg C 34 's ) = 40¥

( or )

D

C3,0 ) ( 1,0 )

FE



Filap
Sando il teorema di Stokes

,
basta calendar

FE. Ids
,

dove btse ' it bonds di 5 orientate in verso

lots positin risepetto all '

orientazione salta per la normale

Il bomb i cosfituito dalla cireonfereuta

ys = { × ?_
y

?_ 4
,

z=o } perarsa in verso oroio
,

vista
"

dad ' alto "

,edella circmfereuaa

y ,
= { x4y ?_ 3

,
z= - I } pereorsa

in verso antiorsigoists "dad
'

Ito ?

- ciei pereorsa in verso negative

yj si parametritta come x= 200

ftEsoseuo
•€G,⇒

mentu Jz si parameters come ×= Basf

§£[3;o a- Gut
.

omindi
f.ge .Ids= -

fy ,E
. Ids +

ftp.ds
=

.

:
= fpfftseutfr send ) - Boost . ( Busy ] do=-3 fPsdo=

=
- 6T



2) In alternative
,

si pro
' fare it calobdireths :

C-yz , xz
, xy )

i I E
rot Fa det / , zy % |= @,

- ry ,
2z )

-

yz xz ×y
Del rests la sfera si parameter come

x = 2 sent cosy4$-aseyosuq
(QQ

)€fE¥f×
frit ]

z  = 2 cos

ed avendosi

% = ( IWSO cosy ,
2 cos Oseuy ,

-2 sent )

% = C-2 sent seng ) ,
Iseui cosy ,

0 )

; toe minri delle jacobian di 4 vdgono

A @,g) =

4suiOcosq.BC9q7-4seeiOseuqiC@q1-4cosOseuOCosserviamochequestaorientazionecoincidecouqvellaprescrittH.L

'

integrate isle :

WHY µlq f-4 senisenq )4senHseny+4cos0 .4coDsaofdO=

= 16 §g¥sen3O fptseiiqdy + consent at ] do =

÷



= 16T µ"Mfsen3O + IWSH send ]oD =

- lot
fjBseno[ suit - s ] do = frottage!a ]

2+13

=
 16 't (cos O - cost )

be

= 1Gt .  (12 . + Ig) =
-

16 E 3- =
- 6 it

:-

,

,tom
> -

- ¥



FILA B

Si ha fxcx,y)=

y4t4x3g

-

5g =

y(y3t4×3-5
)

fykiy ) =

4×y3tx4
- six = x

(4/+8-5)
1 pti criticism he soluzioni del sistema

yCyst
4×3-5 ) =o€

(4/-1×3-5)=0
,

che son :

{YI: ⇒ Co,° )

{ HE:*,
⇒HE,o )

fyxsntoextso

⇒ Cats )

y3+ 4×3-5=0

¢y3+x3- 5=0

⇒ G,s )

Studio

iquattoopuntiuiticitwcsti.SihafxxCx.y7-i2x2yifxyCxiy7-4y3t4xt5.fyyCxiy7-12xyh.D2f@H-fgo5tf-detD2fHdao-CadftodisellaD2fCrsih-f0gt5jf-sdetD2f3Hdeo-H.d

t.to disk



D2fCoirH-f0gg5f-sdetD2f6irs1eo-fo3rs1p.todiseuaD3fkD-fypzfsdgtxxYtnTsYofcmftodimimwmoaw.TffytsFxisserviamocheTichiusoeTF@tllimitato.q

wind per it thm
.

di

p

Weierstrass esistono max
.

e min
.

> assoluti di f se T
.

He ) ×

f e- nulla seat
, negative

all
'

intemofsivede della

fattoriztazione fcx,y)= xy ( gstxh 5) ) .

Ruin di il Massimo i assents su tulta la frontiers ecsle zero
.

Il minima dare stare nell '

unic pto critic intern
,

cioei @,
I )

men f = fan ) - -3
.




